Matrice inversible et inverse

La matrice A € M, (R) est inversible lorsqu’il existe B € M,,(R) telle
que : AB = I, = BA. Une telle matrice B est unique, s’appelle Uinverse
de AET notée A~* € M,,(R).

Ainsi, lorsque A~ existe, elle vérifie AA™1 = I, = A~'A.

On note GL, (K) 'ensemble des matrices de M, (R) inversibles. 32
Conséquence : Si A estinversiblealors: AB=AC & B=C etAX=Y ©X=A"Y

e ——— B
Soit A,B, P et Q € My(R), « € K* etk € N.

#Si P et Q sontinversibles alors P~%,aP, PT, PQ et P¥ sont
inversibleset (P~1)"'=pP , (aP)l= %P‘l, (PTH1 =
PHT , (PQ)t=Q7'P et (PK) Tt = (PTDK

mais P + Q n’est pas en général inversible.

eSiA = P71BP alors Yk € N, A¥ = P~1BkP; si, de plus, B est
inversible alors A est inversible et Vk € Z, Ak = p~1Bkp . 33

DES EXERCICES-METHODES POUR PROUVER QU’UNE MATRICE A EST INVERSIBLE ET
LE CAS ECHEANT, TROUVER A~ 1,
Ex18 Sont-elles inversibles ? si oui donner leur inverse .

13 2 i 000 03 2
A=(i 21),A=<2 -2 0) =<8l+0113L8>A=<0 0 8)
2 0 2 0 0 0 2 0 0 O
0o 1 0
Ex19 Soit 4 = (—1 -1 —1> .Calculer A%. En déduire que A est inversible et déterminer
0o 0 1
AL
2 -1 2
Ex20Soit A = < 5 -3 3 )
-1 0 =2
1. Calculer (A + I)3. En déduire que A est inversible et déterminer A™1..
2. Que peut -on dire de A + I ? Retrouver alors par une autre formule I'expression
deA™*?
5 -1 9 -9 -2 3 100
Ex21SoitA=<3 4 0),P=<9 3 3>etD=<0 2 0)‘
1 1 1 5 1 1 00 7
2 3

1. Montrons que P = ( 9 3 3) estinversible.
5 1 1
2. Montrer que : AP = PD . En déduire APoup € Z.

1 2 3
Ex22 Soit A = (3 1 2). Montrons que 4 est inversible et trouver A~%,
2 31

Caractérisation de Uinversibilité : Soit A € M, (R). déme
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A estinversible (o) siet ssi il existe une matrice B telleque BA =1, ) oudB =1,

A estinversible siet ssi le systeme AX = 0, d’inconnue X € M,, ; (K), a une unique solution (quiestX = 0,,) ©
Aestinversible sietssi rg(A)=n @

Aestinversible sietssi A~pl, (o

A estinversible siet ssi A estun produit fini de matrices d’opérations élémentaires. (r)

A estinversible siet ssi 'undes systémes linéaires associés a A est de Cramer. (g)

A estinversible sietssi toutsysteme linéaire associé a A est de Cramer. (h)

A estinversible sietssi pourtoute matrice colonneY, le systeme AX = Y a une unique solution. Le cas échéant, 'unique
solution de AX = Y estalors, X = A™1Y.

A n’est pas inversible si et ssi il existe une matrice colonne X non nulle telle que AX = 0. ()

A n’est pasinversible si et ssil’une de ses colonnes est combinaison linéaire de ses autres colonnes. (k) 34

Inversibilité de matrices particuliéres déme
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I, estinversible et I, = I, *. 0, n’est pas inversible .

Toute matrice d’opération élémentaire est inversible et V(i,j) € [1,n]% VA € K*,Vp € K, Tij_l =T;

1
D; (z) et Hy(B) = Hij(=P).
Toute matrice dont une ligne ou une colonne est nulle n’est pas inversible.
Si AB n’est pas inversible alors A ou B n’est pas inversible.

Si A et B sont non nulles et vérifient AB = 0,, alors ni A ni B n’est inversible (valable si A ou B n’est pas carrée).
S’il existe B non nulle telle que AB = 0, alors A n’est pas inversible.

jr DI.()')_1 =

D = diag(8,, 6,,..,8,) estinversible si et ssi Vi € [1,n],5; # 0. Le cas échéant, D~ = diag ((% ,% ,..,%).
1 2 n

A= (a b)est inversible & ad — cb # 0. Etle cas échéant, A=t = ;( d _b).
c d rery ad-ch \—c @

determinant de A
Une matrice triangulaire est inversible sietssi sa diagonale n’a pas de 0. Et le cas échéant, son inverse est triangulaire.

Une matrice nilpotente n’est jamais inversible
Si N est nilpotente, alors I + SN estinversibleet (I — N)~! = (Z,z:;(l)N").

. S’ilexiste un polynéme P, annulateur de 4, tel que P(4) = agl, + a1A + a,A%+.. +a,AP = 0, etag # 0 alors A estinversible

1o (% %2 & gp-1
etAl = (a01n+a0A+..+a0A ).

Si A = PDP~'et D est une matrice inversible alors A est inversible et A=t = PD~1P~1. 35




