M, (K) lensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K. est stable par combinaison linéaire, par addition matricielle, par multiplication externe et par produit matriciel.

Trace d’une matrice carrée Soit A = (aij) € M, (R).
Les coefficients a1, a,y, .., 4y, constituent la diagonalede 4 . La
tracede A esttr(4) = a1 + aypp+.. +an, = Nieq Q- 24

Matrices carrées particuliéres : Soit A = (ai]-) € M, (R).

A est diagonale lorsque pour tous entiers i # j,a;; = 0. On note
parfois A = diag(ai1, a3, .-, Ann)-

A est triangulaire supérieure (resp. inférieure) lorsque ie. pour tous
entiers i > j (resp i < j),a;; = 0.

A est symétrique lorsque AT = 4 ie V(i,j) € [1,n]% a;; = a;;.

A est anti-symétrique lorsque AT = —A4 ie V(i) € [1,n]? a;; = —ay;.

On note S,,(K) (resp A,,(K)) Uensemble des matrices carrées d’ordre

n a coefficients dans K symétriques (resp. anti-symétriques) . 26
Rque : La matrice nulle est la seule matrice symétrique et antisymétrique

Puissances polynome d’une matrice. Matrice nilpotente
eSoit A € M, (K) . A° = I, Vp € N*, AP = AP~1A = AAP~! =
AP = AX A X ..X A€ M,(K).

p fois
SiP(X)=ay 1 +a; X+ a,X%*+..+a,XP € K[X] alors P(A) =

=Xx0

aoly, + a1 A + a, A%+, +a,AP € My(K).
P est un polynéme annulateur de A lorsque P(4) = 0.
eUne matrice carrée N est dite nilpotente lorsqu’il existe un entier
naturel p tel que NP = O,; Uindice de nilpotence est U’entier p tel
que N? = 0, et NP1 # 0,). 29

Propriétés de la trace déme

Soit A et B deux matrices carrées d’ordre n et « et § deux scalaires.
1. tr(aA + BB) = atr(4) + Btr(B)

2. tr(4d") = tr(4)

3. tr(4B) =tr(BA).

4

. tr(AA") = Yie,.m(aij)? = somme des carrés de tous les coef ficients de A 25
JjE{1,..p}

Propriétés des matrices diagonales et triangulaires : Soita, § € K
Une combinaison linéaire ou un produit de deux matrices diagonales
(resp. triangulaires supérieures, resp. inférieures) de méme taille est
diagonale (resp. triangulaire sup., resp. inf.). déme.

SiD = diag(dy,d,,..,dy) etL = diag (6,6, ..,8,) alors

aD + BL = diag(ad; + By, ady + B6,,..,ad,+B6,) et DL = diag(6,d;, 8,d5,.., 6pdy).

),1 * aee o 61 oo 6% )‘161 * e %
A 8 d. 8 1,6 :
Sid= 27 i etB= 27 i |alors 4B = 2 i) 27
(0 An (0 On 0 An6n

Propriétés des matrices symétriques et antisymétriques déme
Toute combinaison linéaire de matrices symétriques (resp. anti-
symétriques) carrées d’ordre n est symétrique (resp. anti-symétrique).

Sa(K) (resp A,(K)) est donc stable par combinaison linéaire (par somme et
multiplication par un scalaire) mais ne sont pas stables par produit matriciel

Toute matrice M carrée d’ordre n s’écrit de maniere unique comme

somme d’une matrice symétrique et d’une matrice anti-symétrique et
o 1 1

cette écriture est: M = - (M + MT) + S (M - MT) . 28

symétrique

anti—symétrique

Regles de calcul des puissances et polyn6mes de matrices

1. SiP =BQ + Rou(Q,R) € K[X]?alors P(4) = B(A)Q(A) + R(A4)

2. SoitA une matrice carrée d’ordre n et a un scalaire. (a¢A)P = aP AP.

3. Si(4,B) € M,,(K)*tq A et Bcommutentie AB = BA alors

e adet fB commutentou (a, ) € K%et (AB)P = APBP .

e (A+BP =Y, (Z) Akpp=k = yP_ (z) Bk AP—k

o AP pPHl = (4 — B)(S_,A¥BPF) = (A - B)(Xh_, B¥APTF).

4. pourtoute matrice A carrée d’ordren, (I, + AP = Z:o (Z) Aket

I, — AP* = (1 — A)(Zh_, A%).

5. SiN estnilpotente d’indice p alors Vk > p, N = 0,, etVa € K, aN

est nilpotente. 30

Puissances de matrices particuliéres déme

Soitp € N.

1. SiD =diag(6;,6,,..,6,) alors DP =
diag(8,?,657,..,8,).

2. (ILYP =1L, et (al,)? = aPl,

1 1
3. Soit] = ( ) € M,,(K). Vp €N*, JP =nP71]
1 wee 1 non valable pour p=0.
4. Si N € M,(R) esttriangulaire avec diagonale nulle
alors N est nilpotente d’indice au plus n. 31

Ex9 Soitn € N*. Montrer qu’il n’existe pas de matrices A et B carrées d’ordre
ntellesque AB — BA = I,,.

Ex10 Montrer que si A est une matrice a coefficientsréelsalors: A =0 &
tr(AAT) = 0. Que se passe-t-il si 4 est & coefficients complexes ?

Ex11 Soit D = diag (14, A,, .., A,)avec tous les 1, distincts. Soit A € M,,(R).
Montrer que : A et D commutent si et ssi A est diagonale.

Ex12 Montrons que pour toute matrice carrée A,é(A + AT) est

symétrique et%(A — AT) est antisymétrique.

Montrons que pour toute matrice A (pas nécessairement carrée),

AAT et ATA sont symétriques.
METHODE POUR CALCULER DES PUISSANCES DE MATRICES

Ex13 Soit A = (_01 (1)) Calculer A" tqn € N.
Ex14 M = ((1) i).Calculer MP tqp€eN.
-3 1 1
Ex15: Soit A = ( 1 -3 1 > Calculer APtq p € N.
1 1 -3
1 3 -3
Ex16: Soit A = (3 1 —3) et P(t) = (t — 1)(¢t + 2). Calculer P(A).En
3 3 =5

déduire AP tqp € N.

01 1
Ex17SoitA:<1 0 1>.

110
1) Ecrire A comme combinaison linéairede A et I .
2) Montrer que : Vn € N, 3(u,, v,) € R*telque : A" = upA + v,1 .
3) Alaide des suites a et f telles que a, = 2u, + v, et f, = uy, — v,
exprimer u, et v, en fonction de n ; en déduire A™ ( tableau matriciel).
3) Proposer deux autres méthodes pour trouver A"



