
𝑴𝒏(𝑲) l’ensemble des matrices carrées d’ordre 𝑛 à coefficients dans 𝐾. est stable par combinaison linéaire, par addition matricielle, par multiplication externe et par produit matriciel. 

 

Trace d’une matrice carrée Soit 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ 𝑀𝑛(ℝ).  
Les coefficients 𝑎11, 𝑎22, . . , 𝑎𝑛𝑛   constituent la diagonale de 𝐴 . La 
trace de 𝑨 est 𝑡𝑟(𝐴) = 𝑎11 + 𝑎22+. . +𝑎𝑛𝑛 = ∑ 𝑎𝑖𝑖

𝑛
𝑖=1 .                           24 

Propriétés de la trace  démo 

Soit 𝐴 𝑒𝑡 𝐵 deux matrices carrées d’ordre 𝑛 et 𝛼 𝑒𝑡 𝛽 deux scalaires.  
1. 𝑡𝑟(𝛼𝐴 + 𝛽𝐵) = 𝛼𝑡𝑟(𝐴) + 𝛽𝑡𝑟(𝐵)       
2. 𝑡𝑟(𝐴𝑇) = 𝑡𝑟(𝐴)         
3. 𝑡𝑟(𝐴𝐵) = 𝑡𝑟(𝐵𝐴) .    
4. 𝑡𝑟(𝐴𝐴𝑇) = ∑ (𝑎𝑖𝑗)²𝑖∈{1,..,𝑛}

𝑗∈{1,..,𝑝}

= 𝑠𝑜𝑚𝑚𝑒 𝑑𝑒𝑠 𝑐𝑎𝑟𝑟é𝑠 𝑑𝑒 𝑡𝑜𝑢𝑠 𝑙𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑒𝑓𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑠 𝑑𝑒 𝐴    25 Matrices carrées particulières : Soit 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ 𝑀𝑛(ℝ).  
𝐴 est diagonale lorsque pour tous entiers 𝑖 ≠ 𝑗 , 𝑎𝑖𝑗 = 0 . On note 
parfois 𝐴 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑎11, 𝑎22, . . , 𝑎𝑛𝑛).  
𝐴 est triangulaire supérieure (resp. inférieure) lorsque ie. pour tous 
entiers 𝑖 > 𝑗 (𝑟𝑒𝑠𝑝 𝑖 < 𝑗), 𝑎𝑖𝑗 = 0. 
𝐴 est symétrique lorsque 𝐴𝑇 = 𝐴  ie ∀(𝑖, 𝑗) ∈ ⟦1, 𝑛⟧2, 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖. 
𝐴 est anti-symétrique lorsque 𝐴𝑇 = −𝐴  ie ∀(𝑖, 𝑗) ∈ ⟦1, 𝑛⟧2, 𝑎𝑖𝑗 = −𝑎𝑗𝑖. 
On note 𝑺𝒏(𝑲) (𝒓𝒆𝒔𝒑 𝑨𝒏(𝑲)) l’ensemble des matrices carrées d’ordre 
𝑛 à coefficients dans 𝐾 symétriques (resp. anti-symétriques) .            26 
Rque :  La matrice nulle est la seule matrice symétrique et antisymétrique 

Propriétés des matrices diagonales et triangulaires : Soit 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐾 
Une combinaison linéaire ou un produit de deux matrices diagonales 
(resp. triangulaires supérieures, resp. inférieures)  de même taille est 
diagonale (resp. triangulaire sup., resp. inf.).               démo 
 Si 𝐷 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑑1, 𝑑2, . . , 𝑑𝑛) et 𝐿 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝛿1, 𝛿2, . . , 𝛿𝑛) alors 
 𝛼𝐷 + 𝛽𝐿 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝛼𝑑1 + 𝛽𝛿1, 𝛼𝑑2 + 𝛽𝛿2 , . . , 𝛼𝑑𝑛+𝛽𝛿𝑛) et 𝐷𝐿 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝛿1𝑑1, 𝛿2𝑑2, . . , 𝛿𝑛𝑑𝑛).  

  Si 𝐴 = (

𝜆1

(0)

  

∗
𝜆2  

⋯
∗
⋱   

∗
⋮
∗
𝜆𝑛

)𝑒𝑡 𝐵 = (

𝛿1

(0)

  

∗
𝛿2  

⋯
∗
⋱   

∗
⋮
∗
𝛿𝑛

)alors 𝐴𝐵 = (

𝜆1𝛿1

(0)

  

∗
𝜆2𝛿2  

⋯
∗
⋱   

∗
⋮
∗

𝜆𝑛𝛿𝑛

).    27 

Propriétés des matrices symétriques et antisymétriques démo 
Toute combinaison linéaire de matrices symétriques (resp. anti-
symétriques) carrées d’ordre 𝑛 est symétrique (resp. anti-symétrique). 
 𝑺𝒏(𝑲) (𝒓𝒆𝒔𝒑 𝑨𝒏(𝑲)) est donc stable par combinaison linéaire (par somme et 
multiplication par un scalaire) mais ne sont pas stables par produit matriciel  

Toute matrice 𝑀 carrée d’ordre 𝑛 s’écrit de manière unique comme 
somme d’une matrice symétrique et d’une matrice anti-symétrique et 

cette écriture est : 𝑀 =
1

2
(𝑀 +𝑀𝑇)⏟      
𝑠𝑦𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒

+
1

2
(𝑀 −𝑀𝑇)⏟      

𝑎𝑛𝑡𝑖−𝑠𝑦𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒 

.                            28 

 Puissances polynôme d’une matrice. Matrice nilpotente   

∙Soit 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(𝐾) .  𝐴0 = 𝐼𝑛 ∀𝑝 ∈ ℕ∗, 𝐴𝑝 = 𝐴𝑝−1𝐴 = 𝐴𝐴𝑝−1 =

𝐴𝑝 = 𝐴 × 𝐴 × …× 𝐴⏟        
𝑝 𝑓𝑜𝑖𝑠

 ∈ 𝑀𝑛(𝐾).  

∙Si 𝑃(𝑋) = 𝑎0 1⏟
=𝑋0

+ 𝑎1𝑋 + 𝑎2𝑋
2+. . +𝑎𝑝𝑋

𝑝 ∈ 𝐾[𝑋] alors  𝑃(𝐴) =

𝑎0𝐼𝑛 + 𝑎1𝐴 + 𝑎2𝐴
2+. . +𝑎𝑝𝐴

𝑝 ∈ 𝑀𝑛(𝐾).  
𝑃 est un polynôme annulateur de 𝐴 lorsque 𝑃(𝐴) = 𝑂. 

∙Une matrice carrée 𝑁 est dite nilpotente lorsqu’il existe un entier 

naturel 𝑝 tel que 𝑁𝑝 = 𝑂𝑛; l’indice de nilpotence est l’entier 𝑝 tel 
que  𝑁𝑝 = 𝑂𝑛  𝑒𝑡 𝑁𝑝−1 ≠ 𝑂𝑛).                                                                              29 

Règles de calcul des puissances et polynômes de matrices 
1. 𝑆𝑖 𝑃 = 𝐵𝑄 + 𝑅 𝑜ù (𝑄, 𝑅) ∈ 𝐾[𝑋]2alors 𝑃(𝐴) = 𝐵(𝐴)𝑄(𝐴) + 𝑅(𝐴)  
2. Soit 𝐴 une matrice carrée d’ordre 𝑛 et 𝛼 un scalaire. (𝛼𝐴)𝑝 = 𝛼𝑝𝐴𝑝. 
3. Si (𝐴, 𝐵) ∈ 𝑀𝑛(𝐾)² tq 𝐴 𝑒𝑡 𝐵 commutent ie 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 alors  
• 𝛼𝐴 𝑒𝑡 𝛽𝐵 commutent 𝑜ù (𝛼, 𝛽) ∈ 𝐾2𝑒𝑡  (𝐴𝐵)𝑝 = 𝐴𝑝𝐵𝑝 . 

• (𝐴 + 𝐵)𝑝 = ∑ (
𝑝
𝑘
)𝐴𝑘𝐵𝑝−𝑘

𝑝
𝑘=0 = ∑ (

𝑝
𝑘
)𝐵𝑘𝐴𝑝−𝑘

𝑝
𝑘=0  

• 𝐴𝑝+1 − 𝐵𝑝+1 = (𝐴 − 𝐵)(∑ 𝐴𝑘𝐵𝑝−𝑘
𝑝
𝑘=0 ) = (𝐴 − 𝐵)(∑ 𝐵𝑘𝐴𝑝−𝑘

𝑝
𝑘=0 ). 

4. pour toute matrice 𝐴 carrée d’ordre 𝑛,  (𝐼𝑛 + 𝐴)𝑝 = ∑ (
𝑝
𝑘
) 𝐴𝑘

𝑝
𝑘=0 et 

  𝐼𝑛 − 𝐴𝑝+1 = (𝐼 − 𝐴)(∑ 𝐴𝑘
𝑝
𝑘=0 ). 

5. Si 𝑁 est nilpotente d’indice 𝑝 alors ∀𝑘 ≥ 𝑝,𝑁𝑘 = 𝑂𝑛  et ∀𝛼 ∈ 𝐾, 𝛼𝑁 
est nilpotente.                                                                                                  30 

Puissances de matrices particulières     démo 

 Soit 𝑝 ∈ ℕ.  
1. Si 𝐷 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝛿1, 𝛿2, . . , 𝛿𝑛) alors 𝐷𝑝 =

𝑑𝑖𝑎𝑔(𝛿1
𝑝, 𝛿2

𝑝, . . , 𝛿𝑛
𝑝). 

2. (𝐼𝑛)
𝑝 = 𝐼𝑛 𝑒𝑡  (𝛼𝐼𝑛)

𝑝 = 𝛼𝑝𝐼𝑛  

3. Soit 𝐽 = (
1 ⋯ 1
⋮ ⋮
1 … 1

) ∈ 𝑀𝑛(𝐾).   ∀𝑝 ∈ ℕ
∗, 𝐽𝑝 = 𝑛𝑝−1𝐽⏟      
𝐧𝐨𝐧 𝐯𝐚𝐥𝐚𝐛𝐥𝐞 𝐩𝐨𝐮𝐫 𝒑=𝟎.

   

4. Si  𝑁 ∈ 𝑀𝑛(ℝ)  est triangulaire avec diagonale nulle 
alors 𝑁 est nilpotente d’indice au plus 𝑛.                     31 

                      

Ex9  Soit 𝑛 ∈ ℕ∗. Montrer qu’il n’existe pas de matrices 𝐴 et 𝐵 carrées d’ordre 
𝑛 telles que 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 = 𝐼𝑛. 
Ex10 Montrer que si 𝐴 est une matrice à coefficients réels alors :  𝐴 = 0 ⇔
𝑡𝑟(𝐴𝐴𝑇) = 0. Que se passe-t-il si 𝐴 est à coefficients complexes ? 
Ex11 Soit 𝐷 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1, 𝜆2, . . , 𝜆𝑛)avec tous les 𝜆𝑘 distincts. Soit 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(ℝ). 
Montrer que : 𝐴 𝑒𝑡 𝐷 commutent 𝑠𝑖 𝑒𝑡 𝑠𝑠𝑖 𝐴 est diagonale.  

Ex12 Montrons que pour toute matrice 𝑐𝑎𝑟𝑟é𝑒 𝐴, 1
2
(𝐴 + 𝐴𝑇) est 

symétrique 𝑒𝑡 1
2
(𝐴 − 𝐴𝑇)  est antisymétrique.  

Montrons que pour toute matrice 𝐴 (pas nécessairement carrée), 
𝐴𝐴𝑇 𝑒𝑡 𝐴𝑇𝐴  sont symétriques.  

METHODE POUR CALCULER DES PUISSANCES DE MATRICES 

Ex13 𝑆𝑜𝑖𝑡 𝐴 = ( 0 1
−1 0

).  Calculer  𝐴𝑛 𝑡𝑞 𝑛 ∈ ℕ.  

Ex14  𝑀 = (
1 2
0 1

) . Calculer 𝑀𝑝 𝑡𝑞 𝑝 ∈ ℕ. 

Ex15 : 𝑆𝑜𝑖𝑡 𝐴 = (
−3 1 1
1 −3 1
1 1 −3

). Calculer 𝐴𝑝𝑡𝑞 𝑝 ∈ ℕ. 

Ex16 : Soit 𝐴 = (
1 3 −3
3 1 −3
3 3 −5

) et 𝑃(𝑡) = (𝑡 − 1)(𝑡 + 2). Calculer 𝑃(𝐴).En 

déduire 𝐴𝑝 tq 𝑝 ∈ ℕ.  

Ex17 Soit 𝐴 = (
0 1 1
1 0 1
1 1 0

).  

1) Ecrire 𝐴² comme combinaison linéaire de 𝐴 𝑒𝑡 𝐼 . 
2) Montrer que : ∀𝑛 ∈ ℕ, ∃(𝑢𝑛 , 𝑣𝑛) ∈ ℝ2tel que : 𝐴𝑛 = 𝑢𝑛𝐴 + 𝑣𝑛𝐼 . 
3) A l’aide des suites 𝛼 𝑒𝑡 𝛽 telles que    𝛼𝑛 = 2𝑢𝑛 + 𝑣𝑛  𝑒𝑡 𝛽𝑛 = 𝑢𝑛 − 𝑣𝑛 , 
exprimer 𝑢𝑛 𝑒𝑡 𝑣𝑛 en fonction de 𝑛 ; en déduire 𝐴𝑛 ( tableau matriciel). 
3) Proposer deux autres méthodes pour trouver An 
 

 


