Définition du déterminant d’une matrice carrée d’ordre 1, 2, 3ou 4

1. Déterminant d’ordre 1: Le déterminant de la matrice M = (a)carrée d’ordre 1 est le scalaire detM = a.

2. Déterminantd’ordre 2: Le déterminantde M = (Z 2) est le scalaire noté det(M) ou |Z Z| tq: det(M) = |tcl Z = ad — cb.
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Formule générale du déterminant d’une matrice carrée. Soit A = (aij) € M, (R)..
Pour tout (i, ) € [1, n]?, on note Aij est la matrice carrée d’ordre n — 1 obtenue en enlevant la ligne i et la colonne j a A.
Alors, pour tout j € [1,n], det(4) = X*_,(—=1)k+ aijdet(Akj) =3, (-1D a;;det(4;))

developpement
par rapport a la colonne j

Et pour tout i € [1,n], det(A) = ¥}, (1) a;; det(4;;) = X7, (=1 a;;det (4;)). 2
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Regles de calcul :

Soient a et f deux scalaires et A et B deux matrices carrées d’ordre
n. On note C; la colonne i de A.

1. Si on échange deux colonnes de la matrice alors le
déterminant change de signe.

Par exemple, pourn = 3, det(C; C, C;) = —det(C; C, C3)

2. det est linéaire par rapport a chaque colonne

Par exemple, pourn = 3,

det(aCy + BC; C, C3) = adet(Cy C, C3) + B det(C; C, C3)

det(C; aC, + BCy C3) = adet(C, C, C3) + Bdet(C; Cj C3)
det(C; C, aCs + BCL) = adet(C, C, C3)+ Bdet(C; C, C3)

3. det(AB) = det(A) x det (B)

4. det(4T) = det(4)

Conséquences

5. Si une des colonnes est combinaison linéaire des autres
colonnes alors le déterminant est nul. En particulier, si deux
colonnes sont proportionnelles alors le déterminant est nul.

Par exemple, pourn = 3, det(C; aC; + BC; C3) = 0.

Si on ajoute a une des colonnes une combinaison linéaire des
autres colonnes alors on ne change pas le déterminant . Par
exemple, pourn = 3, det(C; C, + aC; + BC5 C3) = det(C; C, C3)
6. Si on multiplie une colonne par un scalaire a alors le
déterminant de la matrice obtenue est égal au déterminant de la
matrice initial multiplié par a.

Par exemple, pourn = 3, det(aC; C, C3) = adet(C; C, C3)

7. Si A carrée d' ordrep alors Va € K, det(ad) = a"det(A4)
Par exemple, pourn = 3, det(aC; aC, aC3) = a®det(C; C, C3)

8. Toutes ces propriétés sont vraies en remplagant colonne

par ligne :

. Si on échange deux lignes alors le déterminant change de signe.

. Sil’'une des lignes est combinaison linéaire des autres lignes alors le déterminant est nul .

. Si on ajoute a 'une des lignes une combinaison linéaire des autres lignes alors on ne change pas
le déterminant .

. Si on multiplie une ligne par un scalaire a alors le déterminant de la matrice obtenue est égal au

déterminant de la matrice initiale multiplié par a.
NB : Opérations élémentaires et déterminants
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A’ alors det(4) = det (4"). Idem en ligne 4

Déterminant d’une matrice triangulaire :
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En pratique, pour calculer det(4), on effectue des opérations
élémentaires sur A pour obtenir une matrice triangulaire T tout en
modifiant le déterminant en conséauence a chaaue opération. 5

Caractérisation de Uinversibilité . Soit A € M,,(R).
1. Ainversiblesietssi det(4) #0.

2. SiAestinversible alors det(4™1) = L

det(4)

= [det(4)] . 6




