Sup PCSI 2025-2026

Corrigé duDs 5

Exercice 1

Soit f(x) = fx ln(t) dt.
1. Montrer que f est définie sur D =]0,1[U]1, +ool.

Posons g(t) = Alors g est continue sur les deux intervalles ]0,1[ et ]1, +oo].

In (t)

Six €]1,4[ alors x* €]1,4+[ (ona 1 < x < x? < 1); le cours assure alors que si x €]1, +00[alorsf - (t) —dt.

De méme, six €]0,1[ alors x2 € 0,1[ (ona 0 < x? < x < 1); le cours assure alors que si x E]O,l[alorsf mdt

2. Montrer que f est dérivable sur D et déterminer une expression de f' sur D.

Le TFl assure que sur chaque intervalle ]0,1[ et ]1, +oo[. g admet une primitive notée H sur ]0,1[ et G sur ]1, +ool.

Alors comme pour tout x €]1, +oo[, x* €]1, +oo[, le TFCI assure que f(x) = f —dt = G(x%) — G(x).

x l(t)

Comme G et (x » x?)sont de classe Clsur]1,+oo[ et Vx €]1, 4o, x* €]1, 4o, (x » G(x?))est aussi de classe Clsur]1,+oo[ et
par conséquent, f est de classe Clsur]1, +oo[ comme somme de deux telles fonctions. Et Vx €]1, 4+,

f'(x) = 2xG"(x*) — G'(x) = 2xg(x*) — g(x) = 2x 1 2x 1 x-1

ln(xz) " In(x) - Zln(x) a ln(x) - In(x)’
On fait de méme sur ]0,1[ et on obtient aussi : Vx €]0,1[, f'(x) = A|n3| Vx €D, f'(x) =

In(x)’ ln(X)

3. Endéduire les variations de f sur D.

Vx €]1,+oo[, x —1 > 0 etln(x) > 0 donc f'(x) > 0. Ainsi f est strictement croissante sur Uintervalle ]1, +oo[.

vx €]0,1[, x —1 < 0 etIn(x) < 0 donc f'(x) > 0. Ainsi f est strictement croissante sur Uintervalle ]0,1][.

4. Déterminer la limite de f en 0. En déduire que f est prolongeable par continuité en 0. On note encore f son prolongement.
Soit x E]O 1[. vVt €]x3, x[ In(x?) <In(t) <ln(x)<0i.e.2In(x) < In(t) <In(x) <0;

donc, F— ( 5 < <g@) < Zln( T < 0; puis par croissance et positivité de l’operateurlntegralsur [x% x],

x 1 (x—x?) X)
flen(x) f g(t)dt f erl(x)dt<0|e — () <—flx) <=

21n(x) <0.

x2-x

ln( ) S fe) = 2In (x)

Ainsi, Vx E]O,l[.

2_
Orlim = 1 (x) =0= lin(1) 2’; ol . Donc le théoréme de limite par encadrement assure que hm f(x) = 0. Comme la limite de fen 0 est
x—0 xX—

finie et vaut 0, f est prolongeable par continuité en 0 par la valeur 0 . Désormais f(0) = 0.
5. Montrer que f est de classe Clsur [0,1[U]1, +oo].

Appliquons le critére de classe C'sur [0,1[:

f estdérivable donc continue sur 0,1 et Vx €]0,1[, f'(x) = Donc f' est continue au moins sur ]0,1[. Ainsi f est de classe C!

1()

au moins sur ]0,1[. De plus, f est continue en 0 d’aprés ce qui précede. Enfin, lim ﬁ = 0 donc, lim f'(x) = 0 limite finie. Le

critére de classe Classure alors que f est de classe Clsur[0,1[ et f'(0) = 0. Comme Vx €]1, 4o, f'(x) = f' est continue au

ln(x)
moins sur |1, +oo[ donc f est de classe Clsur [0,1[U]1, +oo.
6. Déterminer la limite de f en +oo.

Soitx €]1,4+oo[. Vt €]x,x*[,0 <In (x) < In(t) < In (x*) i.e.0 <In(x) < In(t) < 2In(x) ;

donc, 0 <

<g) < ln(x) ; puis par croissance et positivité de opérateur intégral sur [x, x?],

21n(x) -
0<fx 21()dt<f e < f“() —f()—ln(x)
Ainsi, Vx €]1 [0<21n(x)_f( )_ln(x’;'
, cc
x=x _ x-1

2_
A = .Comme lim 24+ et lim Cint +o00, lim XX — 4. Donc le théoréme de limite par
2In (x) 2 In (x) x—4o00 In (x) x—>+00 2 x—+00 2In (x)

encadrement assure que lim f(x) = +oo.
X—+00

7. Montrer que Vx €]0,1], fx tln(t)

<fl)< fx ——dt.

tln(t)



2

ILfaut montrer que Vx €]0,1[, [ mj(r)dtsfx md <

dt. Pour cela, il suffit de monter que Vx €]0,1[, Vt €]x% x|,

<
x tln(t) tin(t) —

X
In(t) — tin()’

Soit x €]0,1[. vt €]x% x[, 0 <x% <t <xdonc 0 <= < 1<Z _puis 0 > —— ——carIn(t) < 0.Alors par croissance de

=>— =
tln(t) ln(t) tln(t)

P 2 1
Uintégrale sur[x ,x], fx O fx m(t) dt = fx tln(t) dt. Alors
vx €]0,1], fx tln(t) <fl)< fx tln(t) dt.
8. Endéduire quef est prolongeable par continuité en 1. On note encore f son prolongement.
vx €]01[x” ], tln(t) fl) <x fx tln(t)
1
Or, fx Tn© dt= [ m(t) dt = [In|In(t)|1%¥ = In|ln (x2)| — In|In(x)| = In|2 In(x)| = In|In(x)| = In(2) + In|In(x)| = In|In(x)| =
In (2).
Donc, Vx €]0,1[,x%In (2) < f(x) < xIn(2). Alors, par le théoréme de limite par encadrement, lim_ f(x) =1n (2).
2 2
On montre de la méme maniere que Vx €]1, +oo[, x fx tln(t) Sflosx* ) tm(t) dt i.e.xln (2) < f(x) < x*In(2). Alors, par le

théoréme de limite par encadrement, 1ir111+ f(x) =1n(2).
x>
Ainsi, par le théoreme de limite par encadrement, lim f(x) = In (2).Donc, f est prolongeable par continuité en 1par la valeur
x—-1
In(2).
9. Montrer que f est de classe C'sur R,
Appliguons a nouveau le crit‘ere de classe C'. D’aprés ce qui précéde f est continue en 1 et de classe Cau moins sur R*\{1}. De

plusVx € R"\{1}., f'(x) = ~11. Le critére de classe Classure alors que f estde classe Clsur R* et f'(1) = 1.

In ( )
10. Montrer que f estde classe C2 sur R** et f"'(1) = E' On donnera une expression de f".
Appliquons le critére de classe C2. D’aprés ce qui précéde f est continue en 1 et de classe C'au moins sur R** etVx > 0,f'(x) =

In(x)-"=
{1 ) S %1 comme (x - m) est de classe Clsur R**\{1}, f est de classe C? sur R**\{1} et Vx € R**\{1}, /" (x) = nl:(x)zx =

1six=1
xIn(x)—(x—-1)
x1In?(x)
(1+t)In(1+t)-t

e o . - _ -
ILreste a vérifier que xlir{l f"(x) existe et est finie. Posons h(t) = f(1 +¢t) = 1rD (@D

(1+t)(t—§+ou(t2)>—t 2 4 0y(t2) e 1

— — 2 ~. 2 == : " — 1A =4 N

Alors, h(t) = oW - @inanGioy 0 = 7 Donc, xllgl () tl_l)rgl f(l+1¢t) > Donc, le critére de classe
C%s’applique : f estde classe C% sur R** et Vx € R*™*\{1}, f"(x) = % etf'(1) =2

11. Etudier la convexité de f sur R*.
Etudions le signe de f".

o iy _ NG
f (1)—2>0et Vx eR \{1}'f (x)_ x1n?(x)

Vx € R*™, ¢'(x) =1+ 1In(x) — 1 = In(x). Donc ¢’(x) > 0 < x > 1. ¢ est donc strictement croissante sur |1, +oo[ et

est du signe de ¢(x) = xIn(x) — (x — 1). @ est dérivable sur R** et

stricte décroissante sur ]0,1]. De plus, ¢ (1) = 0. Donc ¢ est positive. Ainsi, Vx € R**\{1}, f"'(x) = 0. )’en déduis que f est convexe.
12. Représenter Cf.




Exercice 2 Mines 2010

e . . - 1 . 1 Ll
1. Préliminaire : Soit un réel x positif. Montrer que fo t*dt existe et fo t*dt = lln(l) fs t*dt = ﬁ
E—

Soitx > 0.
k: (t » t*) estcontinue sur ]0,1] et prolongeable par continuité en 0 par la valeur 0 si x > 0 et par 1six = 0.

Donc fol t*dt existe .
De plus,K: ( € » ff t*dt )est la primitive sur [0,1] de k qui s’annule en 1. Donc, lir% ff t*dt = flo t*dt et par conséquent,
E—

1 . 1
J, trdt = lim J, t¥dt.

tx+1]1 _ 1x+1 gxH1 1 ex+DIn (e)

=T = a5 Comme llm(x + 1) In(g) = —oo, llmf t*dt = —. Ainsi,

Enfin, [ t%dt = |

x+1lg
i 1

f t*dt = limf t*dt = ——.

0 &0 J, x+1

dt . On pose pour tout réel x positif et tout réel t de [0,1], f,(t) —

On pose pour tout réel x positif, p(x) = f

0 1+¢t* 1+t%°
2. Calculer @(0), (1) et p(2).
11 1 1
@(0) = [, sdt==- o) = fo adt=[n1+ D] =1In(2) et p(2) = fo —dt = [Arcatn(t)]} = =
3. Montrer que ¢ estcroissante sur R*.
. _ 11 11 _ 1.1 1 s _ (leyn®_gxin(®
Soit0<x<y.p()—9() = f(, 1+t* dt —J 1+tY dt = J 1+t 1407 dt = J (A+t%)(1+tY) dt = J (A+tX)(1+tY) dt (xx).

Or, vt € [0,1], (1 + tX)(1 + t¥) > 0 etln(t) < 0 donc 0 = xin(t) = yin(t) et par conséquent, eX) > e¥In(t) j o X > ¢V,
eyln(t)_exln(t)

Ainsi vVt € [0,1],m

< 0. Alors, par positivité de Uopérateur intégral sur [0,1], ¢(x) — @(y) < 0. Donc ¢ est croissante.

4. Montrer que pourtousréelsxetytelsque0 <x <y, |lpx) — )| < fol(t" —tY)dt <y —x.

Soit0 < x <. lp(x) — ()l = o) —pk) = f;%dt. or vt € [0,1](1+ )1+ tY) > 1et t* — ¢V >
car ¢ est croissante d'apres(x*)
tX—tY . . . — 1
0donc0 < G = < t* — tY. Alors par croissance de Uopérateur intégral sur [0,1], |@(x) — p(¥)| < fo (t* — tY)dt.
Topx _ gy = L L __ y=x Lepx _ 4y _
Or, [, t* —t¥)dt = oy G SY X car (x + D(y + 1) = L. Ainsi, lp(x) — o) < [[(t* —t")dt <y —x.

5. Endéduire que @ est continue sur R*.
Fixons y réel positif.
vx € [0,y], lo(x) — o) <y —x.Comme lim y —x =0, lim ¢(x) = o).
x>y x>y
vx €]y, +oo[, [p(y) — p(x)| < x —y.Comme XILI;’II_ x—y=0, xlir}r/l)r ox) =o).

J' en déduis que ¢ est continue en y.

6. Montrer que pour tout réel x positif, 1 — @(x) = fol lf::x
_ 1ot
1—¢) = f 1dt — fo —dt= f 1- 1+txdt = [ o=dt
7. Endéduire que llm o) =1.
_ x 1 1
[1— )| = | ) 1thxdt| ) 1thxdt<f t*dt = —. Comme hm L — =0, hm p(x) =1.
8. Montrer que : pour tout réel x positif, (p(x) = ; 1F xf mdt
1 I N T 02 A P |
P(x) = fo oLl 5 [1+t"]0 ~h wropdt =zt xf (1+t")2 o Ot

9. Endéduire que ¢ estdérivableen 0 et ¢'(0) = i.

s e <p(X)—§ et F Rl
D'apres ce qui précede, —— = [ ——= (1+tx)2 ——dt .Donc, 2| = |f0 T @ dt| | ) (1+t")2 - t| |f Sy 4t =
1Q- t")2 1 (1-t%)? x _ _ox 22Xy — 1 _ 1
| 0 4(1+t%)? | - 0 4(1+t%)? dt S'fO (-t ) dt = f -2t +t¥dt =1 x+1 + 2x+1
2 1 e 1 R -5 1 - , 1
Commelim1l——+ =0, lim —=| = 0, ce qui signifie que lim = —. Ainsi, ¢ est dérivable en 0 et ¢'(0) =-.
x-0 x+1 2x+1 x-0 X 4 x-0 4 4

Exercice 3 Des généralités sur les fonctions de classe C? sur un segment.
Soit a et b deux réels tels que a < b et f une fonction de classe C? sur [a, b].
A. 0.Justifier que M = maxjq p)|f"'| existe et est finie.

Comme f” est continue sur [a, b], |f"'| est continue sur le segment [a, b] et par conséquent, |f''| admet un maximum (et un minimum)
sur ce segment. Ainsi, M existe bien.



B. METHODE DES TRAPEZES D’APPROXIMATION DE fab f(x)dx

1. Soituetvdeuxréelsde [a,b] telsqueu < v.

Donner lexpression de la fonction g: [u, v] - R dont la courbe est le segment d’extrémités A(u, f (w))et A'(v, f(v)).
g est affine i.e. de la forme g(x) = ax +f (puisque sa courbe est une droite) et la pente est @ = f(u)_f(v)
deplus, g(u) = f(u) (et g(v) = f(v))donc f(u) = g(u) = au+pf = f(u) f(v)u + fB.Donc, f = f(u) f(u) [@)y, = W @vf@)

u-v u-v
Ainsi, Vx € [u,v], g(x) = f)-f) +uf(V)—vf(u)

u-v

2. Soitx € [u,v] fixé. On pose Vt E [u v],h(t) = f(t) — g(t) + K(t —w)(t — v) ou K est une constante.
2.1 Choisir K de sorte qu’il existe @ €]u, x[ et B €]x, v[telque : h'(a@) = 0 = h'(B).
Choisissons K de sorte que h(x) = 0i.e. Ktelque: f(x) — g(x) + K(x —u)(x —v) = 0.

%. Et désormais h(x) = 0. Alors h(u) = h(v) = h(x) = 0. De plus, f et g sontde classe C2sur [u, v] donc

h Uest aussi. En particulier, h est continue sur [u, x] et sur [x, v] et dérivable sur]u, x[ et sur ]x, v[. Donc Rolle assure gqu’il existe a €]u, x[
et B €lx,v[telque: h'(a) = 0 = h'(B).

2.2 En déduire gu’il existe ¢, €]Ju, v[telque: f(x) — g(x) = w
On peut alors & nouveau appliquer Rolle a k' puisque h’ est dérivable donc continue sur [u, v], donc continue sur [a, 8] et dérivable sur
Ja, B[ et h'(a) = 0 = h'(B). Ainsi, il existe ¢, €]u, v[telque h”(c,) = 0.0r, "' (t) = f"(t) — g" () + 2K = f"(t) + 2K. Donc,

car g affine
donc g''=0

Prenonsdonc K = —

f-g&x) _ f' (Cx) (r—w)(x— V)f”(cx)

f"(cy) + 2K = 0. Donc,- LAinsi, f(x) — g(x) =

-w(x-v) 2
(x—uw)(v—x)
2.3 Montrer que Vx € [u,v], |f(x) — g(x)| < M—
x—uw)(x—v)f"(c 1
vx € [u,v), il existe c, €]u,v[tel que |f(x) — g(x)| = ( X 5 UG I(x w)(x —v)If" (el
(x— u)(v x) (x— u)(v X)

1 1
Or, |f"(c)| < 5 donc |(x —w)(x —)If" ()l <5 I(x —wWk-v)IM=M
3. Soit nun entier naturel non nul.
On pose Vk € [0,n],u = a + —— k(b 9 et Ay (ux, f (i) point de Cf. On définit
la fonction g,: [a, b] = Rdont la courbe est la ligne brisée qui relie les points Ag, 44, ..., 4y.

LAinsi, Vx € [u,v], |[f(x) —gx)| <M

. 1 on-1
3.1 Donner la valeur denl_l)rll00 - w0 flug) .
. o . . b-awp- b
Comme f est continue sur [a, b], le théoréme des sommes de Riemann assure que hT TaZ’,gzéf(uk) = fa f(@®)dt.
n—-+oo

Donc, lim l ol f(w) = Lfbf(t)dt = la moyenne de f sur [a, b].

3.2 Montrer que |f [f(x) — gn(@)] dx| <M ”k“(x”k)(zﬂdx
D’apres 2.3, Vk € [0,n — 1], Vx € [wy, upqq], [f (x) — gn(x)| < MW-

inégalité par croissance

triangulaire de l'opérateur

intégral intégral
~

Donc |f;‘:“[f(x) - gn(x)]dx| < f:{k“lf(x) — gn () |dx 2 f;kk“ M(x_u")(zw dx=M fzk"“w dx.De
plus, d’aprés Chasles, fab[f(x) — gn(X)]dx = Y123 ;kk“[f(x) — gn(x)]dx. Donc,

inégalité
triangulaire
b n-1 classique n-—1 Urs n-1 Uprs (x u
1) (U1 — X)
[[v@ - snas] = > [0 - gucora| 2 @) = guldx| < 3w | 2
a k=0 k=0 '"Uk k=0 Uk
n—-1
Z Wt (o — wge) (U — %)
dx
& 2
_ N3
3.3 Endéduire que [f(x) gn(x)]dx| < M(ll;nz) b
- b-a
f”"“(x—uk)(uku—x) d 1fTat (b—a) N a 1[b—at2 t3] n 1(1 1)(b—a>3
X = —_ —_ = = |- ——
w 2 & 2 )y n 2l n 2 3 0 2\2 3 n
t=x—ug
dt=dx
x=upSt=0
b-a
X=Up 41 = U1 — U=
_M(b-a)’
12n3 , , ,
Alors, Z uk+1 (x— uk)(zuk+1 X) dx = Zn 1M(1172n¢31) M(lbz;t;) _ M(lbz;z-)

M(b-a)3
12n2 °

Ainsi, en |ut|l|sant Uinégalité 3.2, je peux conclure que |f;[f(x) — gn(x)]dx| <
3.4 Expliquer pourquoi ff f(x)dx est la limite quand n —» +o d’une somme d’aires de trapézes.
fb gn(x)dx correspond a la somme des aires des trapézes hachurés sur le dessin. Or on a mo,ntré que :

|f fdx — [ gn(x)dx| <M(b a) Comme lim Y&-9° =0, 11m f gn(x)dx—f f(x)dx. f f(x)dx est la limite quand n — +co

n—-+oo 12n2
d’une somme d’aires de trapezes.




C. DEUXINEGALITES (indépendantes) DANS LE CAS ou f'(a) = 0 = f'(b).

On suppose désormais que f'(a) = 0 = f'(b).

2
4. Montrer que (f:f’(t)zdt) < (f:f(t)zdt) (f: f”(t)zdt) (indication : faire une IPPet appliquer un,bon théoréme).

L f@rde=[fOfOL - [ fFOFf ' ©Ode = =[P fFOf Oadt.
fra)y=0=f1(b)
b 2 b 2 b 2 b cr
Done, ([ f'()2dt) = (f} FOF"(t)dt) < U7 F@2dn( () £ (©)2db).

en appliquant
Cauchy—-Schwarz

— )2
5. Démontrer en appliquant deux fois la formule de Taylor-Lagrange que : [f(b) — f(a)| < M M
a+b

Appliquons Uinégalité de de Taylor-Lagrange a f entre b et— f est de classe C?sur [— b] etvt € [ b] ()] < M, donc

Mlb -al? _ M(b

|f (a+b) f(b) —f'(b) (a+b )| < —M|HT+:_b|zce quidonne: |f (a+b) f(b)| = pwsquef (b) = 0.

M(b

De méme entre a etaTJ'b: |f (a; ) fla) - f'(a) (a+b )| < ﬂce qui donne : |f (a; ) f(a )| pUIsquef (a) = 0.

Alors, |f(b) f(a)I |f(b) f (a+b) f (a+b) f(a)| é |f(b) f (a+b)| |f (a+b) f( )| < om &= (b— a)Z - M (b—4a)2.
inégalité
triangualire




