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Programme de colle 23
Révision : résolution des équations différentielles d’ordre 1 (**)
+Chapitre 16 Matrices
| Opérations sur les matrices.

1. Généralités
» définition d’une matrice, exemple (matrice nulle, identité, matrice colonne ou ligne), notations.
» égalité de deux matrices.
> ensembles M, ,(K) et M, (K).
Pour ne pas s’encombrer de lettres, on notera simplement (A + BC);; le coefficient ligne i et colonne j de la matrice A + BC.

2. Opérations

> Somme, multiplication externe, combinaison linéaire
VA = (a;;) € M,,,(K),VB = (b;) € M,,,,(K)et V(u, ) € K2, Y(i,)) € [1,n] x [1,p],

(A + B)y; = a;; + a;; et (uA); = pa;j et (WA + BB)y; = pa;; + Bby;
» Produit matriciel. v4 = (a;)) € M,,,(K),VB = (b;;) € M, ,(K),V(i, /) € [1,n]  [1,q], (4B);; = Xb_, ayby;
b,
SiB=| i |€M,,(K) etA € M,,(K) alors AB = Y _ . biCy ou Cy,.., C, sont les colonnes de A.
9]
SiB = (b; - b,) € My ,,(K) et A € M,,,,(K) alors BA =Y}, biLy ou Ly,.., Ly, sont les lignes de A.
> Regles de calcul
Associativité de ’addition et le produit matriciels, commutativité de Uaddition, distributivité du produit matriciel et de la multiplication externe sur
addition, éléments neutres de 'addition (0,,,) et de la multiplication (), produit mixte.

» Mises en garde. Il arrive trés souvent que :

AB # BA\_(le produit matriciel n’est pas commutatif).

AB =0 X B = 0 ou A = O (le produit matriciel n’est pas integre).
AB = AC 3(A=Oou B=C

Y V V

3. Transposition
VA = (a;;) € M, ,(K), A" € M,,,,(K) telle que V(i,) € [1,p] x [1,n], (AT);; = a;;.

Regles de calcul : transposée de la transposée, transposée d’'une combinaison linéaire, d’un produit.
VA € My, ,(K),VB € M, ,,(K),V(a, B) € K?, (AT)" = Aet (aA+pB)" = aA” + BB".

VA € M, ,(K),YB € M, ,(K), (AB)" = BTA"

4. Matrices élémentaires
V(r,s) € [1,p] x [1,n], on définit E,; € Mn,p(K) par: le seul coefficient non nul de E,; est le coefficient ligne r et colonne s et ce coefficient vaut 1.

Dans M, (K): Y(r,s,u,v) € [1,n]* E sEy, = 85y Eypp-

Toute matrice A = (a;;) € M,,,(K) s’écrit de maniére uniqgue comme combinaison linéaire des matrices élémentaires de M,,,(K) et cette unique
écriture est A = YL, X0 By

Il Algorithme de Gauss et rang.

1. Opérations élémentaires :

Les opérations élémentaires : échange de deux lignes L; & L;, multiplier une ligne par un scalaire non nul L; < AL; et ajouter a une ligne une autre
ligne multipliée par un scalaire L; < L; + fL;. Lorsque A’ est obtenue en faisant subir & une matrice A € M,, ,, (K) une suite finie d’opérations
élémentaires, on dit que A’ et A sont équivalentes par lignes et on note: A~ A".

Matrice de transposition : V(i, j) € [1,7n]? on définit T;; € M,, (K) par: T;; estla matrice obtenue en faisant subir L; < L; a L.

Matrice de dilatation : Vi € [1,n],VA € K*, on définit D;(1) € M,, (K) par: D;(2) est la matrice obtenue en faisant subir L; < AL; aI,.

Matrice de transvection : Vi € [1,n], VS € K,on définit H;;(8) € M,, (K) par: H;;(f) est la matrice obtenue en faisant subir L; < L; + SL; a,,.

La matrice A’ obtenue en effectuant sur A Uopération L; © L; vérifie A" = T;; A.

La matrice A’ obtenue en effectuant sur A Uopération L; < AL; vérifie A’ = D;(1) A.

La matrice A’ obtenue en effectuant sur A Uopération L; « L; + BL; vérifie A' = H;;(B) A.



2. Echelonnement

Matrice échelonnée : une matrice A € M,,,,(K) est échelonnée lorsqu’elle est nulle ou lorsque chaque ligne non nulle débute par davantage de de zéros
que la précédente. Les pivots d’une telle matrice sont les premiers coefficients non nuls des lignes non nulles.

Matrice échelonnée réduite: une matrice A € M,,,, (K) est échelonnée réduite par ligne lorsqu’elle est échelonnée, que ses pivots valent 1 et les autres
coefficients se trouvant sur la colonne d’un pivot sont nuls. Le rang d’une telle matrice échelonnée réduite est le nombre de ses pivots.

Théoréme de Gauss-Jordan. Toute matrice A € Mn,p(K) est équivalente par ligne a une matrice E échelonnée et a une unique matrice R échelonnée
réduite.

Le rang de A est par définition le rang de R.

Propriétés :

» Lerangde toute matrice échelonnée est égal a son nombre de pivots.

» Lerangd’une matrice A est le rang de toute matrice équivalente par ligne a A et en particulier de toute matrice échelonnée équivalente a A.
» SiAeM, (K)alors[rg(4d) =n & A~ L,].

3. Systéme linéaire
Ay1%1 + QX + o+ ApX, = by 1% + apx, + o+ agx, =0
A1 X1 + Ay, + 0+ AppXxy = by Q1% + A% + o+ AppXy, = 0

$): d’inconnue (xl,xz, ...,xp) € KP. ~ (SH): le systéme homogene associé a (S).

Ap1Xq + Ay Xy +.--- + anpxp, = by Ap1Xq + ApaXy + ot Appx, =0
(S) est échelonné lorsque en passant d’une ligne de (S) a la suivante, au moins une inconnue «disparait » ( cette inconnue a en fait son coefficient nul).
(S) est de Cramer lorsque n = p et (S) admet une unique solution.
(S) est compatible lorsque (S) admet au moins une solution. (S) est incompatible lorsque (S) n'admet aucune solution.

a1 Q2 Ay by

o @
A= a:21 afz . P |la matrice des coefficients de (S). EtB = b:z la matrice du second membre de (S).

Apq Any o anp bn
Alors, (S) & AX = B. Et échelonner (S) revient a échelonner A et a faire en paralléle les opérations sur B.
Théoréme de Gauss-Jordan. Tout systéme linéaire est équivalent a un systeme linéaire échelonné.

Propriétés :
»  SiXyest une solution particuliere de (S) alors les solutions de (S) sont toutes les matrices de la forme X, + Y ou Y solution de (SH).
»  Si(S) estcarréed' ordre n alors [rg(S) = n & (S) est de Cramer ].

11l Matrices carrées

1. Définition et opérations.

2. Trace : définition et propriétés.

Soit A = (a;;) € M,, (K). tr(4) = ¥, a;

Soit (4, B) € M,, (K)?et (a,B) € K?. tr(aA + BB) = atr(A) + ftr(B) et tr(AB) = tr(BA)

Soit 4 = (a;;) € My, (K). tr(AT4) = tr(AA™) = ¥, 3¥_, af;. ASAVOIR DEMONTRER !

3. Matrices carrées particuliéres :
Matrice nulle, identité
Matrices diagonales ou triangulaires Définition. Le produit et les combinaisons linéaires de matrices diagonales
(resp. triangulaires supérieures, resp. inférieures) sont diagonales ( resp. triangulaires supérieures, respectivement
inférieures). Diagonale d’un produit de matrices diagonales (resp. triangulaires supérieures, respectivement
inférieures).

6, 0 O
Soit A = (a;;) € M, (K). A estdiagonale lorsque V(i, /) € [1,n]? (i # j = a;; = 0). On note diag(6y,6,,..,6,) = (01 =~ 0 )
0 0 4,
Soit A = (a;;) € M, (K). A est triangulaire supérieure lorsque V(i,j) € [1,n]?,i > j = a;; = 0.
Soit A = (a;;) € M,, (K). A esttriangulaire inférieure lorsque V(i, /) € [1,n]?,i <j = a; = 0.
Soit (4, B) € M,, (K)?et (a,B) € K.
Si A et B sont diagonales alors a4 + SB et AB sont diagonales.
Si A et B sonttriangulaires supérieures ( resp. inférieures) alors aA + BB et AB sont triangulaires supérieures ( resp. inférieures).
Matrices symétriques ou antisymeétriques. Définition. Les combinaisons linéaires de matrices symétriques (resp.
antisymétriques), sont symétriques (resp. antisymétriques). Toute matrice s’écrit de maniére unique comme somme
d’une matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique.
Soit A € M,, (K). A est symétrique lorsque A” = A. A est antisymétrique lorsque AT = —A.
A = (a;;) symétrique < V(i,j) € [1,n]? a;; = aj; .
A = (a;;) antisymétrique < V(i,)) € [1,n]?, a;; = —aj; . A antisymétrique = Vi € [1,n],a; = 0.
Si A et B sont symétriques (resp. antisymétriques) alors A + B et AB sont symétriques (resp. antisymétriques).



M+MT | M-MT
—+ .

Toute matrice M de M,, (K) s’écrit de maniére unigue comme somme d’une matrice symétrique et d’une antisymétrique et U'écriture est M = 5

4. Puissances d’une matrice carrée
Définition :
SoitA € M,, (K) .A° =1 et Ym € N*, A™ = A™ 4.
SiP(X) = ay + a;X + a,X*+.. +a,X? € K[X] alors P(A) = a,] + a,A + a,A*+..+a,AP. P estannulateur de A lorsque P(4) = 0.
SiP(X) = Q(X)S(X) + R(X) alors P(A) = Q(A)S(A) + R(A).
Regles de calcul : formule du bindme de Newton, formule de factorisation.

SiAet B € M, (K) telles que AB = BA (A et Bcommutent) alors (4 + B)" = ¥¥_, (1]\{!) A¥BN=K et AN+ — BN*1 = (4 — B)(XN_, A¥BN=K).

Si(4,B) € M,, (K)?et (a, B) € K*telles que A et B commutent alors @A et fB commutent.

Exemples : puissance de 14 ,de I(= I,,) , de ] € M, (k) dont tous les coefficients valent 1, d’une matrice diagonale, du
produit de deux matrices qui commutent.
Si(4,B) € M, (K)?etA € K etm € N, alors (14)™ = A™A™ et si AB = BA alors (AB)™ = A™B™.

m-1 ;
Im=1tm=n ]Slle'
et] { Isim=0
(diag(ay, ay,..,a,))™ = diag(a;™, a;™, .., a,™)

Matrices nilpotentes : définition, exemple : cas des matrices triangulaires avec la diagonale nulle
Soit N € M,, (K) . N est nilpotente lorsqu’il existe p € N telque N? = 0.
Toute matrice triangulaire avec diagonale nulle est nilpotente.

Méthodes pour calculer A™ tqm € N.

a) Conjecture + récurrence (+ parfois suites)

b) Ecriture A = B + C ou B et C commutent + formule du bindme de Newton.
c) Polyndme annulateur + division euclidienne.

d) A= P 'BPdoncA¥ =P-1Bkp

IV Matri rrées inversibl

1. Définition
SoitA € M,, (K) . A estinversible lorsqu’il existe B € M,, (K) telque AB = BA = I,. Une telle matrice B lorsqu’elle existe est unique est appelée Uinverse
de A etestnotée A™!. Ainsi, A7}, si elle existe, est 'unique matrice vérifiant A4t = A™*A = I,,.

GL, (K) est ’'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K et inversibles.
SiA€GL,(K)alors[AB=AC < B=C] et[AX =Y & X = A7'Y].

2. Opérations
SiPetQ (E M, (K)) sontinversibles, A€ K*et k € N alors AP, PQ, PT, P¥ sont inversibles et
PQ'=Q P , @AP)'= G) P71, (PMHt=@PH" et (PF)~t= (P 1)* maisP + Q n'est pas toujours inversible.

Si P estinversible alors on définit Vk € N, P~% = (P~1)* = (P¥)~1,
Si P est inversible alors (P"*BP)* = P='B*P etsi, de plus, B est inversible alors (P~'BP)~! = P='B~'P.

3. Caractérisations
Soit A€ M, (K).
A estinversible sietssirg(A)= n sietssi A~ I, sietssi A est le produit de matrices d’opérations élémentaires.
A estinversible sietssi le systeme AX = 0 admet X = 0 comme unique solution.
A estinversible sietssi il existe B telque AB = |
A estinversible sietssi il existe B telque BA =1
A estinversible sietssi tout systéme linéaire AX = Y associé a A est de Cramer. Le cas échéant, l'unique solution est X = A~1Y.
A estinversible sietssi 'un des systemes linéaires associés a A est de Cramer.
Aestinversible sietssi AT estinversible.

A n’est pas inversible sietssirg(A) <n
A n’est pas inversible sietssi il existe X € M,, ; (K) non nulle telle que AX = 0
A n’est pas inversible sietssi 'une des colonnes (resp. lignes) de A est combinaison linéaire des autres colonnes(resp. lignes).

4. Exemples de référence

1. I, et toute matrice d' opération élémentaires sont inversibles et I, * = 1,,,Tl-]-_1 =Ty, DD =D; G),Hij(ﬁ)‘l = H;;(=P)

2. Toute matrice d’opération élémentaire est inversible et Uinverse est la matrice de Uopération inverse i.e.
¥(i,j) € [L,n]? tel i # ,YB € K,VA€ K", T;;™ = Ty et D,(2) = D (5) et Hyy(B) = Hyy(—p).

3. S’ilexiste B non nulle telle que AB = 0 ou BA = O alors A n’est pas inversible.

4. Sil’'une des colonnes (resp. lignes) de A est combinaison linéaire des autres colonnes ( resp. lignes) alors A n’est pas inversible. ( en particulier si A
contient une ligne ou une colonne nulle alors A n’est pas inversible)

5. SoitD = diag(;,8,, ...,8,). D estinversible sietssi Vk € [1,n], 8, # 0.Etle cas échéant, D~ = diag(8,™",8, ", ..., 8, ).



. ._(a b
6. Soitd = (C d) € My(K).
A estinversible sietssidet(4) = ad — cb # 0. Et le cas échéant, A™! = Z ( o _b).
detW)\—c a

7. SoitT = (t;) € M, (K) telle que T triangulaire. T est inversible sietssi Vk € [1,n], ty, # 0. Et le cas échéant, T~ 'est aussi triangulaire.

A savoir démontrer :

1. SiN estnilpotente telle que N? = O alors pourtout A € K, I — AN estinversible et (I — AN)™! = Zi;l,(/lN)".

2. Silexiste ay,ay, ..., a, €K tels que agl + a;A + a,A* + - + a,AP = 0 eta, # 0 (autrement dit il existe un polyndme annulateur de A qui ne
s’annule pas en 0) alors A estinversible et on trouve A™! enisolant I d’un c6té de I'égalité puis en factorisant par A de Uautre c6té de U'égalité .

Méthodes pour prouver 4 est inversible et déterminer A~1.
1. Utiliser un polyndme annulateur
2. Ecrire A comme le produit de matrices inversibles, la transposée , une puissance d’une matrice inversible

Y1 X1
x
3. Résoudre le systeme linéaire (S) :AX =Y ouY = y;Z parametre et X = ;2 inconnue.
Yn xTL

. Ou bien (S) a parfois plein de solutions et parfois aucune solution selon Y. Alors 4 n’est pas inversible
. Ou bien, pourtoutY, (S) estde Cramer et A~se lit sur Uunique solution X = A~1Y.
4. Echelonner A en lignes (resp en colonnes) et faire, en parallele, les mémes opérations sur [
. jusqu’a une matrice échelonnée pour connaitre rg(4) et savoir si A est inversible .
. jusqu’a obtention de I pour lire A~ qui sera la matrice obtenue, en paralléle, équivalence par ligne (resp. colonne) a I.

5. Calculer det (A) et le cas échéant déterminer com(A) et appliquer la formule A~ = ﬁw [com(A)]".

+Chapitre 17 Déterminant d’une matrice carrée

Définition : déterminant d’ordre 1, d’ordre 2, d’ordre 3, d’ordre 4, puis d’ordre n par dévéloppement par rapport a une
ligne ou une colonne.

Soit A = (aij) (i jyef1n* € Mn(K).

A;j le déterminant de la matrice carrée d’ordre n — 1 obtenue en 6tant a A sa ligne i et sa colonne j.

Alors, V(i,)) € [1,n]?% det(4) = Xi_ (D **ay Ay = Tioi(—D¥ay; Ay

développement du det développement du det
par rapportalalignei  par rapportala colonne j

Nous admettons que le résultat obtenu ne dépend pas de la ligne ou de la colonne choisie.

Exemple : le déterminant d’une matrice triangulaire ou diagonale est égal au produit des coefficients diagonaux.
Propriétés

det est linéaire par rapport a chacune des colonnes et alterné :

det(Cy, Cy, ... Cie—q, @X + BY, Ciyq, ... C) = adet(Cy, Cy, .. Ci—1, X, Cy1q, -- C) + Bdet (Cy, Cy, ... Ci—1, Y, Creq, - C)

sii # j alors det(Cy, Gy, ... C, ..., G, ... Cy) = —det(Cy, Cy, ..., Cy ..., G ... Cy ). (change de colonnes)

Pour toutes matrices A et B carrées d’odre n, det(4B) = det(A4) det(B) et det(A) = det(A").

Conséquences :

Lorsqgu’une colonne (ou ligne) de A est combinaison linéaire des autres colonnes (resp. lignes) alors le déterminant est nul. ( en particulier lorsqu’une
ligne ou colonne est nulle ou lorsque deux colonnes ou deux lignes sont égales).

Ajouter a une colonne (resp. une ligne) une combinaison linéaire des autres colonnes (resp. lignes) ne change pas le déterminant.

Si tous les coefficients d’une colonne (resp. ligne) ont un facteur commun alors je peux « factoriser » le déterminant par ce facteur.

Si on échange deux colonnes ( resp. lignes) d’'une matrice alors le déterminant change de signe.

VA € M, (K),VA € K,det(14) = A" det(4)

Exemple a savoir démontrer : le déterminant de Vandermonde

Application a la caractérisation de Ulnversibilité d’une matrice

Aestinversible sietssi detA # 0. Et le cas échéant, det(4™!) = de:(A).

(**) résoudre deux ou trois équations différentielles linéaires d’ordre 1 pour se remémorer la méthode... Cela
pourra faire objet d’un exercice de colle.

Questions de cours :

QDC 1: Démontrer que si (4, B) € GL,(K)*etk € N alors AB, A*, AT et A~! sontinversibles et
(AB)*=Bt4tet(A) = et (AT) L=

QDC 2: Montrer que le produit de deux matrices carrées d’ordre n triangulaires supérieures est triangulaire supérieure.
QDC 3: Montrer que toute matrice carrée d’ordre n s’écrit de maniere unique comme somme d’une matrice symétrique
et d’'une matrice anti-symétrique.

QDC 4: A partir de la définition donnée dans le cours, montrer que le déterminant est linéaire par rapport a chaque
colonne.



