
TD 17  Déterminant d’une matrice carrée. 

Ex 0 1. Soit 𝐴 = (
1 3 3
−2 11 −2
8 −7 6

). Pour quelles valeurs du réel 𝜆, le système 𝐴𝑋 = 𝜆𝑋 est-il de Cramer ?   

2.  Pour quels réels 𝑎, 𝑏 et 𝑐, 𝑀 = (
1 1 1

𝑎 + 𝑏 𝑏 + 𝑐 𝑐 + 𝑎
𝑎𝑏 𝑏𝑐 𝑐𝑎

) est-elle inversible ? idem avec 𝑀 = (
2𝑎 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 2𝑎

𝑏 − 𝑎 − 𝑐 2𝑏 2𝑏
2𝑐 2𝑐 𝑐 − 𝑎 − 𝑏

).  

Ex 1 Résoudre le système suivant d’inconnue (𝑋, 𝑌) ∈ 𝑀2(ℝ)² : 𝑋𝑌=(
3 1
2 1

) et 𝑌𝑋 = (
5 3
−2 −1

).  

Ex 2 Soit (𝑆) le système suivant{
𝑡𝑟(𝑋)𝑌 + 𝑡𝑟(𝑌)𝑋 = (

4 8
4 −4

)

𝑋𝑌 = (
1 1
4 −2

)
 d’inconnue (𝑋, 𝑌) ∈ 𝑀2(ℝ)

2. 

1. Je suppose que (𝑆) admette une solution notée (𝑋0, 𝑌0). 
a. Montrer que 𝑋0 𝑒𝑡 𝑌0 sont inversibles . 
b. Montrer que : 𝑡𝑟(𝑋0) = 0 ou 𝑡𝑟(𝑌0) = 0.  

c. Supposons ici que: 𝑡𝑟(𝑌0) = 0 . Montrer qu’il existe un réel  non nul tel que : 𝑌0 = 𝜆 (
4 8
4 −4

) et  𝑋0 =
1

12𝜆
(
2 1
2 10

). 

2. En déduire les solutions de (𝑆) . 

Ex 3 Sachant que 13 divise 546, 273 et 169, montrer, sans calculer 𝐷, que 𝐷 = |
5 2 1
4 7 6
6 3 9

| est un multiple de 13. 

Ex 4 Calculer 𝑑1 = |

1 cos (𝑎) cos (2𝑎)
cos (𝑎) cos (2𝑎) cos (3𝑎)

cos (2𝑎) cos (3𝑎) cos (4𝑎)
| , 𝑑2 = |

1
1
1
1

  

𝑎
𝑐
𝑎
𝑐

  

𝑏
𝑏
𝑑
𝑑

  

𝑎𝑏
𝑐𝑏
𝑎𝑑
𝑐𝑑

|, 𝑑3 = |
𝑎² 𝑏² 𝑎𝑏
𝑎𝑏 𝑎² 𝑏²
𝑏² 𝑎𝑏 𝑎²

|.  

Ex 5 Soit (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) ∈ ℝ4 et 𝑃(𝑋) = 𝛼 + 𝛽𝑋 + 𝛾𝑋2 + 𝑋4. Montrer que 𝐷 = |

1
1
1
1

  

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

  

𝑎²
𝑏²
𝑐²
𝑑²

  

𝑎4

𝑏4

𝑐4

𝑑4

| = |

1
1
1
1

  

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

  

𝑎²
𝑏²
𝑐²
𝑑²

  

𝑃(𝑎)

𝑃(𝑏)
𝑃(𝑐)

𝑃(𝑑)

|.  

En choisissant judicieusement 𝑃 de sorte que la dernière colonne soit « presque nulle »,  calculer 𝐷.   
 
Ex 6 Soit 𝑛 un entier impair et 𝐴 une matrice carrée d’ordre 𝑛, antisymétrique . Montrer que det (𝐴)=0.  
 

Ex 7 Soit  𝑎 𝑒𝑡 𝑏 des scalaires et 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)(𝑖,𝑗)∈⟦1,𝑛⟧² dans 𝑀𝑛(𝐾) telle que : ∀𝑖, 𝑎𝑖𝑖 = 𝑎 𝑒𝑡 ∀𝑖 ≠ 𝑗, 𝑎𝑖𝑗 = 𝑏.  

Calculer 𝑑𝑒𝑡(𝐴) (sous forme factorisée). Pour quelles valeurs de (𝑎, 𝑏), 𝐴est-elle inversible ?    

Ex 8 On pose ∆1= |1| et ∀𝑛 ≥ 2, ∆𝑛= |

0 ⋯
⋮ ⋰

 
0 1
⋰ 1

0 1
1 1

 ⋮
⋯ 1

|déterminant d’ordre 𝑛 . Calculer ∆𝑛.  

Ex 9   Pour tous 𝑛 ∈ ℕ et 𝑝 ∈ ℕ\{0; 1}, on pose ∆𝑛,1= 1 et ∆𝑛,𝑝=

|

|

1 (
𝑛
1
)

1 (
𝑛 + 1
1
)
             

⋯ (
𝑛

𝑝 − 1)

⋯ (
𝑛 + 1
𝑝 − 1

)

   
⋮ ⋮

1 (
𝑛 + 𝑝 − 1

1
)  
⋮ ⋮

⋯ (
𝑛 + 𝑝 − 1
𝑝 − 1

)

|

|

déterminant d’ordre 𝑝. 

Montrer que : pour tous 𝑝 ∈ ℕ\{0; 1} et 𝑛 ∈ ℕ, ∆𝑛,𝑝=∆𝑛+1,𝑝=∆𝑛,𝑝−1.En déduire la valeur de ∆𝑛,𝑝. 

Ex 10 Soit 𝑎1, 𝑎2, … . , 𝑎𝑛 des réels. Calculer ∆𝑛(𝑎1, 𝑎2, … . , 𝑎𝑛 , 𝑥) = |
|

𝑥
0
⋮
0
𝑎𝑛

  

0
𝑥
⋱

𝑎𝑛−1

⋯
⋱
⋱

⋯

  
𝑥
𝑎1

  

𝑎𝑛
𝑎𝑛−1
⋮
𝑎1
𝑥

|
|. 

Ex 11 Soit 𝐽 la matrice de 𝑀𝑛(𝐾) dont tous les coefficients valent 1 .  
1. Soit 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(𝐾) . Pour tout scalaire 𝑥 , on note 𝑃(𝑥) =  det(𝐴 + 𝑥𝐽)  . Démontrer qu’il existe un scalaire 𝜔 tel que : pour 

tout scalaire 𝑥 ,   𝑃(𝑥) = 𝑑𝑒𝑡(𝐴) + 𝜔 𝑥  . 𝝎 dépend-il de 𝒙 ? Que peut-on alors dire de 𝑷 ?  

2. Application :  Soient (𝑎, 𝑏, 𝑐1, … , 𝑐𝑛) ∈ 𝐾
𝑛+2 tq 𝑎 ≠ 𝑏 et 𝑀 =

(

 
 

𝑐1
𝑎
⋮

𝑎

  

𝑏
𝑐2
⋱

⋯

  

⋯
⋱
⋱   
⋱
𝑎

  

𝑏

⋮
𝑏
𝑐𝑛)

 
 
∈ 𝑀𝑛(𝐾). Déterminer 𝑑𝑒𝑡(𝑀).   

Ex 12 Soit 𝑎 et 𝑏 réels et 𝑛 ∈ ℕ\{0}. Calculer ∆𝑛(𝑎, 𝑏) = |

|

𝑎
0
⋮
0
𝑏

  

0
⋱

⋰
0

   

⋯

𝑎 𝑏
𝑏 𝑎

⋯

  

0
⋰

⋱
0

  

𝑏
0
⋮
0
𝑎

|

|
 d’ordre 2𝑛. (𝑵𝑩: ∆1(𝑎, 𝑏) = |

𝑎 𝑏
𝑏 𝑎

| = 𝑎2 − 𝑏²) 


