CORRIGE TD Déterminants

1 3 3
Ex0 1. Soit A = <—2 11 —2). Pour quelles valeurs du réel 4, le systeme AX = AX est-il un unique solution ?
8 -7 6
AX = AX est de Cramer & le systéme (A — A[)X = 0 admet une unique solution&< A — Al est inversible det(A — Al) # 0.
1-2 3 3 7—-2 3 3 1 3 3
or, det(A —Al) = 11— =2 = 7-2 11-2 =2 |=@7-0[|1 11-2 =2
8 -7 6 — Al C1eC1+C+C3 17 — A -7 6—A 1 -7 6—A
33 8—% -5 8- -5
= 7= 8—A =5 |=(7—-A —10 3—21 = 7-2 —2-_1 —2-2
LaeLla—Ly 0 —-10 3-A Ly<La+Ly
Lye<Lz—Ly
8—A -5 13—-A2 -5
=(7—x)(—z—x)| ) 1| = (7—)\)(—2—)\)| 1|=(7—x)(—2—x)(13—7\).
C1Ci+C,
Ainsi, AX = AX a un unique solution < A ¢ {7;—2;13}.
1 1 1 2a a—b—c 2a
2. Pourquelsréelsa,betc, M =({a+b b+c c+a|est-elleinversible?idemavecM =|{b—a—c 2b 2b
ab bc ca 2c 2c c—a—>b
1 1 1 1 0 0 1 0 0
detiM)=|a+b b+c c+a = a+b c—a c—b [=(C—-a)lc—Db)|la+b 1 1 = (c—a)(c—-
ab bc ca |CG<C—¢;| ab b(c—a) a(c—D>b) ab b alceC-c,
C3-C3—C;
1 0 0
b)la+b 1 0 |=(c—a)(c—b)(a—Db).
ab b a-b
2a a—b—-c 2a a+b+c a+b+c a+b+c 1 1 1
dettM) =|b—a—c 2b 2b = b—a-c 2b 2b =(a+b+c)lb—a—-c 2b 2b
2c 2c c—a—blLicli+L+L; 2c 2c c—a-—b>b 2c 2c c—a-—b»b
1t 0 0
= (a+b+c)lb—a—-c a+tb+c a+b+c —(a+b+C)|a+b+C a+b+c|:_(a+b+c)3.
o —a—b—
CaCy—Cy 2c 0 —a—b—-c
C3-C3—Cy
Ex 1 : Résoudre le systéme suivant d’inconnue (X,Y) € M(R)? :XY:(; 1) etYX = (_52 _31)
_(3 1 _ (5 3
= 1)eltYX_(_2 5_1)3 3 1
@XY:(é %)etYXZ(_SZ _31) etdet(XY)zdet(Z 1)
S XY = (g %) etYX = (_52 _31) etdet(X)det (Y) =1
<:>XY=(2 1)etYX=(_2 3_1)1etdet(X)qt:etc;et(Y);tO
< X etY inversibles etXY=(2 31) :t YX=(_32 1_1) - ;
. . _ v-1 -1 —
< X etYinversiblesetY =X (g %)etxg (12 1)X—5(_2 3_1)
; ; _ y-1 _
@XethnveTSLblesetY—Xb (2 1)et(2 1)X—X(_2 _1)3 ) L \ s ;
4y _ (Q . ) w1 a _(a
@E(a,b,c,d)ElR/X—(c d)etXetYmverSLblesetY—X (2 1)et(z 1)(c d)_(c d)(—z _1)
3a+c=5a—-2b
4 _(a b _ ; . _v-1(3 1 3b+d=3a—->b
@E(a,b,c,d)ElR/X—(c d)etad cb # 0 etY inversiblesetY =X (2 1)et da+c=5c—2d
2b+d=3c—d
—2a+2b+c=0
4 _f(a b _ . . . _ v-1 3 1 3a—4b—-d=0
@E(a,b,c,d)ElR/X—(c d)et ad — cb # 0 et Y inversible; etY = X (2 1)et 24 —4c+2d =0
2b—3c+2d=0
c=2a—2b

< 3(a,b,c,d) € R*/X = (? Z) etad —cb # 0 etY inversibleet Y = X! (; 1) et49, 4(2ai12=b§’ﬁ__2él; —4b) =0

2b—3(2a — 2b) + 2(3a —4b) = 0

c=2a-2b
< 3(a,b,c,d) € R*/X = (‘z Z)etad—cbthetYmverSLble etY =X~ (; 1) et d=03ia4b
0=0
4 . . -1 3 1
< 3(a,b,c,d) ER*/X = (Za b 3a— 4—b) eta(3a —4b) — (2a — 2b)b # 0 et Y inversibleet Y = X (2 1)
4 2 2 _ . . _ 1 3a—4b —b 31
< 3(a,b,c,d) ER*/X = (Za 2b 3q— 4-b> et 3a”+2b* —6ab # 0 et Y inversibleet Y = ——-—0 (Zb 24 ) (2 1)

< 3(a,b,c,d) e RY/X = (Za f 2b 3a f 4-b> et 3a® + 2b% — 6ab # 0 et Y inversibleet Y =
a b

& 3(a,b,c,d) € R*/3a% + 2b2 — 6ab £ 0 et X = (Za—Zb 30 4b

1 (9a —14b 3a-— Sb)

3a2+2b%-6ab \ 6b — 4a 2b—a

)etY— 1 (9a—14b 3a—5b)
" 3a2+2b2-6ab\ 6b —4a 2b—a

De plus, 3a2 + 2b% — 6ab = 3(a? — 2ab) + 2b% = 3(a — b)? — b? = (\3a —v/3b — b)(v/3a — V3b + b).

Donc, , 3a% + 2b% —6ab # 0 < (V3a—V3b —b) # 0 et (V3a—V3b + b) # 0.



2a—2b 3a—4b/’ 3a®+2b?-6ab\ 6b —4a 2b—a
oy +eomx = (3 5)
4 —4

XY = (i _12)

1. Je suppose que (S) admette une solution notée (X, Yy).
a. Montrer que X, et Y, sont inversibles .
b. Montrer que : tr(Xy) =0outr(¥y) =0.

c. Supposons ici que: tr(Yy) = 0. Montrer qu’il existe un réel A non nul tel que : Y, = 1 (i _84_) et Xy = L(2 L )

Ainsi sol = {(( a ¢ ) ;(961 =145 B = 5b)) /a, b réels et3a® + 2b? — 6ab * 0}

Ex 2 Soit (S) le systéme suivant d’inconnue (X,Y) € M,(R)?.

2. Endéduire les solutions de (S) .

5 2 1
Ex 3 Sachant que 13 divise 546, 273 et 169, montrer, sans calculer D, que D = [4 7 6| est un multiple de 13.
6 3 9
Il existe trois entiers naturels a, b et c tels que 546 = 13a, 273 = 13b et 169 = 13,
5 2 1 5 2 1 5 2 1
D=4 7 6 = 4 7 6 |=13|4 7 6= 13d.Donc D est multiple de 13.
6 3 9liseLs+10i,4100L, 1546 273 169 a b ¢
deL.
1 1 1 1 cos (a) cos (2a)
Ex 4 Calculer les déterminants suivants:dy = [a+b b+c¢ c+al,d, =|cos(a) cos(2a) cos(3a)f,
ab bc ca cos (2a) cos (3a) cos (4a)
Lab ab a*> b* ab 2 a-b-c 2a 1 3 3
=165 bLldi=lab o bz,d5=‘b—a—c 2b 2b ,det(A—/U)ouA=<—2 11 —2)
ad = .
1¢d cd b* ab a 2c 2c c—a-—»>b 8 -7 6
2a a—b—c 2a a+b+c a+b+c a+b+c 1 1 1
ds=|b—a-c 2b 2b = b—a-c 2b 2b =(a+b+c)lb—a—c 2b 2b ‘
2c " 2c Oc—a—b L6HL1:L2+L3 2c 2c c—a—»b 2c 2c c—a—b»b
= (@a+b+c)lb—a-c b+a+c a+b+c =(a+b+0)|b+g+c _E)b++aa++cc) =—(a+b+c)
CreC=Cy 2¢ 0 —c—a—-b»b
C3C3—C,
1 1 1 1 0 0 1 0 o0 1 0 0
d, =la+b b+c c+al=|la+b c—-a c—b ‘:(c—a)(c—b)a+b 1 1|=(-a)(c=b)|la+b 1 0
ab bc ca ab b(c—a) a(c—Db) ab b a ab b a-b
=(c—a)(c—b)(a—Db).
1 cos(a) cos(2a) 1 cos(a) cos(2a) 1 cos(a) cos(2a)
cos(a) cos(2a) cos(3a)|=|cos(a) cos(2a) cos(3a)|=|0 cos(2a) — cos*(a) cos(3a) — cos(a) cos(2a)
cos(2a) cos(3a) cos(4a) cos(2a) cos(3a) cos(4a) 0 cos(3a) — cos(2a) cos(a) cos(4a) — cos?(2a)
_ —sin*(a) —sin(a) sin (2a)| _ ) sin(a)  sin(a) | _ . , o 1 1] _
B |— sin(2a) sin (a) —sin?(2a) = sin (@)sin (2a) sin(2a) sin(2a)l — sin” (a)sin” (2a) |1 1| =&
Ex 5 Soit (a,b,c,d) € R*et P(X) = a + BX + yX? + X*.
1a a® a* 1 a a® P(@)
1 b b? b*| _ |1 b b? P(b)

1. Montrerque D = 1¢cc2 4|l |1c 2 PO|

1d gz gl [1dgpa)
2.  Enchoisissant judicieusement P de sorte que la derniere colonne soit « presque nulle », calculer D.

1a a* a* 1 a a? P(®)

1 [t b v bt _ 1 b b* P(b)

S N o 1¢ ¢ P

1 d d2 d4‘ CyCy—(aCy1+BCy+YC3) 1 d dz P(d)

2. Posons P(X) = (X —a)(X — b)(X — ¢)(X — k) et choisissons k de sorte que le coefficient de X3 soit nul dans la forme développée

deP.
coeff(x3) i ]
eoof FED) — —(la somme des racines de P) = —(a + b + ¢ + k). Donc prenons k = —(a + b + c)et finalement,

PX)y=X-a)X—-b)X—c)X+(a+b+0)).

1 a q? P(@) 1laa? 0

1 b b2 P(b) 1bb%2 0
1¢e2pe|=|ice o |=P@ :
1d d? P(d) 1d d? P(d)+ vindeimoide
D=(d-a)d-b)d—c)a+b+c+d)(c—a)a—Db)Db-c).

1 a a?

Alors, D = 1 b b?

Ex 6 Soit n un entier impair et A une matrice carrée d’ordre n, antisymétrique . Montrer que det (4)=0.
detA = det(AT) = det(—A) = (—1)" det(4) = —det(A). Donc det(4) = 0.

Ex 7 Soit n € N\{0,1} a et b des scalaireset A = (aif)(i Delinl? dans M, (K) telle que : Vi,a;; = a et Vi # j,a;; = b.

Calculer det(A) (sous forme factorisée). Pour quelles valeurs de (a, b), Aest-elle inversible ?



ab b ab by Jat(—-1bp b| 1bb b
ba b ba b| f[a+(m—Dba b labp b
A= b i |.Doncdet(A) =|: b+ = : b H=la+m-Db]|: b a-- =
b : b b : b a+(n—-1)b : b 1:b b
b b a b p al la+m-Dbp b a 1bb a
1t b b b _
0a—b 0 0 a=b ©
(n=1Db]|: 0 a—b-- Pl =la+ (m—1b](+1) =[a+ (n—1)b](a — b)* 1.
0 : : 0 :
0 —
0 0 0 a—b (O a—b
déterminants d’ordre n—1
Ainsi, A est inversible sietssia + (n —1)b # 0eta # b
0 -0 1
Ex8A,= |1|etVn = 1,A,,= 0 1 ' 1 déterminant d’ordre n . Calculer A,, .
1 1-- 1
0 -0 1
: _ _ n n(n+1)
b=y 5 = DM = (<)M, Done, A= [T (-1)FI8y= (— 1Ttk = (=1) =
1 1.+ 1
n n
() (p-1)
(n aF 1) (n + 1)
Ex 9 Soit n et p deux entiers naturels. Et A, ,= 1 p—1 déterminant d’ordre p .
 mtp-1 n+l.’—1)
L ( 1 ) ( p—1

1) Effectuant des opérations sur les colonnes , montrer que : pour tous p € {0,1}et n € N, A, ,=0n 1 p=0y 41
2) En déduire la valeur de A, .

GG (") oG -0
1) 8= (”S0 ) ("i)E lomd) |TE SONCH R s
(n+zg—1) (n+;1)—1) (n;Ezl> (n+é}_1) (nﬂ:lj_l) (n;ézl).;-(;lf;
I I R )
e ey )
T e ()
I B A W T T W () B () B U
G I I e I 11 R G IR o I | B
e e e el ey e e g 6
1 " br2) (i)
1 (n—i—Z). (Zié) (Zﬁ)zmm,p.
1 (1) (25 (25)

)




0 ) 0 ()

Lpny1¢Lni1—Ln

n+1 n+1 n+1 + triangle de Pascal | (m + 1 n+1 n+1
App= ( 0 ) ( 1 ) (p_1) = ( 0 ) ( 1 ) (p_1)
(n+;}—1) (n+z}—1) (n+10—1> (; (n"‘.P—z) (”+p—2)
0 1 p—1 0 p—2
n n n n n
(0) (1) (p-1) 1 () (p-1)
LyeLy—Ly_q n+1 n+1 <n+1) 0 n n
+ triangle de Pascal ( 0 ) ( 1 ) p—1/c) (0) (p - 2)
n+p—3 (n+p—3) n+p-3 (n+p—3)
0 ( 0 ) B p—3 0 ( 0 ) p—3
0 (n+p—2) n+p—2 0 (n+p—2) (n+p—2)
0 p—2 0 A p—2
Et £ = ~p-1
par conséquent, A, 1= Ap . )
0
2) AOTSs Ay p= By _1p= A= .= Bop=Bop 1= = Ago= | ()| = 1
I an |
0 x an-1
Ex 10 Soit a4, ay, ..., a, des réels. Calculer A, (ay, ay, ....,ap,x) = | ¢ g
0 X Qq
an an_l... a1 X
Ix 0 an I 0 0 0 an |
0 x ™ n-1 x 0™ An-1
An(ag, az, ..., apy,x) = | ¢ R i | =xAp_q(ag, ag, s, Gpog, x) + (D) ay |2 :
0 X a4 0 0 @
an Ap_q1**" aq X 0 0 x aq
detd’ordren
x O]
=xA,_1(ay,ap, .., p_q,x) + (=D a, (-1 1+ q,
(0) x

detd’ordren—1

=x0p_1(ay, Ay, en., Qp_q,x) — a2x™1
\Gp_p,X) — a?_,x™"2 et par suite,

2
LA, X) = x°Ay_5(aq,ay, ...

Alors, Ay _1(ay, @z, v, An_1,X) = xAy_5(ay, ay,

Ap(aq,ay, ..

De méme, A,_,(ay, ay, ... o Qy_3,X) — @2_,x™"* et par suite,
— 2 _

o an,x) = x30,_3(aq,az, ., Gp_z,x) — a2_,x™ 1

S Ap_z,X) = x0,_3(aq,ay, ...
2
Ay (aq, ay, .. —aq_1X

Conjecture : A, (a4, ay, ..., Gp, x) = x" 1A (ay,x) — a2x™ 1 —a2x™ 1 — . — g2 _,x"1

— 4n—17,.2 2 2,n-1 2,n-1 2 n—-1 2 1
=x""(x*—a?) —asx" —asx" " — - —an_,x" " —a;

— (@ —aj - —az,—ap, —ap) X"

ne
41X

An(ay,ay, ..., ay, x) = x™H1

Init: A (a;, x) = x2 — a; 2

Propag : Soit n € N*. Supposons que A, (ay, ay, ... n+l

— 2 2 2 2
o n,X) = X —(@ " —a;——agy;—ap,

— 2 _
Api1(aq, Qg oy Qpgq, X) = x8,,(Aq, gy ooe, A, X) — @21 X1
_ n+1 2 2 2 2 2 ,n-2 2 Ln-1
=x[x —("—a; = —apy—ap1 —ap) X" —apyqX
— N+2 2 2 2 2 2 2 n-1
=x"t— (" —a; - —apy —Apog —Ap—Apy) X OK!!

Ex 11 Soit J la matrice de M,,(K) dont tous les coefficients valent 1.

n-1

2 — -
©Qp_g,X) —ai_jx"1 — g2yt

—a2x™t

2 n-1 2,n-1
—ap_1X — anXx

—a2x"t

—a2) x™ 1. Alors,

=1XDpps

1. Soit A € M, (K) . Pour tout scalaire x , on note P(x) = det(A + xJ) . Démontrer qu’il existe un scalaire w tel que : pour tout

scalaire x, P(x) = det(4) + w x . w dépend-il de x ? Que peut-on alors dire de P ?

¢, b b
a c; ™
2. Application : Soient (a,b,cy, ...,c,) E K" 2etM =] i - € M, (K).
b
@ oo a Cn
a) Déduirede 1. lavaleurde det(M)desquea # b.
b) Calculer det(M) danslecasola =betc, ==c¢c, =c.
a;;1+x a;p+x agpt+x ayr a;; +x ag, +x
ay1+Xx azy+x ax, +x az1 Az +X Ay +X
P(x) = det(A+x) =] oL =] S
App+X App+ X app + X An1 Apz + X app+x
a1 Qa3 +x  ap + X ai1 x Qp X jx Q12
Az1 Q2013 +X  dzp +X Az1 x Gpt X[ [x Q22
= SR R R I O R )
A1 An2Q13 +X  Qpp +X Any X App +X X Qnz

x Q2 +x a1 t+x
x Gy +Xx ay, +x

X Qpy + X aup+x
A1in
Qon

ann



11 Q12013 A1+ X a1 Q12 x Qp +X 1911 1 Gan |1 @12 Qun
Q21 G2Q13 Azp tX| Q21 Q22 x Gp + X az1 1 Gon 1 G2z Qzn
— : H : : + H H H H +x : . : +x : :
An1 Ap2Q13  App +X An1 Anz X Qpp + X n1 1 Gnp 1 anz app
a11 A12Q43  A1p| 1811 G12 1] 1911 1 Gin 11 Q@12 Qinj
A1 Q220413 Qop a1 Az 1 az1 1 Qz2n 1 Q22 Qzn
=|: B H I v ol : il x| x| :
an1 Ap2@13  Apn An1 An2 1 an1 1 apy 1an; app
1911 Q12 1] 1911 1 4n| |1 %12 Gin)
a1 QA 1 az1 1 Qzn 1 Q22 QAzn
= det(4) + xw ou w = : P S I I ER est indépendant de x.
An1 An2 1 an1 1 apn 1 an2 Gnn
¢ b

(a [
APPLICATION : M = | i -

)
o)

a ...
a)

En particulier,

pourx = —a, det(M)—aw =det(M —aj) =

pourx = —b, det(M) — bw = det(M — bJ) =

Donc d’aprés 1., il existe un réel w tel que Vx € K, det(M + xJ) = det(M) + xw.

cg—a b—a b—a|
0 ¢—a ™
: oo P =110 (e —a) (L1). Et,
: . b—a
0 0 cp—a
cg—b 0 0
a—b Cz_b
: =[Tr1(c — b) (L2).
a—b a-b o c,—b

Alors (bL1) — (alL2) donne : bdet(M) — adet(M) = b[Ip-1(cx —a) —all}_1(cx —b) .
Comme a # b, je peux conclure que : det(M) = ﬁ [bITp=1(cx —a) — allr=1(cx — b)]

ca- a
a c
b) M=]: ™ =a/+ (c—a)l.
: woa
a - a C
+(n-1 car le déterminant
ca a ¢ n aa - Q | est linéaire par rapport 1a
a c C1<C1+Co+.+Cy |C + (n — 1)a c ala prmeirée colonne c
det(M) = i = : a : = (c+(m—-Da)|: @
: . a : a :
a - a ¢ c+(n—1)a 4 a ¢ 1a
Lye<L—Lq dével
LoeLa—L en développant
3 53 ' 1* a a par rapprot ala c—a 0 0
LpeLn=Ly 0c—a O 0 | premiere colonne 0 0
dettM) 2 (c+(n—-Da)|l0 0 -~ : = c+(n-Da)| 5 “7%. &
: 0 : :
: 0 o0 c—a
0 c—a
0 0 déterminant d'ordre n—1
car le détermiant
d'une matride triangulaire
est le produit des coef ficients
de la diagonale.
det(M) = (c+ (n—-1a)(c—a)* 1.

Ainsi, M est inversible sietssi ¢ € {—(n — 1)a, a}.

a0
0 -

Ex 12 Soit n € N\{0,1}. Calculer A, (a, b) = |
0 .
b o
at 0 0 b a 0
0 g pc0 [0a

A,(a,b) = : b a Hl=a

0 -~ 0 b 0
pVT 0 0a 00

a 0
0 a*

detd’ordre 2n-1

b
0
: |déterminant d’ordre 2n.
0
a
0 0 O b(_l)Z"ﬂ—1+1
a 0 b 0
+(=1)**1p i :
T=a  |ob 0 0
b 0 a 0

detd’ordre 2n—1



a 0 b a 0 b
2 0 a 0 2 0 a 0 _ 2 2 . . s . 2 2 o
=a -b = (a* — b*)A,_1(a,b). La suite (A,(a, b)) est donc géométrique de raison (a* — b*). Ainsi,
b 0 a b 0 a
detd’ordre 2n—-2 detd’ordre 2n-2
Vi, Bn(a,b) = (a2 = B4y (a,b) = (@ = " |7 D] = (a2 = b2y,

Ex 13
1. Démontrer que AS,(R) @ S, (R) = M, (R).
2. VM € M,(R),f(M) = MT. Calculer det (f).
Pour toute matrice M € M,,(R),M = %(M +MT) + % (M — MT) est I'unique écriture de M comme somme d’une matrice de
€5, (R) €AS,(R)
Sn(R) et d’'une matrice de AS, (R). Donc, AS,(R) @ S, (R) = M, (R). Alors la concaténation d’une base B, de AS,(R) et d' une base
B, de S, (R)donne une base B de M,,(R).

_ (m-1)n

Alors matgf = diag| —1,-1,..,—1,1,1,...,1 |.Donc det(f) = (—1)4m“x®) or dim(4S,(R)) = Xrzik
dim(45,(R))  dimSp(R)

. Ainsi,

(n-1)n

det(f) = (-1)
Ex 14 Soit E = R,[X] et f définie sur E par f(P) = %( ( ) +P (XH)) .

Montrer que f est un automorphisme de E.

Déterminer tous les réels A tels qu’il existe un polynéme P de E non nul vérifiant f(P) =

Pour tout k € [0,n], Qr € R[X] tel que: Qx # 0 et f(Qx) = 2—1,<Qk. Montrer que (Qk)kefonjest une base de R, [X].
Donner la matrice de f dans cette nouvelle base et calculer det(f).

L fap + Q) =2 (ap (£) + 50 (£) + P () po (222)) = 5<ap( +ap () +2(e(5)+ 0 () = af®) + 51 (@
1(x\k | rx+1\K 1
De plus, f(X¥) = E((E) + (T) ) zk+1 Xr+ X+ = o L (2X* + T (X)) = —k(Xk += Tk(X)) avec degTy < k.. Donc

deg (f(X*)) = k. Ainsi, Vk € [0,n], f(X*) € R, [X].
Par conséquent, VP = Y 2_ a, X*, f(P) = X*_, ar f(X*¥)donc degf (P) < maxke[[orn]]f(Xk) <n. Donc,,VP € R, [X], f(P) € R,[X]. )" en
conclus que f est un endomorphisme de E.
De plus, f envoie la base canonique de R, [X] sur la famille (£ (X*))k=o.n -Cette famille (f(X*))x=o.n est une famille de polyndmes de
R,,[X], échelonnée en degré sans polynéme nul, donc est libre. De plus, card(f (X*))k=o.n = n + 1 = dimR,[X]. V'en déduis que
(f (X*))k=o.n est une base de R,[X]. Comme f envoie une base sur une autre base, je peux conclure que f est un automorphisme de R,,[X].
3. ZAestun réel vérifiant qu’il existe un polynéme P de E non nul tel que f(P) =

< Ker(f — Aidg) # {0}.

< f — didg n'est pas injective

& f — Adidg n’est pas bijective

Sdet(f —Aidg) =0

(:)det[matBE(f — AL’dE)] =0
Or, matg (f — Aidg) = matg (f) — Amatg (idg) est triangulaire supérieure et sa diagonale est constituée des réels zik — Atq k € [0,n].

Donc, det[math(f - lidE)] =[Ir=0 (2—1,( - /1). Ainsi, det(f —didg) =0 & A € {Zl—k/ k € [0,n]}.
4.D’apreés ce qui précéde, pour tout k € [0,n], Ker (f — %idE) # {0}donc il existe Q; € R[X]telque: Q. # 0et f(Qx) = 2—1ka.

Montrer que B = (Qk)ke[[o njestune base de R, [X]. Pour cela, montrons d’abord que deg(Qk) =k.
1
Posons Q, = X7_ ;X tq p = deg(Qk) et a, # 0.Alors, f(Q) =X0_oa;f (X)) =%F_a;= 5 (Xf += (X)) .0r, f(Qi) = 5 Q-

Donc, Z?zo ajg(XJ + ET]-(X)) zk = OanJ Alors, par identification des coefficients dominants, apz—p = apzik i.e.a, (ziv — zk) =0

= P PPE

101
Donc comme a, * 0, » k= 0 et par suite p = k.

Ainsi, la famille (Qx)kefongest échelonnée en degré donc libre. De plus, cette famille contient n + 1 polyndmes de R, [X]. Commen + 1 =
dim(R,[X]), je peux conclure que (Qk)efo,njest une base de R, [X].

, 11 1 1 1 1
4. matgf = diag (1,5,2—2,2—3,- ) Donc det(f) = [Ti=o oK T SRk BT -
2

1 3 3
Ex 15 Soit f I'endomorphisme de R3 canoniquement associé 3 A = (—2 11 —2).
8 -7 6
1. Déterminer tous les couples (1,U) € R X R3 tels U # (0,0,0) et f(U) = AU.
2. Endéduire que A est semblable a D = diag(—2,7,13)



