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Famille libre, famille liée Soit F  = (𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗  ) une famille de 
vecteurs de 𝐸 . 
1. F   est libre lorsque :la seule manière d’écrire  𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ comme  
combinaison linéaire des vecteurs 𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗   est l’écriture (ou la 
combinaison linéaire) dite triviale 𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0𝑢1⃗⃗⃗⃗ + 0𝑢2⃗⃗⃗⃗ +. . +0𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗   ; 
autrement dit , lorsque : l’équation ∑ 𝛼𝑖𝑢𝑖⃗⃗  ⃗

𝑛
𝑖=1 = 𝑂⃗  d’inconnue 

(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∈ 𝐾
𝑛 admet (𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = (0,0, … ,0) comme 

unique solution . On dit aussi que les vecteurs 𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗   sont 
linéairement indépendants. 
2. F   est liée lorsque :  F   𝑛′est pas libre i.e. lorsqu’il existe  
une écriture non triviale de 𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ comme combinaison linéaire des 
vecteurs 𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗   i.e. lorsqu’il existe (𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≠
(0,0,… ,0) tq ∑ 𝛼𝑖𝑢𝑖⃗⃗  ⃗

𝑛
𝑖=1 = 𝑂⃗  . On dit que les vecteurs 𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗   

sont linéairement dépendants.                                                                 35 
 

Caractérisation (ou déf. équivalente) :    démo     
1. La famille (𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗  ) est liée sietssi l’un de ces vecteurs 

est une combinaison linéaire des autres vecteurs. 
2. La famille (𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗  ) est libre sietssi aucun de ses 𝑛 

vecteurs n’est une combinaison linéaire des autres.              36 
Conséquences :  
1. Une famille contenant le vecteur nul est toujours liée. 
2. Une famille dont deux vecteurs sont égaux est liée. 
3. F  = (𝑢⃗ ) est libre sietssi 𝑢⃗ ≠ 𝑂⃗ . Par conséquent, tout 𝐾 −e-v 

contenant un vecteur non nul contient au moins une famille libre.  
4. 𝑢⃗  𝑒𝑡 𝑣  sont (non) colinéaires sietssi la famille (𝑢⃗ , 𝑣 ) est liée (libre).  
5. 𝑢⃗  , 𝑣  𝑒𝑡 𝑤 ⃗⃗⃗⃗ sont (non) coplanaires sietssi (𝑢⃗ , 𝑣,⃗⃗⃗  𝑤 ⃗⃗⃗⃗ ) est liée (libre).  
6. Une matrice 𝐴 carrée d’ordre 𝑛 est (non) inversible sietssi la famille 

formée par ses 𝑛 colonnes (resp.  lignes) est libre (liée).  
Savoir-faire : 1.∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = cos(2𝑥) , 𝑔(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛2(𝑥) 𝑒𝑡 ℎ(𝑥) = 1. Justifier que la 
famille (𝑓, 𝑔, ℎ) est une famille liée de vecteurs du ℝ-e-v ……. 
3. Soit 𝐸 un 𝐾 −e-v et L = (𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ ) une famille libre de vecteurs de 𝐸 et 

{
 
 

 
 𝑢⃗ = 𝑖 − 2𝑗 − 3𝑘⃗

 

𝑣 = −𝑖 − 𝑗 + 3𝑘⃗ 

𝑤⃗⃗ = −2𝑖 + 𝑘⃗ 

𝑡 = 𝑖 + 2𝑗 − 𝑘⃗ 

 . Etudions la liberté de  F  = (𝑢⃗ , 𝑣 , 𝑤⃗⃗ , 𝑡 )..                                                          37 

Application : Si la famille (𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗  ) est libre alors toute    
combinaison linéaire de 𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗   s’écrit de manière unique 
comme combinaison linéaire de 𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗   ie on peut identifier :  
𝛼1𝑢1⃗⃗⃗⃗ + 𝛼2𝑢2⃗⃗⃗⃗ +. . +𝛼𝑛𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗  = 𝛽1𝑢1⃗⃗⃗⃗ + 𝛽2𝑢2⃗⃗⃗⃗ +. . +𝛽𝑛𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗  ⟹⏟

𝑐𝑎𝑟 
(𝑢1⃗⃗⃗⃗  ⃗,,..,𝑢𝑛⃗⃗⃗⃗  ⃗) 
𝑙𝑖𝑏𝑟𝑒.

𝛼1 = 𝛽1, 𝛼2 = 𝛽2, .. , 𝛼𝑛 = 𝛽𝑛 . 

 

Opération sur les familles libres  
1) Soit F  une famille libre de vecteurs de𝐸.  
(Op1) (Op2) et (Op3)  conservent la liberté de F  . 

2) Toute famille extraite d’une famille libre est libre (Toute 
famille contenant une famille liée est liée). 

3) Si j’ajoute à une famille libre un vecteur qui n’est pas 
combinaison linéaire des vecteurs déjà présents dans la 
famille alors la famille obtenue est encore libre. démo          39 

NB : Je ne peux pas ajouter n’importe quel vecteur si je veux garder la liberté !!!!   
Conséquence : Soit (𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗  ) une famille libre de vecteurs 
de 𝐸 et 𝑢⃗ 𝑛+1 un vecteur de 𝐸 . Alors  
 (𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗  ,𝑢⃗ 𝑛+1) est libre sietssi   𝑢⃗ 𝑛+1 n’est pas combinaison 
linéaire de 𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗  .                                         démo                                   40 
 

Familles libres de référence           démo 
1) Toute famille de polynômes non nuls et tous de degrés 

différents (famille dite échelonnée en degré) est libre. 
2) Toute famille d’éléments de 𝐾𝑛  ou de 𝑀𝑛,1(𝐾) « échelonnée » 

et sans vecteur nul est libre.                                                                41 
Savoir faire 
1. Soit 𝑁 ∈ 𝑀𝑛(𝐾) tel que 𝑁 nilpotente d’indice 𝑝 . Montrer que 

(𝐼, 𝑁, 𝑁2, . . , 𝑁𝑝−1)est libre. 
2. Soit ∀𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧, 𝑃𝑘(𝑋) = 𝑋𝑘(𝑋 + 1)𝑛−𝑘. Montrer que (𝑃0, 𝑃1, . . , 𝑃𝑛) est une 

famille libre de vecteurs de ℝ𝑛[𝑋]. 
3. Soit 𝑎0, . . , 𝑎𝑛 des complexes distincts et∀𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧, 𝐿𝑘(𝑋) = ∏

1

𝑎𝑘−𝑎𝑗
(𝑋 −𝑛

𝑗=0
𝑗≠𝑘

𝑎𝑗)  Montrer que (𝐿0, 𝐿1, . . , 𝐿𝑛) est une famille libre de vecteurs de ℂ𝑛[𝑋]. 
4. Soit 𝑎0, . . , 𝑎𝑛 des réels distincts 𝑒𝑡 ∀𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧, 𝑓𝑘: (𝑡 ↦ 𝑒𝑎𝑘𝑡).  Montrer que 

(𝑓0, 𝑓1, . . , 𝑓𝑛) est une famille libre dans 𝐶∞(ℝ, ℝ). 
5. Soit 𝑎0, . . , 𝑎𝑛 des réels distincts 𝑒𝑡 ∀𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧, 𝑓𝑘: (𝑡 ↦ |𝑡 − 𝑎𝑘|).   Montrer que 

(𝑓0, 𝑓1, . . , 𝑓𝑛) est une famille libre dans 𝐶0(ℝ, ℝ). 
6. ∀𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧, 𝑓𝑘: (𝑡 ↦ cos 𝑘(𝑡)) 𝑒𝑡 𝑔𝑘: (𝑡 ↦ 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑡)).    Montrer que 

(𝑓0, 𝑓1, . . , 𝑓𝑛)  𝑒𝑡 (𝑔0 , 𝑔1, . . , 𝑔𝑛) sont des familles libres dans 𝐶∞(ℝ,ℝ). 
7. Soit 𝑏1, . . , 𝑏𝑝  des nombres complexes distincts 𝑒𝑡 ∀𝑘 ∈ ⟦1, 𝑝⟧, 𝑢𝑘  est la suite 

géométrique de raison 𝑏𝑘  et de premier terme 1 . Montrer que (𝑢1, . . , 𝑢𝑝) est 

une famille libre de vecteurs de ℂℕ.                                                                                    42 

Famille génératrice: Soit 𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗     des vecteurs de 𝐸.  
(𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗  )   est une famille génératrice de 𝐹 (ou engendre 𝐹) 
lorsque 𝐹 = 𝑣𝑒𝑐𝑡 (𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗  ).                                                                  43  
 

Caractérisation d’une famille génératrice d’un s-e-v : Soit 𝐹 un 
ss-e-v du 𝐾-e-v 𝐸 et  𝑢⃗ 1, 𝑢⃗ 2, … , 𝑢⃗ 𝑝  des vecteurs de 𝐸 .       démo 
La famille ( 𝑢⃗ 1, 𝑢⃗ 2, … , 𝑢⃗ 𝑝) est génératrice de  𝐹 si et ssi  
 𝑢⃗ 1, 𝑢⃗ 2, … , 𝑢⃗ 𝑝  sont dans 𝐹 et tout vecteur de 𝐹 est combinaison 
linéaire des vecteurs  𝑢⃗ 1, 𝑢⃗ 2, … , 𝑢⃗ 𝑝. 
Famille génératrice de 𝑭 + 𝑮 : Si 𝐹 = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑓 1, … , 𝑓 𝑝) et 𝐺 =
𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑔 1, … , 𝑔 𝑞) alors 𝐹 + 𝐺 = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑓 1, … , 𝑓 𝑝, 𝑔 1, … , 𝑔 𝑞)                   44 
 

Opération sur les familles génératrices   
1) Soit F  une famille génératrice de 𝐸. (Op1) (Op2) et (Op3)  

conservent le caractère générateur de F                                             45 

2) Toute famille de vecteurs de 𝐸 contenant une famille 
génératrice de 𝐸 est génératrice de 𝐸. 

3)  Si j’ôte à une famille génératrice de 𝐸 un vecteur qui est 
combinaison linéaire des autres, la famille obtenue est 
encore génératrice de 𝐸 .                                                       démo           45 

NB  Je ne peux pas ôter n’importe quel vecteur si je souhaite garder la genèse !!!!   

Conséquence : 𝒗𝑒𝑐𝑡(𝑓 1, … , 𝑓 𝑝) = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑓 1, … , 𝑓 𝑝, 𝑓 𝑝+1) sietssi 𝑓 𝑝+1 
est combinaison linéaire de 𝑓 1, … , 𝑓 𝑝.            démo                                          46 
Exemples de référence :  
• (1) est génératrice de K .  
• (𝑋𝑘)𝑘∈ℕ est génératrice de 𝐾[𝑋] 𝑒𝑡 (𝑋𝑘)𝑘∈⟦0,𝑚⟧ est génératrice de 𝐾𝑚[𝑋].  
• Pour tout scalaire 𝑎, ((𝑋 − 𝑎)𝑘)𝑘∈ℕ est génératrice de 𝐾[𝑋] et 

 ((𝑋 − 𝑎)𝑘)𝑘∈⟦0,𝑚⟧ est génératrice de 𝐾𝑚[𝑋]. 

• (𝐸𝑖𝑗)(𝑖,𝑗)∈⟦1,𝑛⟧×⟦1,𝑝⟧est génératrice de 𝑀𝑛,𝑝(𝐾).                                                             47                                                       
 

Base  Une famille de vecteurs est une base du 𝐾 − 𝑒 − 𝑣 𝐸 
lorsque cette famille est une famille de vecteurs de 𝐸, libre et 
génératrice de 𝐸 . 
NB : cette définition s’applique au ss-e-v puisqu’un ss-e-v est un e-v.                        48 
 

 Caractérisation d’une base      démo 
 (𝑢𝑖⃗⃗  ⃗)𝑖∈𝐼  est une base du 𝐾-e-v  𝐸  si et seulement si   ∀𝑖 ∈ 𝐼, 𝑢𝑖 ⃗⃗ ⃗⃗  ∈
𝐸  et tout vecteur de 𝐸 s’écrit de manière unique comme 
combinaison linéaire des vecteurs  𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗   .  
L’existence de l’écriture comme c.l.  est donnée par le caractère générateur. 

L’unicité est donnée par la liberté ;                                                                                            49 
NB : lorsque 𝐸 peut être un ℝ-e-v et un ℂ-e-v, on précisera s’il s’agit ℝ-base ou sur le 

ℂ-e-v appelée ℂ-base. 
  

Composante-Matrice d’une famille dans une base 
 Lorsque B = (𝑒1⃗⃗  ⃗, 𝑒2⃗⃗  ⃗, . . , 𝑒𝑛⃗⃗⃗⃗ ) est une base du 𝐾 − 𝑒 − 𝑣 𝐸  alors 
∀𝑥 ∈ 𝐸, ∃! (𝛼1 , 𝛼2, … . , 𝛼𝑛)⏟          

𝑑é𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑥 

 ∈ 𝐾𝑛/𝑥 = ∑ 𝛼𝑖𝑒𝑖⃗⃗⃗  
𝑛
𝑖=1   . 

𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 sont les composantes de  𝑥   dans la base B et pour 
chaque 𝑘 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, 𝛼𝑘  est sa composante selon 𝑒𝑘⃗⃗⃗⃗  . 
(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) est le 𝑛-uplet des composantes de 𝑥  dans B.  

𝑚𝑎𝑡B𝑥 = (

𝛼1
𝛼2
⋮
𝛼𝑛

). est la matrice de 𝑥  dans B .  

Soit F  = (𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑢𝑝⃗⃗ ⃗⃗ ) une famille de vecteurs de 𝐸 . 
composantes de    𝒖𝟏⃗⃗ ⃗⃗         𝒖𝟐⃗⃗ ⃗⃗                 𝒖𝒑⃗⃗ ⃗⃗    selon  

𝑚𝑎𝑡BF = (

𝑎11
𝑎21
⋮
𝑎𝑛1

  

𝑎12
𝑎22
⋮
𝑎𝑛2

 … 

𝑎1𝑝
𝑎2𝑝
⋮
𝑎𝑛𝑝

) 

𝒆𝟏⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

𝒆𝟐⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
⋮

𝒆𝒏⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  ⃗

  où ∀𝑗 ∈ ⟦1, 𝑝⟧, 𝑢𝑗⃗⃗  ⃗ = ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑒𝑖⃗⃗⃗  
𝑛
𝑖=1  

∀𝒊 ∈ ⟦𝟏, 𝒏⟧, ∀𝒋 ∈ ⟦𝟏, 𝒑⟧, 𝒂𝒊𝒋 𝒆𝒔𝒕 𝒍𝒂 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒐𝒔𝒂𝒏𝒕𝒆 𝒅𝒆 𝒖𝒋⃗⃗⃗⃗  𝒔𝒆𝒍𝒐𝒏 𝒆𝒊⃗⃗  ⃗.                                   50 

 

  démo       38 

Famille Libre-génératrice-Base.                                                         On travaille dans (𝑬, +, . ) un 𝑲 − 𝒆 − 𝒗 .  

(Op1) échanger deux vecteurs de F    
(Op2) ajouter à un vecteur de F  un autre vecteur de F  multiplié par un scalaire  
(Op3) multiplier un vecteur de F  par un scalaire non nul 



2 

 

Exemples de référence  :     démo     

• Tout  vecteur 𝑢⃗   non nul d’une droite vectorielle constitue une 
base de cette droite.  

• Deux vecteurs d’un plan vectoriel 𝑃 non colinéaires forment 
une base de  𝑃.  

• Trois vecteurs de l’espace géométrique 𝐸 non coplanaires 
forment une base de l’espace géométrique 𝐸 . 

• (1) est une ℝ- base de ℝ. (1) est une ℂ- base de ℂ. 
•   (1, 𝑖) est une ℝ- base de ℂ.  
• B 𝑐 = ((1,0,… ,0), (0,1,0, . . ,0),… , (0,… ,0,1))est une base de 

𝐾𝑛  appelée base canonique.  
• Dans M𝑛𝑝(𝐾), notons 𝐸𝑖𝑗 la matrice de type (𝑛, 𝑝) dont tous 

les coefficients sont nuls sauf le coefficient ligne 𝑖 et colonne 
𝑗 qui vaut 1. La famille (𝐸𝑖𝑗)1≤𝑖≤𝑛

1≤𝑗≤𝑝
est une base deM𝑛𝑝(𝐾). 

appelée base canonique. 
• Soit 𝑛 un entier naturel. la famille (1, 𝑋, 𝑋2, … , 𝑋𝑛)est la base 

canonique de 𝐾𝑛[𝑋]. Soit 𝑎 un scalaire. La famille 
(1, 𝑋 − 𝑎, (𝑋 − 𝑎)2, … , (𝑋 − 𝑎)𝑛) est la base de taylor de 
𝐾𝑛[𝑋] en a et les composantes d' un polynôme 𝑃 de 
𝐾𝑛[𝑋] dans cette base de Taylor sont 

(
𝑃(0)(𝑎)

0!
,
𝑃(1)(𝑎)

1!
,
𝑃(2)(𝑎)

2!
, … ,

𝑃(𝑛)(𝑎)

𝑛!
)(pour 𝑎 = 0 on retrouve la 

base canonique). La famille (𝑋𝑘)𝑘∈ℕ est la base canonique 
de 𝐾[𝑋] 𝑒𝑡 ((𝑋 − 𝑎)𝑘)𝑘∈ℕ est la base Taylor en 𝑎  de 𝐾[𝑋] . 

• Posons 𝑓𝑛: (𝑥 ↦ 𝑥𝑛) . Alors la famille (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ est une base de 
l’ensemble des fonctions polynomiales réelles.                           51 

Car toute fonction polynomiale s’écrit de manière unique come 𝑐. 𝑙. des fonctions 𝑓𝑛  
tq 𝑛 ∈ ℕ. 

 
D’autres exemples déjà rencontrés. 
• L’ensemble 𝑆 des solutions de l’équa. diff.   𝑦′ + 𝑎(𝑥)𝑦 =

0 𝑜ù 𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒 𝑠𝑢𝑟 𝐼  a pour base (𝑓0) où 𝑓0: (𝑥 → 𝑒−𝐴(𝑥)) 
tq 𝐴 primitive de 𝑎 sur 𝐼 .  

car (𝑓0) est génératrice de 𝑆 et libre car constituée d’un seul vecteur non nul. 

• Soit 𝑎 , 𝑏 des réels. L’ensemble 𝑆 des solutions de l’équa. diff 
 𝑦′′ + 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 = 0 est un espace vectoriel de base (𝑓1, 𝑓2) où 
𝑓1: (𝑥 → 𝑒𝑟1𝑥)𝑒𝑡  𝑓2: (𝑥 → 𝑒𝑟2𝑥)  avec 𝑟1 𝑒𝑡 𝑟2 sol° de (𝑒. 𝑐) si ∆> 0 
𝑓1: (𝑥 → 𝑒𝑟0𝑥)𝑒𝑡  𝑓2: (𝑥 → 𝑥𝑒𝑟0𝑥)  avec 𝑟0  sol° de (𝑒. 𝑐) si ∆= 0 
𝑓1: (𝑥 → cos (𝜔𝑥)𝑒𝜌𝑥)𝑒𝑡  𝑓2: (𝑥 → sin (𝜔𝑥)𝑒𝜌𝑥)  avec 𝑟1 = 𝜌 + 𝑖𝜔 𝑒𝑡 𝑟1̅ sol° de (𝑒. 𝑐) si 
∆< 0 
car (𝑓1, 𝑓2) est génératrice de 𝑆 et libre. En effet, les deux fonctions ne sont pas 
colinéaires.  

• Soit  𝑟 cpxe non nul fixé. ((𝑟𝑛)𝑛∈ℕ) est une base de la droite 
vectorielle des suites cpxes géométriques de raison 𝑟.  

• ((1)𝑛∈ℕ, (𝑛)𝑛∈ℕ) est une K- base de l’ensemble des suites 
arithmétiques d’éléments de 𝐾.   

• Soit 𝑎 , 𝑏 des réels. L’ensemble 𝑆 des suites 𝑢 vérifiant : 
 ∀𝑛, 𝑢𝑛+2 + 𝑎𝑢𝑛+1 + 𝑏𝑢𝑛 = 0  est un plan vectoriel de base (𝑢, 𝑣) 
où 
𝑢 = (𝑟1

𝑛)𝑛∈ℕ 𝑒𝑡 𝑣 = (𝑟2
𝑛)𝑛∈ℕ  avec 𝑟1 𝑒𝑡 𝑟2 sol° de (𝑒. 𝑐) si ∆> 0 

𝑢 = (𝑟1
𝑛)𝑛∈ℕ 𝑒𝑡 𝑣 = (𝑛𝑟1

𝑛)𝑛∈ℕ avec 𝑟0  sol° de (𝑒. 𝑐) si ∆= 0 
𝑢 = (cos (𝑛𝜃)𝑟𝑛)𝑛∈ℕ 𝑒𝑡 𝑣 = (sin (𝑛𝜃)𝑟

𝑛)𝑛∈ℕ avec 𝑟1 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 (𝑟 ≠ 0 𝑒𝑡 𝜃 ≢ 0[𝜋]) 𝑒𝑡 𝑟1̅ 
sol° de (𝑒. 𝑐) si ∆< 0 
 car (𝑢, 𝑣) est génératrice de 𝑆 et vérifions que (𝑢, 𝑣) est libre. Soit (𝑎, 𝑏) ∈
ℝ2tq : 𝑎𝑢 + 𝑏𝑣 = 0.  
Alors ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑎𝑢𝑛 + 𝑏𝑣𝑛 = 0 i.e. ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑎cos (𝑛𝜃)𝑟𝑛 + 𝑏sin (𝑛𝜃)𝑟𝑛 = 0. Comme 
𝑟𝑛 ≠ 0 , 𝑜𝑛 𝑎:   ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑎cos (𝑛𝜃) + 𝑏sin (𝑛𝜃) = 0. En particulier, pour 𝑛 = 0, on 
obtient 𝑎 = 0 et par conséquent, ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑏sin (𝑛𝜃) = 0. En particulier pour 𝑛 = 1, 
𝑏sin (𝜃) = 0.Or, 𝜃 ≢ 0[𝜋], sin(𝜃) ≠ 0. Donc 𝑏 = 0. J’en déduis que 0𝑢 + 0𝑣 = 0 est la 
seule manière d'écrire la suite nulle comme 𝑐. 𝑙. de  𝑢 𝑒𝑡 𝑣. 

• Soit 𝑝 ∈ ℕ∗. L’ensemble des suites 𝑢 périodiques de période 
𝑝 fixée  admet pour base la famille (𝑢(0), 𝑢(1), . . , 𝑢(𝑝−1)) où  
∀𝑘 ∈ ⟦0, 𝑝 − 1⟧, 𝑢(𝑘) =
( 0⏟
𝑟𝑎𝑛𝑔 0

, . . ,0, 1⏟
𝑟𝑎𝑛𝑔 𝑘

, 0,…… . .0, 1⏟
𝑟𝑎𝑛𝑔 𝑘+𝑝

, 0,… . . ,0, 1⏟
𝑟𝑎𝑛𝑔 𝑘+2𝑝

, 0, … . ) 

Car Soit 𝑣 une suite 𝑝-périodique. 𝑣 = 𝜆0𝑢(0) + 𝜆1𝑢(1)+. . +𝜆𝑝−1𝑢(𝑝−1) ⇔𝑣 =

(𝜆0, 𝜆1, 𝜆2, . . , 𝜆𝑝−1, 𝜆0, 𝜆1, 𝜆2, . . , 𝜆𝑝−1, 𝜆0, 𝜆1, 𝜆2, … ) ⇔ 𝜆0 = 𝑣0, 𝜆1 = 𝑣1, . . , 𝜆𝑝−1 = 𝑣𝑝−1.  
Donc toute suite 𝑝-périodique s’écrit de manière unique comme 𝑐. 𝑙. de  
𝑢(0), 𝑢(1), . . . 𝑢(𝑝−1).                                                                                                                                   52 
 
En pratique :  
1) Pour montrer qu’une famille (𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗  ) est libre, je vais considérer des 

scalaires 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 tels que : ∑ 𝛼𝑖𝑢𝑖⃗⃗  ⃗
𝑛
𝑖=1 = 𝑂⃗   . Et par déduction, je vais 

montrer que ces scalaires sont nécessairement nuls.  
2) Pour étudier la liberté d’une famille de vecteurs ou pour trouver toutes les 

relations de dépendance linéaire entre les vecteurs de la famille, je vais 
a) Regarder s’ il existe une relation de dépendance linéaire évidente entre les 

vecteurs de cette famille. 
b) Résoudre l’équation ∑ 𝛼𝑖𝑢𝑖⃗⃗  ⃗

𝑛
𝑖=1 = 𝑂⃗   d’inconnue  (𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ∈ 𝐾𝑛. Les 

solutions de cette équation sont  
soit uniquement (𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = (0,0, … ,0) ce qui signifie que la famille 

étudiée est libre. 
soit d’autres solutions apparaissent ce qui signifie que la famille étudiée est 
liée et les solutions me donnent toutes les relations de dépendance linéaire 
entre les vecteurs de la famille, c’est-à-dire toutes les manières d’écrire 
certains vecteurs comme combinaison linéaire d’autres.  

3) Pour prouver que 𝐹 est un ss-e-v de 𝐸 et en trouver une famille génératrice. On 
a alors deux possibilités : 
a) Le « tout en un » : montrer directement que 𝐹 = 𝑣𝑒𝑐𝑡 (𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗  ) avec 

𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗   des vecteurs de 𝐸.  Alors on peut conclure que 𝐹 est un ss-e-
v de 𝐸 et (𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗  ) est une famille génératrice de 𝐹. 

b) En deux temps : montrer que 𝐹 est un ss-e-v de 𝐸 puis prouver que 
chaque vecteur de 𝐹 est une combinaison linéaire de vecteurs de 𝑭 : 
𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗    , connus et fixés. 

4) Pour trouver une base d’un 𝐾-e-v E, une méthode consiste  
1)à trouver une famille génératrice de cet espace. 
2) d’étudier toutes les relations de dépendance linéaire entre les vecteurs de cette 
famille. 
3) d’éliminer les vecteurs qui s’écrivent comme combinaison linéaire des autres. 
Ainsi, je conserve le caractère générateur de ma famille et je gagne de la liberté !!   53 
 
 

Exercice 1 :   
1. Déterminer une base de 𝐹={(𝑥, 𝑦, 𝑧)ℝ3/ 2𝑥 −  3𝑦 +  4𝑧 =  0} . 
2. 𝐹 = {𝑃 ∈ ℝ𝑛[𝑋]/(𝑋

2 − 1)𝑃′′ − 2𝑋𝑃′ = 0}. Déterminons une base de 𝐹.  
3. Déterminer une base de 𝐹 = 𝑣𝑒𝑐𝑡((𝑓𝑘)𝑘=0..6 ) où 𝑓0 = 1, 𝑓1 : (𝑥 →

𝑐𝑜𝑠𝑥), 𝑓2 : (𝑥 → 𝑠𝑖𝑛𝑥), 𝑓3 : (𝑥 → 𝑐𝑜𝑠²𝑥), 𝑓4 : (𝑥 → 𝑠𝑖𝑛²𝑥), 𝑓5: (𝑥 →
cos (2𝑥)) , 𝑓6: (𝑥 → 𝑠𝑖𝑛2𝑥). 

 

Caractérisation par les bases  de sous-e-v supplémentaires                             
Soit 𝐹 et 𝐺 deux ss-e-v de 𝐸 tels que 𝐹 admette une base B' =
(𝑓1⃗⃗  ⃗, 𝑓2⃗⃗  ⃗, . . , 𝑓𝑝⃗⃗  ⃗) 𝑒𝑡 𝐺 admette une base B'' = (𝑔1⃗⃗⃗⃗ , 𝑔2⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑔𝑞⃗⃗⃗⃗  ). 𝐴𝑙𝑜𝑟𝑠,  
𝐸 = 𝐹 ⊕ 𝐺 sietssi (𝑓1⃗⃗  ⃗, 𝑓2⃗⃗  ⃗, . . , 𝑓𝑝⃗⃗  ⃗ , 𝑔1⃗⃗⃗⃗ , 𝑔2⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑔𝑞⃗⃗⃗⃗  )⏟                

𝒄𝒐𝒏𝒄𝒂𝒕é𝒏𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 
𝑑′𝑢𝑛𝑒 𝑏𝑎𝑠𝑒 𝑑𝑒 𝐹 𝑒𝑡 
𝑑′𝑢𝑛𝑒 𝑏𝑎𝑠𝑒 𝑑𝑒 𝐺

est une base de 𝐸. 54 

Le chapitre suivant donnera aussi les propriétés et les 
caractérisations suivantes que vous pouvez déjà utiliser :  
Dimension d’une espace vectoriel 55 
Si  𝐸 admet une 𝐾 − base finie, alors toutes les 𝐾 −bases de 𝐸 
ont le même nombre d’éléments (le même cardinal) et ce nombre 
commun d’éléments est, par définition, la dimension de 𝐸 ∶  
𝑑𝑖𝑚𝐾(𝐸) = 𝑑𝑖𝑚(𝐸) = 𝑐𝑎𝑟𝑑(B) où B base quelconque de 𝐸. 

Exemples de référence  :      
• 𝑑𝑖𝑚ℝ(𝐷) = 1, 𝑑𝑖𝑚ℝ(𝑃) = 2, 𝑑𝑖𝑚ℝ(𝐸) = 3  
• 𝑑𝑖𝑚𝐾M𝑛𝑝(𝐾) = 𝑛𝑝 
• 𝑑𝑖𝑚𝐾𝐾

𝑛 = 𝑛 
• 𝑑𝑖𝑚𝐾𝐾𝑛[𝑋] = 𝑛 + 1 
• Si 𝐸 admet une  ℂ − base finie, alors 𝑑𝑖𝑚ℝ𝐸 = 2𝑑𝑖𝑚ℂ𝐸. 
Caractérisation matricielle d’une famille libre-génératrice -
base                                                                                                                          56 
Supposons que 𝐸 admette une base B   i. e.   dimE = 𝑛. 
Soit F  = (𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑢𝑝⃗⃗ ⃗⃗ ) une famille de vecteurs de 𝐸 . 
1. F   est libre sietssi 𝑝 = 𝑟𝑔 (𝑚𝑎𝑡BF ). 
2. F   est liée dès que 𝑝 > 𝑛. 
3. F   est génératrice de 𝐸 sietssi 𝑛 = 𝑟𝑔 (𝑚𝑎𝑡BF ). 
4. F   n’ est pas génératrice de 𝐸 dès que 𝑝 < 𝑛. 
5. F   est une base de 𝐸 sietssi 𝑝 = 𝑛 = 𝑟𝑔 (𝑚𝑎𝑡BF )        
                                                       sietssi 𝑚𝑎𝑡BF est inversible.  
Lorsque B  et F   sont deux bases finies de 𝐸, 𝑚𝑎𝑡FB=(𝑚𝑎𝑡BF )−1. 

Exercice 2 : Soit  𝐴 = (
−5 −3 6
0 −2 0
−3 −3 4

).  

a. Montrer que le système (𝑆𝜆): 𝐴𝑋 = 𝜆𝑋est de Cramer sietssi 𝜆 ∉ {−2,1}. 

b. Soit 𝐻 = 𝑆𝑜𝑙((𝑆1) 𝑒𝑡 𝐾 = 𝑆𝑜𝑙((𝑆−2). Montrer que 𝐻⊕𝐾 = 𝑀3,1(ℝ). 

Exercice 3  :  

1. 𝑀1 = (
−1
2
),  𝑀2 = (

2
−3
) et 𝑀3 = (

1
1
) . Montrons que (𝑀1, 𝑀2) est une base de  

M21(ℝ) et déterminons les composantes de 𝑀3 dans cette base.  
2. Soit 𝑃 = 1 + 𝑋 − 3𝑋2, 𝑄 = 1 + 4𝑋 − 3𝑋2, 𝑅 = −3 + 4𝑋 + 𝑋² et 𝑆 = −2 + 5𝑋 + 2𝑋².  

a) Pourquoi (𝑃, 𝑄, 𝑅, 𝑆) est liée ?  
b) Montrer que (𝑃, 𝑄, 𝑅, 𝑆) est génératrice de ℝ2[𝑋]. 
c) Extraire de la famille (𝑃, 𝑄, 𝑅, 𝑆) une base de ℝ2[𝑋]. 


