Sous - espace - vectoriel (ss-e-v) Soit (E, +,.) un espace
vectoriel sur K et F un ensemble.

F est un sous - espace - vectoriel (ss-e-v) de E lorsque :
D1)FcE

D2) O_E) € F ou F non vide.

D3)V(%,y) EF? X+y€EF et VXEF,Va€K, a.Xx€F.(Fest
stable par addition et multiplication externe) ou Y(X,y) €
F2,Y(a,B) € K* aX+ By €F (onditque F eststable parc.l). 12

. Soit (EH): xy'(x) + In(x) y(x) = 0. Alors, Sol(EH) = vect(......).
. Soit (EH) : y"'(x) + 2y'(x) + 2y(x) = 0. Sol(EH) = vect(........)

Les deux sous espaces
vectoriels F et G de E sonten somme directe sietssi tout vecteur
de F + G s’écrit de maniére unique comme somme d’un vecteur de
F et d’une vecteur de G. 30

c—a 0
. F= {(a —b+2c 3a+ b) Ja,b,c € R} = veCt (e oo vs vor v v e )
3c c+a
. F={b—a—2bX+ (a+b)X?/a,b € R} = vect(......).
o T ={(xy) €R?x*+y*=1}. vect(T)-=..... 18
: Soit 1y, ..., Uy vecteursde E et G ss-e-vdeE.

vect(ty, Uy, ..., U,) estunss-e-vde G & Vk € [1,pl,u; €G. 19

.Les ss-e-v F et G de E sont
F+G=E

supplémentaires dans E lorsque {F NG = {5}

—, ) Savoir-faire : Soit P={(x,y,z) € R® /3x + 2y + 5z = 0 }. Montrons que Notation F® G = E ; 31
: E et {Og} sont des sous-espaces-vectoriels de E. P est un plan vectoriel puis ;que P = vect((1,1,—1),(-2,-7,4)). 20
i i M 3 - = -2 - 3 . I - . — .
Savoir-faire : Montrer que {(x,y,z) € R°/ 5x — 3y + 7z = 0 }estunss-e-vde R°. Famille génératrice Lorsque F =vect((u,-)i61) ,on dit que la - Les deux

—_ e © E
équation cartésienne de F

Tout ss-e-v F est stable par combinaisons linéaires. Tout ss-e-v
d’un K-e-v est lui-meme un K —e-v.

Si G et F sont deux ss-e-vde E et G C F alors G estun ss-e-vde F.
{5;} est le seul espace vectoriel contenant un seul vecteur . Tout e-
v contenant un vecteur non nul contient une infinité de vecteurs. 13

famille (i;);c; engendre ou est une famille génératrice de F.
NB : Les vecteurs générateurs de F sont des éléments de F. 21

Soit Fun ss-e-vde E et X = (i;);¢; une famille de vecteurs de E.
(U;);e; est génératrice de F gietssi Vi € I, U; € F et toutvecteur de

sous espaces vectoriels F et G de E sont supplémentaires dans E
sietssi tout vecteur de E s’écrit de maniére unigue comme somme
d’unvecteur de F et d’'un vecteurde G .

sietssiVi € E,3!X€F,A!yeF/u=%+}y.
NB: X,y dépendentde . 32

En pratique : lorsqu’il faut prouver qu’un ensemble F est un K-e-v, il suffit donc de F est une combinaison linéaire des vecteurs de (ﬂi)iel 22
montrer que F est un ss-e-vd’un e-v de référence . Construire un ss-e-v est une
maniére de construire un e-v.
. (1) est génératrice de K.
k P Kk P

1. S,(K) et A,(K) sont des ss-e-v de M, (K). L’ensembles des matrices de M, (K) ° (X*)ken est génératrice de K[X] et (X*)yefo,m] est génératrice de Ky, [X].

diagonales ( resp trianguliéres sup , resp. inf) est un ss-e-v de M, (K). * Pour tout scalaire a, (X — a)*)en est génératrice de K[X] et ((X — a)k)kEIIO,m]]
2. Kp[X]estunss-e-vde K[X]oum € N fixé. est génératrice de K [X].
3.  Soitk € N.D¥(I,R) (resp.C¥(I,R)ou C*(I,R)) estunss-e-vde. /(I,R). 14 ° (Eij) (i.j)el1nlx[1p] €St génératrice de My, (K). 23

Espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs

1. Soient iy, U, ..., U, des vecteurs du K-e-v E.

L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs
Uy, Uy, ..., U, estunss-e-vde E appelé le sous espace vectoriel
engendré par la famille (ty, Uy, ..., U, ) etnoté vect (U, Uy, ..., Up).
vect(ty, Uy, ..., Up) estun ss-e-v de E.

Si ambiguité, on note vectg(iy, Uy, ..., ) ou vecte(ty, Up, ..., Up)- -

2. Généralisation : Soit X un sous-ensemble ou une famille de
vecteurs de E. L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires
des éléments de X est un ss-e-v de E appelé le sous-espace-
vectoriel engendré par X et noté vect(X). 15

: Soit (F;);e;une famille de

sous-espaces-vectoriels d’'un K-e-v E. Alors ;¢ F; , Uintersection
de tous les Fj, est un sous espace vectoriel de E. 24

1. Sp(R) @ 4,(R) =M, (R)
2. DansE = /(R,R), le ss-e-v des fonctions paires et celui des fonctions
impaires sont supplémentaires.
3. SoitQ € K[X] tqdeg (Q) = p € NetF estl’ensemble des polynémes
divisibles par Q. Alors, K,[X] @ F =K[X] . 33
Savoir-faire : 1. Soit F={(x,y,2z,t) ER* /3x +z—t =0et x = 2y }et G = {(a,b,2a —
b,a + b)/a, b réels}. Monter que F et G sont deux ss-e-v de supplémentaires dans R*.
2. Soit F={f € €1([0,1],R)/f(0) = f'(0) =0} et G = {(x = ax + b)/a, b réels}.
Monter que F et G sont deux ss-e-v de supplémentaires dans C1([0,1], R). 34

Soit X une famille de
vecteurs de E. vect(X) est le plus petit (au sens de Uinclusion) SOUS-
espace-vectoriel de E contenant les vecteurs de X. vect(X) est
Uintersection de tous les ss-e-v de E contenant les vecteurs de X.25

Deux cas particuliers : Le sous-e-v engendré par un seul vecteur 2 non nul est
appelé la droite vectorielle engendrée par . Le sous-e-v engendré par deux vecteurs
U et ¥ non colinéaires est appelé le plan vectoriel engendré par la famille (i ,17). 16
Rque:

e SiT c S cE alors vect(T) c vect(S).

e SiF estunss-e-vdeE alors F = vect(F).

e vect(X)estinclus dans tout ss-e-vde E contenant tous les
vecteurs de X . En particulier, si @ est un vecteur non nul d’un ss-e-v G alors la
droite engendré(e) par d estinclusdans G. sid et b sont deux vecteurs non
colinéaires d’un ss-e-v G alors le plan engendré par d et b estinclus dans G. 17
Savoir-faire Compléter :

o {(x,y,2) € C® /3ix — (2 + i)y + 52 = 0 } = vectc(... ...).

o {(x,y, z,t,w) € RS/ {;i o ;g t §Z++5?t+ 2: _ g} = vectg(o. ...)-

. Soit F ’ensemble des suites réelles u tq Yn € N,u, 45 + 2uy,y1q + 2u, = 0.
F=vect(......).

. Soit F 'ensemble des suites réelles périodiques de période 4. F = vect(......).

. Soit F ’ensemble des suites arithmétiques . F=vect(......)

: Soient F et G deux sous espaces
vectoriels de E . L’ensemble
F+G={X+jy/X €F et y € G} estun sous espace vectoriel de
E appelé sous espace sommede F et G . 26

NB : La réunion de deux ss-e-vde E n’est pas un ss-e-vde E .
Contre-exemple : prenons E = R?, F = vect((1,0)) et G = vect((0,1)).Alors F UG =
{(x,0); (0,)/(x,y) € R*} = {(x,¥) € R*/x = 0 ouy = 0} n’est pas stable par
addition car (1,0) + (0,1) = (1,1) donc n’est pas un ss-e-vde R?.
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Si F et G sontdes ss-e-vde E
alors F et G sontdes ss-e-vdeF + G et F + G = vect(F U G). 27

Si F = vect( Uy, Uy, ..., Up) €t G = vect( ¥y, ¥y, ..., U, ) alors
LT T
F + G = vect(Uy, Uy, ..., Up , V1, Vg, oe) Ug)- 28

Soient F et G deux ss-e-vd’un K-e-v E .
F et G sonten somme directe lorsque F NG = {0}. 29

Ex1 Soit a un réel. Montrer que :
= {f € CO([O,l],]R)/fOlf = a] est un ss-e-vde C°([0,1], R) sietssia = 0.
F ={P € K[X]/P'(1) + a = 2P(0) + P"(2)} est un ss-e-v de K[X] sietssia = 0.
Ex2 F est-ilun ss-e-vd’un e-v de référence ?
"« F=GL,(K)

. F est’ ensemble des fonctions bijectives de K sur K .
. F est 'ensemble des suites réelles négligeables devant Vn.
. F estl’ensemble des fonctions de [0,1] dans R monotones (sur [0,1]).
. F est 'ensemble des applications de R dans R périodiques de période
commune T ou T réel strictement positif fixé.
L] F est’ensemble des suites complexes périodiques.
L] F est’ensemble des vecteurs du plan de norme inférieure a 1.
. F estlensemble des fonctions de Rdans R de limite finie en +co.
. F est ’ensemble des suites bornées
. F est ’ensemble des suites réelles convergentes.
. F est ’ensemble des exponentielles imaginaires.

Ex3 Justifier que F est un ss-e-v d’un K-e-v de référence et en déterminer une famille
génératrice.
1. F={(x» P(x)cos(x) + §(x)sin (x)/P, Q € R,[X]}
F={(xy,%2,..,%,) € R"/ Yooy kg = Loy %1}
F = {M € M,(R)/AM = MA} oti A = (; i)
= {P € R,[X]/P(1) + 2P'(1) = 0}.
F est Uensemble des polynémes de R[X] qui vérifie P(X + 1) = P(X)
Ex41. Sout E 'ensemble des suites réelles 3-périodiques et F ’ensemble des suites
réelles dont L termes de rang 0, 1 et 2 sont nuls. Montrerque RN = F @ E.
-5 -3 6
2.SoitA=(0 -2 0]
-3 -3 4
a. Montrer que le systéme (S3): AX = AXest de Cramer sietssi 1 € {—2,1}.
b. Soit H = Sol((S;) et K = Sol((S_;). Montrer que H®K = M3 ;(R).
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