
 
𝑲 désigne ℝ ou ℂ   et  𝒏 𝒆𝒕 𝒑  désignent des entiers naturels non nuls et 𝒎 un entier naturel non nul. 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
    
 
 

Rappel :   
1) deux fonctions sont égales sietssi elles ont le même domaine de définition et associent la même image à chaque 

élément de ce domaine de définition. 
2) un ensemble 𝐹 est inclus dans un ensemble 𝐸 lorsque ∀𝑥 ∈ 𝐹, 𝑥 ∈ 𝐸. 
3) deux ensembles sont égaux sietssi ils contiennent exactement les mêmes éléments sietssi tout élément de l’un 

est élément de l’autre et réciproquement (i.e. l’un est inclus dans l’autre et l’autre est inclus dans l’un-double 
inclusion). 

Espace vectoriel :Un espace vectoriel sur 𝑲 (ou un 𝐾-e-v) est un ensemble non vide 𝐸 muni de deux lois(opérations) : 
(+) addition interne 𝑒𝑡 ( . ) multplication par un scalaire appelée aussi multiplication externe,  qui vérifient : 
P1  ∀(𝑥⃗, 𝑦⃗) ∈ 𝐸2,   𝑥⃗ + 𝑦⃗ ∈ 𝐸   𝑒𝑡    ∀𝑥⃗ ∈ 𝐸, ∀𝛼 ∈ 𝐾,   𝛼. 𝑥⃗ ∈ 𝐸 ( 𝐸 est stable par addition interne et multiplication externe).  
P2. ∀(𝑥⃗, 𝑦⃗, 𝑧) ∈ 𝐸3,   (𝑥⃗ + 𝑦⃗) + 𝑧 = 𝑥⃗ + (𝑦⃗ + 𝑧) et 𝑥⃗ + 𝑦⃗ = 𝑦⃗ + 𝑥⃗   ((+) est ASSOCIATIVE et COMMUTATIVE ) 
P3.  (+) a un élément NEUTRE noté 𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ou 𝑂⃗⃗ qui vérifie : ∀𝑥⃗ ∈ 𝐸,   𝑥⃗ + 𝑂⃗⃗ = 𝑥⃗. 
P4.  Tout élément 𝑥⃗ de 𝐸 a un unique SYMETRIQUE pour (+) . ∀𝑥⃗ ∈ 𝐸, ∃! 𝑦⃗ ∈ 𝐸/𝑥⃗ + 𝑦⃗ = 𝑂⃗⃗ . Alors, 𝑦⃗ 𝑒𝑠𝑡 𝑛𝑜𝑡é − 𝑥⃗ et 

appelé l’opposé de 𝑥⃗. 𝑥⃗ + (−𝑦⃗)⏟      
𝑠𝑜𝑚𝑚𝑒 𝑑𝑒 𝑥⃗ 𝑒𝑡
𝑑𝑒  𝑙′𝑜𝑝𝑝𝑜𝑠é 𝑑𝑒 𝑦⃗⃗⃗⃗  

 est noté 𝑥⃗ − 𝑦⃗.  

P5. ∀(𝑥⃗, 𝑦⃗) ∈ 𝐸2, ∀(𝛼, 𝛽) ∈ 𝐾2, 𝛼. (𝑥⃗ + 𝑦⃗) = 𝛼. 𝑥⃗ + 𝛼. 𝑦⃗  𝑒𝑡  (𝛼 + 𝛽). 𝑥⃗ = 𝛼. 𝑥⃗ + 𝛽. 𝑥⃗  (( . ) est distributive sur (+)) 
P6. ∀𝑥⃗ ∈ 𝐸, ∀(𝛼, 𝛽) ∈ 𝐾2, 𝛼. (𝛽. 𝑥⃗) = 𝛼𝛽. 𝑥⃗ = 𝛽. (𝛼. 𝑥⃗)         (associativité mixte)    
P7. ∀𝑥⃗ ∈ 𝐸, 1. 𝑥⃗ = 𝑥⃗            (1 élément neutre pour (.)) 
Les éléments de 𝐸 sont appelés des vecteurs, 𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ou 𝑂⃗⃗ est le vecteur nul de 𝐸. Les éléments de 𝐾 sont des scalaires. 
NB :  En maths, un vecteur peut être une matrice, un polynôme, une fonction, une suite, un vecteur du plan ou de 
l’espace…𝐶𝑓 espaces vectoriels de référence  

Tout espace vectoriel contient toutes les combinaisons linéaires de ses 
éléments, toutes les sommes (finies) de ses éléments et tous ses vecteurs 
multipliés par un scalaire. Autrement dit,  

TOUT ESPACE VECTORIEL EST STABLE PAR ADDITION, MULTIPLICATION 
EXTERNE ET COMBINAISONS LINEAIRES. 

Règles de calcul : Soit 𝛼, 𝛽 des scalaires 𝑒𝑡 𝑥⃗, 𝑦⃗ des  vecteurs de 𝐸 . 
C1  𝛼. 𝑥⃗ = 𝑂⃗⃗   si et ssi  𝛼 = 0 𝑜𝑢 𝑥⃗ = 𝑂⃗⃗   
C2  −(𝛼. 𝑥⃗) = (−𝛼). 𝑥⃗ = 𝛼. (−𝑥⃗)           (𝑵𝑩:  𝑥⃗ + (−𝛼𝑦⃗) est noté 𝑥⃗ − 𝛼𝑦⃗) 
C3  (𝛼 − 𝛽). 𝑥⃗ = 𝛼𝑥⃗ − 𝛽𝑥⃗ 𝑒𝑡 𝛼. (𝑥⃗ − 𝑦⃗) = 𝛼𝑥⃗ − 𝛼𝑦⃗. 
 Généralisation de 𝑷2… 7 : Soit 𝑢⃗⃗1, 𝑢⃗⃗2, … , 𝑢⃗⃗𝑝 des vecteurs d’un 𝐾 − 𝑒 − 𝑣  𝐸 et 
𝛼, 𝛼1, … , 𝛼𝑝 des éléments de 𝐾 .  
1. ∑ 𝑢⃗⃗𝑘

𝑝
𝑘=1 = ∑ 𝑢⃗⃗𝑘

𝑟
𝑘=1 + ∑ 𝑢⃗⃗𝑘    

𝑝
𝑘=𝑟+1 où 𝑟 ∈ ⟦1, 𝑝 − 1⟧.  

2. ∑ 𝑢⃗⃗𝑘
𝑝
𝑘=1 = ∑ 𝑢⃗⃗𝑝−𝑖

𝑝−1
𝑖=0      

3. ∑ (∑ 𝑢⃗⃗𝑘𝑗
𝑛
𝑗=1 )

𝑝
𝑘=1 = ∑ (∑ 𝑢⃗⃗𝑘𝑗

𝑝
𝑘=1 )𝑛

𝑗=1      
4. ∑ 𝛼𝑘

𝑝
𝑘=1 𝑥⃗ = (∑ 𝛼𝑘

𝑝
𝑘=1 )𝑥⃗   

5. 𝛼 ∑ 𝑢⃗⃗𝑘
𝑝
𝑘=1 = ∑ 𝛼𝑢⃗⃗𝑘

𝑝
𝑘=1  

Espace produit : Soit( 𝑬,+, . ) 𝑒𝑡 ( 𝑭,+, . ) deux K-e-v.  
On note 𝐸 × 𝐹 = {(𝑥, 𝑦)/𝑥 ∈ 𝐸 𝑒𝑡 𝑦 ∈ 𝐹} et on définit deux opérations sur 𝐸 × 𝐹 
une addition (+)et une multiplication externe ( . ) par : ∀ 𝑋 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ 

(𝐸 × 𝐹), ∀𝑌 = (𝑦1, 𝑦2) ∈ (𝐸 × 𝐹)et ∀𝛼 ∈ 𝐾, 
𝑋 + 𝑌 = (𝑥1 + 𝑦1, 𝑥2 + 𝑦2)    𝑒𝑡    𝛼. 𝑋 = (𝛼. 𝑥1, 𝛼. 𝑥2) 

Alors 𝐸 × 𝐹  , muni de ces deux opérations (+) 𝒆𝒕 (. ), est un 𝐾-e-v.  

Espace de fonctions : Soit( 𝑬,+, . ) 𝑢𝑛  K-e-v et 𝑇 un ensemble quelconque. 
On note F (𝑇, 𝐸)l’ensemble des applications de 𝑇 dans 𝐸 . On définit deux 
opérations sur  F  (𝑇, 𝐸)une addition (+) et une multiplication externe ( . ) par : 
∀(𝑓, 𝑔) ∈ F  (𝑇, 𝐸)2, ∀𝛼 ∈ 𝐾, 

𝑓 +  𝑔: (𝑡 ↦ 𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑡))    et    𝛼. 𝑓: (𝑡 ↦ 𝛼. 𝑓(𝑡)) . 
Alors F  (𝑇, 𝐸)muni de ces deux opérations (+) 𝒆𝒕 (. ), est un 𝐾-e-v.  

Combinaison linéaire Soient 𝛼1, 𝛼2, . . , 𝛼𝑝 des scalaires,  𝑢⃗⃗1, 𝑢⃗⃗2, … , 𝑢⃗⃗𝑝 𝑑𝑒𝑠  vecteurs d’un K-e-v 𝐸. Alors ∑ 𝛼𝑘 𝑢⃗⃗𝑘
𝑝
𝑘=1 =

𝛼𝑝𝑢⃗⃗𝑝 + 𝛼𝑝𝑢⃗⃗𝑝+. . +𝛼𝑝𝑢⃗⃗𝑝  ∈ 𝐸 , ∑ 𝛼𝑘 𝑢⃗⃗𝑘
𝑝
𝑘=1 est une combinaison linéaire des vecteurs 𝑢⃗⃗1, 𝑢⃗⃗2, … , 𝑢⃗⃗𝑝.  

Soit 𝑋 un ensemble de vecteurs de 𝐸 . Une combinaison linéaire de vecteurs de 𝑿  est tout vecteur de la forme 
∑ 𝛼𝑘𝑥𝑘⃗⃗⃗⃗⃗
𝑞
𝑘=1  où 𝑞 ∈ ℕ∗ 𝑒𝑡 𝑥1⃗⃗⃗⃗⃗ , . . , 𝑥𝑞⃗⃗⃗⃗⃗ sont des vecteurs de 𝑋.   

Rque : une combinaison linéaire est une somme finie. Le vecteur nul est combinaison linéaire de toute famille de 
vecteurs car 𝑂 ⃗⃗ ⃗⃗ = ∑ 0. 𝑢𝑘⃗⃗⃗⃗ ⃗

𝑝
𝑘=1 . Deux vecteurs sont colinéaires si l’un est combinaison linéaire de l’autre.  

ESPACES VECTORIELS  

 
Les vecteurs combinaisons linéaires de 𝑢⃗⃗ sont les vecteurs 𝛼𝑢⃗⃗ tq 

𝛼 ∈ 𝐾 ; i.e. les vecteurs colinéaires à  𝑢⃗⃗.  

 
 

 
Les vecteurs combinaisons linéaires de 𝑢⃗⃗ , 𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗et 𝑤 ⃗⃗⃗⃗⃗sont 
les vecteurs 𝛼𝑢⃗⃗ + 𝛽𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗ +𝛾𝑤 ⃗⃗⃗⃗⃗tq 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ 𝐾 .  
 

Les vecteurs 
combinaisons linéaires 
de 𝑢⃗⃗ et 𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗sont 
les vecteurs 𝛼𝑢⃗⃗ + 𝛽𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗ tq 
𝛼, 𝛽 ∈ 𝐾 ; ces 
combinaisons linéaires 
sont les vecteurs 
coplanaires de 𝑢⃗⃗ et 𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗ si   
𝑢⃗⃗ et 𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗ ne sont pas 
colinéaires. 
 



 
 

 
 
 
 
 
 

  
 
 

 


