ESPACES VECTORIELS

K désigne Rou C et n et p désignent des entiers naturels non nuls et m un entier naturel non nul.

Rappel:

1) deuxfonctions sont égales sietssi elles ont le méme domaine de définition et associent la méme image a chaque
élément de ce domaine de définition.

2) unensemble F estinclus dans un ensemble E lorsque Vx € F,x € E.

3) deuxensembles sont égaux sietssi ils contiennent exactement les mémes éléments sietssi tout élément de l'un
est élément de l’autre et réciproquement (i.e. 'un est inclus dans lautre et Uautre est inclus dans l'un-double
inclusion).

Espace vectoriel :Un espace vectoriel sur K (ou un K-e-v) est un ensemble non vide E muni de deux lois(opérations) :

(+) addition interne et (.) multplication par un scalaire appelée aussi multiplication externe, qui vérifient :

P1 V(X,y) EE? X+y€EE et VX€EVa€K, a.X€E (E eststable par addition interne et multiplication externe).

P2.V(%7,7) EE3, (R+7)+2=%+G+Deti+y=7+% ((+)estASSOCIATIVE et COMMUTATIVE )

P3. (+) a un élément NEUTRE noté Oz ou 0 qui vérifie : VX € E, ¥+ 0 = .

P4. Tout élément % de E a un unique SYMETRIQUE pour (+) . VZ € E,3!§ € E/% + 7 = 0 . Alors, j est noté — % et
appelé lopposéde X. %+ (—y) estnotéxX —j.
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somme de X et
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P5.V(X,7y) € E2,V(a,f) EK?,a.(X+Y) =a.X+a.y et (a+p).X =a.X+B.X ((.)estdistributive sur (+))

P6.VX € E,Y(a,B) € K? a.(.X) = af.X = B.(a.X)  (associativité mixte)

P7.VX€EE,1.X =% (1 élément neutre pour (.))

Les éléments de E sont appelés des vecteurs, O_E) ou O est le vecteur nul de E. Les éléments de K sont des scalaires.
NB : En maths, un vecteur peut étre une matrice, un polyndme, une fonction, une suite, un vecteur du plan ou de
l'espace...Cf espaces vectoriels de référence

Régles de calcul : Soit a, B des scalaires et ¥, des vecteursde E .
C1ax=0 sietssia=00ux=0
C2 —(a.X) = (—a).X = a.(—%) (NB: X + (—ay) estnoté ¥ — ay)
C3 (a—p).X¥x=ax—pieta. (X —y) =aX—ay.
Généralisation de P2... 7 : Soit iy, Uy, ..., U, des vecteursd’'un K —e — v E et
a, &y, ..., A, des éléments de K .
1. X Uk =Xho U+ e, U our€[lp—1].
Zi:lak = Zfz_ol ﬁp—i
£=1(27=1ﬂk1') = Z";'l=1(zlz:.=117kj)
Z£=1 a X = (Z£=1 ‘Zk)’-c>

aYh_ it =Yho, atly
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Espace de fonctions : Soit( E, +,.) un K-e-vetT un ensemble quelconque.
On note . /(T, E)’ensemble des applications de T dans E . On définit deux
opérations sur .7 (T, E)une addition (+) et une multiplication externe ( .) par:
v(f,g) €.7(T,E)’,Va €K,

f+g:(tmf®+g9®) et afi(trmaf®).

Alors. 7 (T, E)muni de ces deux opérations (+) et (.), estun K-e-v.

Combinaison linéaire Soient ay, &y, .., @, des scalaires, 1,1, ..., Uy, des vecteurs d’un K-e-v E. Alors ZLI Qi =
— — - D — 3 g 28 — —
apuy + aplpt.. tayu, € E, Zk=1 aiurestune combinaison linéaire des vecteurs Uy, Uy, weey Up.
Soit X un ensemble de vecteurs de E . Une combinaison linéaire de vecteurs de X est tout vecteur de la forme
q — o — —
V=1 XX OU g € N* et X7 )+, Xq SOnt des vecteurs de X.
Rque : une combinaison linéaire est une somme finie. Le vecteur nul est combinaison linéaire de toute famille de
—
vecteurscar0 = Zzzl 0.u. Deux vecteurs sont colinéaires si 'un est combinaison linéaire de 'autre.

Espace produit : Soit( E, +,.) et (F, +,.) deux K-e-v.
Onnote E X F = {(x,y)/x € E et y € F} et on définit deux opérations sur E X F
une addition (+)et une multiplication externe (.) par: VX = (x1,%;) €
(E X F),VY = (y1,y,) €(E X F)etVa € K,
X+Y =0 +y,x+y,) et a.X=(ax,ax,)
Alors E X F , muni de ces deux opérations (+) et (.), estun K-e-v.

Tout espace vectoriel contient toutes les combinaisons linéaires de ses
éléments, toutes les sommes (finies) de ses éléments et tous ses vecteurs
multipliés par un scalaire. Autrement dit,
TOUT ESPACE VECTORIEL EST STABLE PAR ADDITION, MULTIPLICATION
EXTERNE ET COMBINAISONS LINEAIRES.
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Les vecteurs combinaisons linéaires de % sont les vecteurs ail tq bv
a € K ;i.e. les vecteurs colinéaires & 1.

, Les vecteurs
combinaisons linéaires
de U etv'sont
les vecteurs ail + SV’ tq
a,f EK ;ces
combinaisons linéaires
sont les vecteurs

. -
§ coplanairesde u et v’ si
§ NN
§ u etv nesontpas
colinéaires.

Les vecteurs combinaisons lindaires de i , 7’et w’sont
les vecteurs al + fv’ +ywtqa, B,y EK .







