EXERCICES A TRAVAILLER!

METHODES :

ePour étudier les relations de dépendance linéaire entre les vecteurs du famille, je cherche toutes les maniéres d’écrire le
vecteur nul comme combinaison linéaire des vecteurs de cette famille. Si il n’existe qu’une seule maniére alors c’est la maniéere
triviale et la famille est libre, si il existe plusieurs maniéres alors la famille est liée et les différentes maniére permettent
d’obtenir toutes les relations de dépendance linéaire existantes entre les vecteurs de la famille.

ePour obtenir une base d’un K-e-v (ou ss-e-v) F, on cherche une famille génératrice de F puis on étudie les relations de
dépendance linéaire entre les vecteurs de cette famille pour 6ter de cette famille les vecteurs combinaisons linéaires des
autres afin de gagner en liberté sans perdre le caractéere générateur de la famille.

ePour déterminer la dimension d’un K-e-v ( ou ss-e-v) F, on va chercher une base de ce K-e-v puis compter les vecteurs de cette
base.

Déterminer la dimension de F={(x,y,z)eR3/ 2x — 3y + 4z = 0}.

F={(x,y,2)eR%/x = g y— 2z} ={(§ y— 22,,2)/ Y,z réels}={(% v,y 0) + (= 22,0,2)/ y,z réels}. Ainsi,

F={y G ,1,0) +z(—2,01)/ y,zréels} = vect ((% ,1,0 ) , (= 2,0,1)). Donc, F estun s-e-vde R3 et ((2 ,1,0 ) (- 2,0,1))est génératrice
de F.Les deux vecteurs (% ,1,0 ) et (— 2,0,1) ne sont clairement pas colinéaires donc la famille (G ,1,0 ), (- 2,0,1)) est libre et est
donc une base de F.J’en déduis que dimF = 2.

Soitn € Ntgn = 3.50it F = {P € R,[X]/(X? — 1)P" — 2XP' = 0}. Déterminons la dimension de F.

Pour trouver la dimension de F , je vais chercher une base de F : une famille génératrice de F dont j’étudierai la liberté.

Soit P = Y1, ai X* € R, [X].

Sideg(P) < 0 i.e.P constant alors (X? — 1)P"" — 2XP' =0donc P € F.

Sin = deg(P) = 1 (donc a, # 0); alors (X? — 1)P" — 2XP' = —2a,X # Odonc P ¢ F.

Icin = deg(P) = 2 (donc a, # 0); alors,

PEF = (X?-1)P"-2XP' =0
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& P =ag—3a3X + azX3.
Ainsi, F = {a — 3bX + bX3/a,bréels }. (NB: pour b = 0, on retrouve bien les polynémes constants )
Donc, F = {a + b(—3X + X3)/a, b réels } = vect(1, —3X + X3).
(verif : Posons P = —3X + X3 ;alors P’ = —3 + 3X? = 3(X? — 1)et P"" = 6X puis (X2 — 1)P" —2XP' = (X? —1)6X —2X3(X*-1) =
Odonc P €F)
Donc F est le ss-e-v de R, [X]. engendré par (1, —3X + X3). La famille (1, —3X + X?3) est libre car échelonnée en degré et sans
polynéme nul. Donc (1, —3X + X3)est une base de F.J)’en déduis que dimF = 2.

Déterminer la dimension de F = vect((fi)k=0.6 ) OU fo = 1, f1 : (x = cos (x)), f> : (x = sin (%)), f3 : (x = cos*(x)), f : (x —

sin?(x)), fs: (x = cos (2x)) , fo: (x = sin (2x)).

Pour cela cherchons une base de F. Nous connaissons une famille génératrice de F : la famille (fi)x=o.¢- Etudions sa liberté i.e. les
relations de dépendance linéaire entre les vecteurs de T = (fi)x=0.6-

Nous savons que Vx € R, cos(2x) = cos?(x) — sin?(x) et 1 = cos?(x) + sin®(x). Autrement dit, f5 = f5 — faet fo = f3 + f4 . Par
conséquent, fs = 0.f; +0.f, +1f3 —1f, +0.fs et fu =0.f1 + 0., + 1.f3+ 1.f, + 0.f;. Comme f5 et f; sont combinaisons linéaires
des autres vecteurs de 7, le cours assure que F = vect(fy, 2, f5, fa f5 )- Montrons que la famille(fy, f3, f3, fa, fo ) est libre.



Soita, b, c,d, e desréelstelsque af; + bf, + cfs +df, tefe = w
fon?tion
nulle

Alors, Vx € R, acos(x) + bsin(x) + ccos?(x) + dsin?(x) + esin(2x) = 0. Montronsquea=b=c=d = e = 0.

1% méthode : prenons 5 valeurs particuliéres de x bine choisies pour obtenir un systéme linéaire vérifiée par a,b,c,d et e.

Vx € R,acos(x) + bsin(x) + ccos?(x) + dsin?(x) + esin(2x) = 0(x*). En particulier,

Pourx =0,a4+c=0

Pourx =m,—a+c=0[ donca=c = 0.Alors, (*+) s’écrit: Vx € R, bsin(x) + dsin?(x) + esin(2x) = 0.
Pourx=g,b+d=0

Pour x = —%, -b+d=0 donc d = b = 0.Alors, (xx) s'écrit: Vx € R, esin(2x) = 0.

Pourx = %, e=0.

J’en conclus que la famille(fy, f2, f3, f4, f6 ) est libre. Autrement dit, les fonctions fi, f3, f3, fa, fs sont linéairement indépendantes.

2®me méthode : par développement limité.
Vx € R,0 = acos(x) + bsin(x) + ccos?(x) + dsin®(x) + esin(2x)
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0+ 0x + 0x? + 0x3 + 0x* + 0 (x ).—a+c+(b+2e)x+(—;—c+d)x +(—g—ge)x +(24+§—§)x + 0g(x*).
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a —
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Donc par unicité de la partie principale de tout DL, on peut identifier : 2 b4 doncq 2 donc {a =0.
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J’en conclus que la famille(fy, f>, f3, fa, f6 ) est libre.
Ainsi la famille(fi, f2, f3, fa, f¢ ) est une base de F et par conséquent, dimF = 5.

M; = (_1), M, = ( 2 ) etM; = (1) . Montrons que (M;, M;) est une base de M, (R) et déterminons les composantes de M3 dans

2 -3 1
cette base.
Notons 8 = (M,, M,) .Soit 8,= (1) (0) la base canonique de M, ; (R). Alors M; = (—1) (1) +2 (0) etM, =2 (1) -3 (0) donc
’ “\\o/"\1 ’ 0 1 0 1
matg B = (_21 _23) etdet (matg 8) = —1. Donc le cours assure que 8 est une autre base de M, (R). Ecrivons Mzcomme

combinaison linéaire de M; et M,.
M;=aM;+b M, & (}) =a (_21) +b (_23) @{;gi_;}: : 11 S {;Zi—;ll)) :11 s {Z z g Donc, (5,3) sont les composantes de M3
dans 8.
SoitP=1+X—-3X%0Q=1+4X—-3X%R=—-3+4X+X?etS =—-2+5X +2X°
a) Pourquoi (P,Q,R,S) estliée?
b) Montrer que (P, Q, R, S) est génératrice de R,[X].
c) Extraire de la famille (P, Q,R,S) une base de R, [X].

a. F=(P,Q,R,S) estune famille de vecteurs de R,[X]. Or cette famille compte 4 éléments et dimR,[X] = 3. Cette famille a donc
trop de vecteurs pour étre libre . Elle est donc liée.

1 1 -3 -2
b. Soit 8, = (1,X,X?) la base canonique de R, [X]. Alors M = matp § = ( 1 4 4 5 )

-3-3 1 2
Le cours assure que F est génératrice de R, [X] sietssirg(M) = dimR,[X] = 3.Or,,

/1 0 0 0 \ /1 0 0 0 \ (1 0 0 0 \ |/1 0 0 0
M~.1 1 3 7 7 |~c| 1 1 7 7 |~c| 1 1 0 7 |~ 1 1 0 7
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/1 0 0 0
~c| 1 1 0 0 .DoncrgM = 3 et 7 estgénératrice de R,[X].
=3 0

F %(QtP) (—%)(};-P—S) 5+2P-2(Q-P)+4(—3)(R+P-5)
c. D’apresle calcul précédent, S + 2P — g(Q —-P)+ 4(— %) (R+P—-5)=0ie.10P—7Q—-3R+65=0;
donc, Q = %[ 10P — 3R + 6S5] et Q est combinaison linéaire de R, P, S. Par conséquent, vect(R, P,S) = vect(Q,R, P,S) = R,[X]. Donc

(R, P, S)est aussi génératrice de R,[X]. On montre matriciellement que (R, P, S) est libre (car rg(matg ((R, P,S)) = 3). Donc (R, P, S) est
une base de R, [X].



Autre méthode: P =1+ X —3X%,Q0=1+4X—-3X?>donc Q—P = 3XetX=§(Q—P).
Alors R = —3+4§(Q—P)+X2 etS = —2+5§(Q—P)+2X2. Donc,

X2_1=l(5_§Q+§p) 1=l[l(5—§Q+§P)—R+iQ—iP]=ES—1R+1Q—£P

2 3 3 lors 212 3 3 3 3 4 2 4 4 Ainsi, 1, X et X? sont tous
2_3-p-tg4+ip x2=1(s-20+3p)-r+20-2pP|=3s-2r-Zo+ZP

X - 3Q 3 T2l 3Q 3 3Q 37174 2 12Q 12

combinaison linéaires de P, Q, R, S. Donc, vect(1, X, X?) c vect(P,Q,R,S). Or, R,[X]= vect(1,X,X?) etvect(P,Q,R,S)
vect(1,X,X?).

J’en conclus que vect(P,Q,R,S) = R,[X]. Lafamille (P, Q, R, S) est génératrice de R, [X].

Deplus, P =1+ X — 3X2 =i5—%R+%Q—iP+§(Q—P)—3GS—%R—£Q+éP)donc,, Q =§[10P—3R+6S] et Q est
combinaison linéaire de R, P, S. Par conséquent, vect(R, P, S) = vect(Q,R, P,S) = R,[X]. Donc (R, P, S)est aussi génératrice de R,[X]. On
montre matriciellement que (R, P, S) est libre (car rg(matg ((R, P,S)) = 3). Donc (R, P, S) est une base de R,[X].

NB :dansune.v; de dimension 3, une famille génératrice de cardinal 3 est toujours une base, une famille mobre de cardinal 3 est aussi
une base !!! Cf chapitre suivant !!!!

0

(ﬁ =7-2]-3k
SoitEunK —e-vet = (1], E) une famille libre de vecteursde Eet{® ~ *~J +_3,k . Etudions la liberté de . /= (4, ¥, W, {).
w=-2T+k
t=7+27—k

Notons F = vect(~ ).Par conséquent, - est libre et génératrice de F. Donc, - estune base de F et dimF = 3.D’apres les expressions
de i, B, W et £, on peut affirmerii, ¥, W et t sont des vecteurs de F. Comme la famille (ﬁ, v, w, E) contient 4 vecteurs et que dimF=3,
nécessairement (ﬁ, v, w, f) est liée.

Vk € [0,n], g : (t = cos(kt)).
1. Soit (p,q) € [0,n]?. Calculerfozngp () gq@®)dt
2. Endéduire que (go, g1, - -, gn) st une famille libre dans C* (R, R). En déduire la dimension de C* (R, R) et la dimension de
vect(go, 91,--» Gn)-
1. fozn cos(pt) cos(qt) dt = f;”% [cos(pt + qt) + cos(pt — qt)] dt = fozni [cos ((p + @)t) + cos((p — g)t)] dt
Ouibienp=q=0.Alors,p+gq=p—q=20et fozn cos(pt) cos(qt) dt = fozn 1dt = 2m.
1

2
Ouibienp =q > 0.Alors,p+q#0etp—q=0et fozn cos(pt) cos(qt) dt = %fozn cos((p+q)t)) +1dt = ;[pqusin((p +qt) +t] i
0

2

Ouibienp # q.Alors,p+q#0etp—q #0et fozn cos(pt) cos(qt) dt = i[ﬁ sin((p + Q)0)) + p—iqsin((p - q)t)) ] i = 0.
0 carVkeZ.

sin(2km)=0.
2. Toutd’abord, Vk € [0,n], g € C*(R, R).
Soit (A9, A4, ..., A5) € C**1tel que YioAgj = w .AlorsVx € R Ay + 44 cos(x) + A; cos(2x) + -+ + 4, cos(nx) = 0.
fon\&ion
nulle 1 K 0
. _ r2m _ 2m _ 21 _(mAE St * _
Soitk € [0,n]. Alors,0 = [, gp(t) x 0 dt = [ g (D[ oo Ag;]dt = XFo 4 [ 9;(©) gie(t) dt = {Zn/lo i | — o Ponc. 4 =0.
=0si j#k

J’en conclus que la famille (9o, g1, - -, gn) est une famille libre dans C* (R, R).

Par conséquent, pour tout entier naturel n, (go, g1, .-, gn) est une famille libre dans C® (R, R). Cela signifie que la famille (gy)xen €St
libre. Une famille génératrice de C* (R, R) ayant plus d’ éléments qu’une famille libre de C* (R, R), toute famille génératrice de

C* (R, R) estinfinie. Donc C* (R, R) est de dimension infinie. Par contre, pour n fixé, (go, g1,--, gn) est libre et génératrice de

vect(go, 91,--,gn) €t est donc une base de vect(go, g1, --, gn)- Donc dim (vect((go,gl, . .,gn))) =n+1

ePour montrer que F et G sont supplémentaires dans E, on va vérifier que F et G sont des ss-e-v de E puis
Ou bien on montre que chaque élément de E s’écrit de maniére unique comme somme d’une élément de F et d’un élément de G
Ou bien on montre que la concaténation d’une base de F et d’une base de G est une base de E.
-5 -3 6
Soit A = ( 0 -2 0).
-3 -3 4
a. Montrer que le systéme (S3): AX = AXest de Cramer sietssi A € {—2,1}.
b. Soit H = Sol((S1) et K = Sol((S—;). Montrer que H®K = M3 1 (R).

a.(53):AX =2X & (A— ADX = 0.Donc, (A — Al) est la matrice du systéme le systeme (S3).
Alors, (S;)est de Cramer sietssi (A — Al) est inversible sietssi det(A — AI) # 0.
-5-1 -3 6
-5-1 6 1-1 6 1 6
—2 )t =(—/7 — = — = — —
_03 2_3/1 42/1 2-0[723% 0 |=-en| 2] 0 l=-erna-n]; %
=—Q2+0)A-DA—-1—6) = (2+1*(1 - A).
Donc, le systeme (S;): AX = AXest de Cramer sietssi 1 ¢ {—2,1}.

x
b.Soit X = (y)
A

det(A—AI) =

-6 =3 6\ /x -6 =3 6\ /x 0 —6x—3y+6z=0 X=z
(Sl):AXzX@(A—I)X=O4:)<0 -3 0><y>=0<:><0 -3 0><y>=<0><=>{ —-3y=0 ‘:’{J’:O-
-3 =3 3/ %z -3 -3 3/ \z 0 —3x—3y+3z=0 xX=z



X 1
Donc, H = {<0> /x réel}=vect <0>
X 1

1 1
La famille <0> est libre car constituée d’une seul vecteur non nul. Donc (0) estune basede H .
1 1
-3 -3 6 .
SL)AX=-"2X=A+2DX=0=(0 0 0 <y>=0<=)—3x—3y+6z=0<:>2=5(x+y).
-3 -3 6
x x 0 1 0
Donc, K = { 1 Y /x,y réels}=v{ 10 + 1y /x,y réels} =vect (1) , }
26+ %) \3y 2\
1 0 1 0
La famille (1) ) } . est libre car constituée deux vecteurs non colinéaires. Donc (1) ) } .estunebasedeK .
2/ \2 2/ \2

Montrons (par les bases et les matrices) que H @ K = M3;(R).
D’apres le cours,
H @ K = M3, (R) sietssi la concaténation d’une base de H et d’une base de K est une base de M ;(R)

n /1\ /0
sietssi B = <0> (1) , } est une base de M3 ;(R).
1 2 2
0
sietssi matg B est une base de M3 (R) ou 8,= 0 est la base canonique de M3 ; (R).
1

; | (0
1]=1{0]+0 +-l0
= 0 2\1
(1) 1 0 1/0
1]=0{0]+1{1 +§ 0
> 0 0 1

1 10 1 1 0 11

Donc, M = matg B= 0 (1) } .Alors, det(M) = 0 (1] 11_ ——|1 1 =§¢0.Donc,matBOBestinversible.J’endéduisqueBest
1 - - 1 = = 2
2 2 2

une base de M ; (R) et alnSI H®K = M;;(R).
Soit E = {u € RV/Vn € N, Uy 3 = 3Upsq + 2uy}, F = {u € RN/Vn € N, upy 5 + 2Up4q + U, = 0} et G lensemble des suites
géomeétriques de raison 2.
a. Montrer que E estun R-e-v.
b. Montrer que F estun plan vectoriel de E et G est une droite vectorielle de E.
e. Prouver que F et G sont supplémentaires dans E. En déduire une famille génératrice de E.
d. Sil’on définissait une équation caractéristique de E , quelle serait-elle ? Quelles seraient ses solutions ? Est-ce cohérent avec
le résultat de la question 3. et le cours sur les suites récurrentes d’ordre 2 ?
a. Montrons que E est un ss-e-vde RV.
° E c RN,
e  w lasuite nulle est éléments de E car Vn, wy43 — 3wp41 — 20, = 0—3.0 — 2.0 = 0.
e Soituetwvdeuxéléments de E et a et b deux réels. Montrons que au + bv € E.

vn, (au + bv) 3 — 3(au + bv), 1 — 2(au + bv), = auyyz + bv,y3 — 3aupyy — 3bvyy, — 2au, — 2bv, = a (un+3 —3Upyo — Zun> +

=0 car u€E

b (vn+3 —3Vp4n — 2vn> = 0.Donc, au+bv EE.
=0 car vEE
J’en conclus que E est un ss-e-vde RN, Et par conséquent, E estun R — e — v.

b. Toutd’abord, montrons que F et G sontinclus dans E.
Soitu € F. Alors, Vn € N,up 5 + 2uy 41 + u, = 0. Donc, Vn € N, uy, 43 + 2uUp4, + Uy = 0; alors,

Untz — Gunsr + 2Up) = —2Upiz — Unyr — Gupgr + 2Uy) = —2uUpyp — 4y — 2uy = (—2) (un+2 + 2upyg + un) = 0.Donc,u € E.
=0
Ainsi, F C E.
Soitu € G. Alors, Vn € N,u,, = ug2™. Donc, Vn € N, U3 — Bupeq + 2Uy) = 1p2"™ 3 — 342" — 21y2" = (8 — 6 — 2)uy2™ = 0. Donc, u € E.
Ainsi, G C E.
Montrons que dimF = 2 etdimG = 1.



G = {ug2™uy réel}=vect((2™)nen). Comme (2™),,ey N’est pas la suite nulle ( la famille ((2™),en) est donc libre) , G est la droite
vectorielle de E engendrée par (2™),,ey €t dimG = 1.
F est ' ensemble des suites récurrentes d' ordre 2 vérifiant: Vn € N, u,,, + 2u,44 +u, = 0.
Posons (e.c):7%2 + 2r + 1 = (r + 1)?> = 0. Donc 1, = —1 est solution double de (e. c). Alors les suites éléments de F sont toutes les
suites de la forme ((an + b)(—1)™),cn telles que a, b réels.
Autrement dit, F = {((an + b)(—l)")nEN /a,bréels} = {a(m(=1)")eny + b((—1)™)pnen /a, b réels}.
Donc, F = vect(n(—1)™)pen, (1™ pen ). Vérifions que (n(—1)™)pen, ((F1)™)nen ) est libre.

a((=1DMnen + (=1 e = Qe = V1 € N, (an +b) (1" =0 = {_ (ab+ b;’i?’of’?;:ur » =
Donc (M(—=1)")pen, ((F1)™)nen ) estlibrei.e. (n(—=1)™)peny et ((—1)™),en Ne sont pas colinéaires. J’en déduis que F est le plan
vectoriel de E engendré par (n(—1)™)pen, ((F1)")pen ) et dimF = 2.

c. Montrons que toute suite de E s’écrit de maniére unigue comme une suite de F et une suite de G.

Prenons donc une suite u de E quelconque. Et cherchons une suite v de F et une suite w de G tellesqueu = v + w.
Analyse : supposons que de telles suites v et w existent.

a=b=0.

wy, = c2™
Alorsil existe a, b, c réels telsque : Vn € N, v, = (an+ b)(—1)"
Uy = Uy +wy, = (an+ b)(—1)™ + 2™
b+c=u b+c=u, b+c=u
En particulier, {—a — b+ 2c = uy. Donc, {—b + 8¢ = 2u; +u,.Donc, {90 = 2u4 + uy + uy. Donc,
2a+b+4c=u, 2a+b+4c=u, 2a+b+4c=u,
b =u0—§[u0 + 2uy + uy) =§[8u0—2u1—u2]

1
¢ =5 uo + 2uy +u,]
1 1 4 1[-12 6 6 1
a= E[uz — 5 [Buo — 2uy —up] = S lup + 2uy + uz]] = E[Tuo —5W +5u2] =3[—2up —us +uy]
Donc si de telles suites v et w existent alors elle sont uniques etvalent: vn € N,

wy, = 2™ = ;[uo +2u; + uy 2™ et v, = (§ [—2uy — uy + uzln +%[8u0 —2uy — uz]) (D™
Synthése : Posons Vn € N, w,, = %[uo + 2u; + uy)2" et v, = (§ [—2ug — uy + uyln + é [Bug — 2u; — uz]) (™.

Alors, de maniére évidente ,w € G et v € F. Montronsque v +w = u.
Posonsh=v +w.

( h0=U0+W0=$[u0+2u1+u2]+$[8u0—2u1—u2]=uo
Alors{ hy =v; +wy = —i[—Zuo—ul + u,) —§[8u0 — 22Uy — Uy +§[u0 +2u; +uy] = u; .Deplus

hy =v, +w, = i[—ZuO —uy +uyl2 +%[8u0 = 2uy — Uy +§[u0 +2u; +up] = uy
vn €N, hyiz — Bhyyr + 2hy) = Wyiz — BWyyq + 2wWy) + vpys — (Bupyy + 21)
> 8vy — 6V — 2Un — (2Un42 + Uns1) — Bunis + 2uy)
car w est
géométrique

deraison 2
et vVEF

= [2(—2up41 — up) + Uny1] — Gupyy +2uy) = 0.
cdr
VEF

Donc h vérifie la méme relation de récurrence que u. Montrons par récurrence triple, surnque vn € N, h,, = u,,.
Init°: hg = ug, hy = uy et hy = u,.
PropagP : Soit un entier naturel n . Supposons que h,, = Uy, hyy1 = Upyq €t hy—y = Upy,. Alors,
vn € N, hyys = (Bhnyt + 2hy) = Bupgg + 2up) = upys.
CCL°:Vvn € N,u,, = h,par le théoréme de récurrence triple.
Ainsi, Vn € N,u, = v, + w,.
J’en conclus que v et w conviennent et d’aprés ’analyse, sont les seules suites qui conviennent.
Ainsi, toute suite de E s’écrit de maniere unigue comme somme d’une suite de F et d’une suite de G. J’en conclus que usque E = F @
G.
Par conséquent, la concaténation d’une base de F et d’une base de G est une base de E. J’en déduis que la famille
(n(=1D)")nen, (1D™)nen ), (2")nen ) estune base de E.
d. L’équation caractéristique de E serait: 73 —3r — 2 = 0.
or,73—=3r—2=(r—2)(r + 1)%: 2 est sol° simple et —1 solution double de cette équation caractéristique. Donc en étendant le
théoreme sur les suites récurrentes linéaires d’ordre 2 aux suites récurrentes linéaires d’ordre 3, on obtient que les suites de E sont les
suites de la forme (an + b)(—1)™ + c(2™) ), en telles que a, b, ¢ réels. Cela signifie que la famille (M(—1)")pen, (1) nen ), 2™ nen )
est génératrice de E.



