
EXERCICES soutien et colle 24-25-26  (*exercices plus ou moins traités en classe,** certaines questions sont plus théoriques ou astucieux)  
Ex1* Soit  𝐻 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ ℝ4/𝑥 + 2𝑡 = 𝑧 − 𝑦} et 𝐺 = {(𝑎, 𝑏, 3𝑎, 𝑎 + 𝑏))/𝑎, 𝑏 𝑟é𝑒𝑙𝑠} 

1. Montrer que  𝐻 et 𝐺 sont deux ss-e-v de ℝ4. Déterminer la dimension de chacun de ces espaces. 
2. Déterminer une base de 𝐻 ∩ 𝐺 et une base de 𝐻 + 𝐺.  
3. 𝐻 et 𝐺 sont-ils supplémentaires dans ℝ4 ?  
4. Déterminer un supplémentaire de 𝐻 dans ℝ4. 

Ex2* Déterminer une base de 𝐹 = {𝑢 ∈ ℝℕ/∀𝑛, 𝑢𝑛+2 + 2𝑢𝑛+1 + 2𝑢𝑛 = 0} et une base de 
 𝐺 = {𝑓 ∈ 𝐷2(ℝ, ℝ) /∀𝑥, 𝑓′′(𝑥) + 2𝑓′(𝑥) + 2𝑓(𝑥) = 0}.  

Ex3*Soit 𝐸 un K-e-v de dimension 4 muni de la base 𝐵 = (𝑖, 𝑗, 𝑘⃗⃗, 𝑠).  

Soit 𝐹 = {𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧𝑘⃗⃗ + 𝑡𝑠/𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 ∈ 𝐾 𝑒𝑡 𝑥 + 𝑦 = 𝑧 + 𝑡} et 𝐺 =vect(𝑖 + 2𝑗, 3𝑖 − 𝑗).   
a. Justifier que 𝐺 est un ss-e-v de 𝐸 et déterminer une base de 𝐺. Faire de même pour 𝐹.  
b. Montrer que 𝐹 et 𝐺 sont supplémentaires dans 𝐸.   
c. Trouver un autre supplémentaire de 𝐹 dans 𝐸.  
d. Compléter 𝐺 = {𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧𝑘⃗⃗ + 𝑡𝑠/𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 ∈ 𝐾 𝑒𝑡 … . . } 

Soit 𝑎⃗, 𝑏⃗⃗, 𝑐, 𝑑 trois vecteurs de 𝐸 tels que 𝑚𝑎𝑡𝐵(𝑎⃗, 𝑏⃗⃗, 𝑐, 𝑑) = (
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) où (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ 𝐾4. 

e. Exprimer 𝑎⃗, 𝑏⃗⃗, 𝑐 , 𝑑 en fonction de 𝑖, 𝑗, 𝑘⃗⃗ 𝑒𝑡 𝑠.  
f. 𝐻 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ 𝐾4/(𝑎⃗, 𝑏⃗⃗, 𝑐, 𝑑) est une famille libre} est -il un ss-e-v de 𝐾4? 

Ex4* Soit  𝐹 = {𝑃 ∈ ℝ3[𝑋]/2𝑃(1) = 𝑃′′(0)} et  𝐺 = {(𝑋 − 3)𝑃/𝑃 ∈ ℝ2[𝑋]} 
1. Montrer que 𝐹 =vect(𝑋 − 1, 𝑋3 − 1, 𝑋2). 
2. Montrer que 𝐺 est un ss-e-v de ℝ3[𝑋] et déterminer la dimension de 𝐺.  
3. 𝐹 et 𝐺 sont-il supplémentaires dans ℝ2[𝑋] ?  
4. Trouver un supplémentaire 𝐻 de 𝐹 et de 𝐺.  
Ex5 **Soit 𝑎 et 𝑏 deux réels distincts et  𝐹 l’ensemble des polynômes de ℝ4[𝑋] qui admettent 𝑎 et 𝑏 comme racines.  
1. Montrer que 𝐹 est un ss-e-v de ℝ4[𝑋] et donner sa dimension .   
2. Trouver une supplémentaire de 𝐹 dans ℝ4[𝑋]. 
Ex6* Soit 𝐴 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1,2,3)  et 𝐹 = {𝑀 ∈ 𝑀3(ℝ)/𝐴𝑀 = 𝑀𝐴} et 𝐺 = {𝑀 ∈ 𝑀3(ℝ)/𝑡𝑟(𝑀) = 0}.  
1. Montrer que 𝐹 est un ss-e-v de 𝑀3(ℝ) et trouver sa dimension.  Faire de même pour 𝐺.  
2. Déterminer une base de 𝐹 + 𝐺 et une base de 𝐹 ∩ 𝐺.  
3. Trouver un supplémentaire de 𝐺 dans 𝑀3(ℝ).  

Ex7** 𝐻 l’ensemble des fonctions continues sur [−1; 1]  et affines  sur [−1, 0] et affines sur [0,1].  
1. Montrer que 𝐻 est un ss-e-v de 𝐶0([−1,1], ℝ) de dimension finie. 
2. Soit 𝐺 = {𝑓 ∈  𝐶0([−1,1], ℝ)/ 𝑓(0) = 𝑓(−1) = 𝑓(1) = 0}. Montrer que 𝐹 ⊕ 𝐺 = 𝐶0([−1,1], ℝ).  
Ex8**Soit 𝑛 ∈ ℕ\{0,1} 𝑒𝑡 L  = (𝑢⃗⃗𝑖)𝑖=1..𝑛une famille libre de vecteur d’un 𝐾- espace vectoriel 𝐸.  
1. Etudier la liberté de la famille F   =(𝑢⃗⃗1 + 𝑢⃗⃗2, 𝑢⃗⃗2 + 𝑢⃗⃗3, . . , 𝑢⃗⃗𝑛−1 + 𝑢⃗⃗𝑛 , 𝑢⃗⃗1 + 𝑢⃗⃗𝑛) .  
2. Soit 𝑝 ∈ ⟦1, 𝑛 − 1⟧. Justifier que 𝑣𝑒𝑐𝑡( 𝑢⃗⃗1, . . , 𝑢⃗⃗𝑝)  𝑒𝑡 𝑣𝑒𝑐𝑡( 𝑢⃗⃗𝑝+1, . . , 𝑢⃗⃗𝑛) sont en somme directe.  
3. Soit 𝐹 et 𝐺 deux ss-e-v de 𝐸 tels que : 𝐹⨁𝐺=𝐸 et 𝐺 = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑢⃗⃗1, 𝑢⃗⃗2, … , 𝑢⃗⃗𝑝).Soit 𝑎⃗ ∈ 𝐹 et  𝐺𝑎⃗⃗ = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑎⃗ + 𝑢⃗⃗1, 𝑎⃗+𝑢⃗⃗2, . . , 𝑎⃗ + 𝑢⃗⃗𝑝).  

a. Montrer que 𝐺𝑎  et 𝐹 sont supplémentaires dans 𝐸.   
b. Justifier que 𝐺𝑎  est de dimension finie et déterminer sa dimension.  

4. Ici  𝐸 est de dimension finie 𝑝, de base B = (𝑒𝑖)𝑖=1..𝑝. On pose : ∀𝑖 ∈ ⟦1, 𝑝 − 1⟧, 𝜀𝑖⃗⃗⃗ = 𝑒𝑖 − (𝑒𝑖+1 + 𝑒𝑖+2+. . +𝑒𝑝) et 𝜀𝑝⃗⃗ ⃗⃗ =

𝑒𝑝⃗⃗⃗⃗⃗ . Montrer que B  ′ = (𝜀𝑖⃗⃗⃗)𝑖=1..𝑝est une base de 𝐸  . Soit 𝑥⃗ ∈ 𝐸. Exprimer les composantes de 𝑥⃗ dans la base B ′ en 
fonction les composantes de 𝑥⃗ dans 𝐵. 

Ex9* 𝐸 = ℝ𝑛 , U = (1,1, . . ,1,1) ∈ ℝ𝑛   et 𝐹 = 𝑣𝑒𝑐𝑡(U)et 𝐺 = {(𝑥1, 𝑥2, . . , 𝑥𝑛) ℝ𝑛/ ∑ 𝑥𝑘
𝑛
𝑘=1 = 0} . Justifier que 𝐹 et 𝐺 sont des 

ss-e-v de 𝐸 et déterminer leur dimension. Montrer que 𝐹 𝑒𝑡 𝐺 sont supplémentaires dans 𝐸 . 
Ex 10**Soit 𝐹 = {(𝑥 ↦ 𝑎𝑐ℎ(𝑥) + 𝑏𝑠ℎ(𝑥))/ (𝑎, 𝑏) ∈ ℝ²} et 𝐺 = {𝑓 ∈ 𝐷(ℝ, ℝ}/𝑓(0) = 𝑓′(0) = 0}.  
1. Montrer que 𝐹 et 𝐺 sont deux ss-e-v de 𝐷(ℝ, ℝ). Déterminer la dimension de 𝐹. 
2. Montrer que 𝐹 et 𝐺 sont supplémentaires dans 𝐷(ℝ, ℝ). En déduire la dimension de 𝐺.  
3. Décomposer 𝑒𝑥𝑝 puis 𝑐𝑜𝑠 dans cette somme directe. 
4. Donner un plan vectoriel de 𝐷(ℝ, ℝ) qui n’est pas supplémentaire de 𝐺 dans 𝐷(ℝ, ℝ).   

5. ∀𝑘 ∈ ℕ∗, 𝑓𝑘: 𝑡 ↦ {𝑒
−

𝑘

𝑡2 𝑠𝑖 𝑡 ≠ 0
0 𝑠𝑖 𝑡 = 0

. Montrer que∀𝑛 ∈ ℕ, (𝑓0, 𝑓1, … , 𝑓𝑛) est une famille libre de vecteurs de 𝑮. Qu’en déduit-

on à nouveau sur 𝐺 ?  

Ex11* Soit , 𝑓0 = 2, 𝑓1 : (𝑥 ↦ ln(3𝑥)), 𝑓2: (𝑥 ↦
1

𝑥
) , 𝑓3 : (𝑥 ↦ ln(9𝑥)), 𝑓4 : (𝑥 ↦

1

x2+𝑥
) , 𝑓5 : (𝑥 ↦

1

x+1
) , 𝑓6 : (𝑥 ↦

ln (x)

x
).    

Déterminer 𝑟𝑔( 𝑓0,𝑓1, 𝑓2, 𝑓3,𝑓4, 𝑓5, 𝑓6) .  
Ex 12* Soit 𝑛 ∈ ℕ. On pose 𝑓𝑘: (𝑡 ↦ 𝑒𝑘𝑡) .Montrer que (𝑓0, 𝑓1, … , 𝑓𝑛) est libre.  

Ex13** ∀𝑎 ∈ ℝ, 𝜑𝑎: (𝑥 → {
1 𝑠𝑖 𝑥 = 𝑎
0 𝑠𝑖 𝑥 ≠ 𝑎

). Soit 𝐼 un intervalle de ℝ. Montrer que la famille (𝜑𝑎)𝑎∈𝐼  est libre dans F  (ℝ, ℝ). 
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