CORRIGE des EXERCICES soutien et colle 24-25-26

(*exercices plus ou moins traités en classe,** certaines questions sont plus théoriques ou astucieuses)

Ex1*Soit H = {(x,y,2z,t) ER*/x + 2t =z — y}etG = {(a, b,3a,a + b))/a,b réels}
1. Montrer que H et G sont deux ss-e-v de R*. Déterminer la dimension de chacun de ces espaces.
2. Déterminer une basede H N G etune basede H + G.
3. H et G sont-ils supplémentaires dans R* ?
4. Déterminer un supplémentaire de H dans R*.

1. H={(z—y—2t,y,zt)/y z tréels}={(z0,z,0) + (—y,y,0,0) + (—2t,0,0,t)/ x,y, t réels}
H=1{z(1,0,1,0) + y(—1,1,0,0) + t(—2,0,0,1)/ x, y, t réels}
H = vect((1,0,1,0), (—1,1,0,0), (—2,0,0,1)).
Comme (1,0,1,0), (—1,1,0,0), (—2,0,0,1) sont des vecteurs de R*, H est le ss-e-v de ]R{‘*engendré par ces 3 vecteurs.
Comme la famille .~ = ((1,0,1,0), (—1,1,0,0), (—2,0,0,1)) est échelonnée en zéro ( par la droite) , cette famille est libre
et, finalement, .~ est une base de H. Ainsi, dimH = card 7= 3.
G ={(a,b,3a,a + b))/a,bréels} = {(a,0,3a,a) + (0,b,0,b)/a,b réels} = {a(1,0,3,1) + b(0,1,0,1)/a, b réels}
G = vect((1,0,3,1),(0,1,0,1)).
Comme (1,0,3,1), (0,1,0,1)sont des vecteurs de R*, G est le ss-e-v de R*engendré par ces 2 vecteurs.
Comme les deux vecteurs (1,0,3,1) et (0,1,0,1)ne sont clairement pas colinéaires, lafamille ~ = ((1,0,3,1),(0,1,0,1))
est libre et, finalement, ~ estune base de G. Ainsi, dimG = card o = 2.

2. HNnG = {(a, b,3a,a + b))/a,b réelseta+ 2(a+ b) = 3a — b}={(a, b,3a,a + b))/a,b réels etbh = 0}
Hn G ={(a, 03aa))/aréel}=vect((1,0,3,1)).
Comme (1,0,3,1) n’est pas le vecteur nul, ((1,0,3,1)) estlibre et H N G est la droite vectorielle engendrée par ce
vecteur (1,0,3,1) etdimH N G = 1. Alors Grassmann assure que dim (H + G) = dimH + dimG —dimH NG =4 =
dimR*. Comme H + G est un ss-e-v de R*, j’en déduis que H + G = R*. Ainsi, la base canonique .7, de R*estune
basede H+ G ou ., = ((1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)).

3. Commedim(HNG)#0ie. HNG #{(0,0,0,0)}, H et G ne sont pas supplémentaires dans R*.

4. D’apres le cours, comme R* est de dimension finie, H admet au moins un supplémentaire dans R*et tout
supplémentaire F de H dans R* vérifie dimF = dimR* — dimH = 1. Complétons donc la base .~ de H par un vecteur
de .~ bien choisi pour obtenir une nouvelle base de R*.
Comme ((1,0,1,0), (—1,1,0,0), (—2,0,0,1), (1,0,0,0)) est une famille de vecteurs de R*, échelonnée en zéro donc libre
et de cardinal 4, il s’agit donc d’une base de R*. Alors le théoréme de caractérisation de ss-e-v supplémentaires par
concaténation des bases assure que F = vect((1,0,0,0)) est un supplémentaire de H dans R*.

Soit E un K-e-v de dimension 4 et . # (=7, , k, $) une base de E.

Soit F = {xT+ y] + zk + t3/x,y,z,t € Ketx+y =z +tetx = 2t + y} et G =vect(l + 2],37 — ).
a. Justifier que G est un ss-e-v de E et déterminer une base de G. Faire de méme pour F.

b. Montrer que F et G sont supplémentaires dans E.
c. Trouver un autre supplémentaire de F dans E.

d. Compléter G = {xi + yj + zk + t3/x,y,z,t €K et .....}

14+x b X X
Soit @, b, ¢, d trois vecteurs de E tels que M = matB(&, b,¢c, (Z) = 321 A -;y 1 1 . yZ ou (x,y,z,t) € K*.
t t t 1+t

e. Exprimerd, b,2,d enfonction de 1,7, ket3.
f. H={(xyzt) € K*/(db,Zd) estune famille libre} est -il un ss-e-v de K*?
a. G =vect(l+ 2j,3T—)). Comme 7+ 2J,37 — J sont des vecteurs de E, G est le ss-e-v de E engendré par la famille
‘v =(+2J,37T— ). .De plus, prenons a et b dans K ; alors, a(@+ 2]) +b(37—]) =0, < (a + 3b)I+ (2a — b)j =
OE@{;a—I_—sZ:g@{Z:g'
dimG=card ¢ = 2.

Donc la famille & =(7 + 2J,37 —J) est libre et © est finalement une base de G. Donc,

2t+y+y=z+t
x=2t+y

= {Qt+ YT+ yj+ {t+ 20k +t5/y,t €K ={y([T+]+2k)+t(2i+k+35)/y,t €K}
= vect ((?+f+ ZE), (2?+ k+ 5))

On peut alors conclure de la méme maniére que G que F estun ss-e-vdeE et .7 = ((1+] + 2k), (21 + k + 5))

F={xf+y]+z%+t§/x,y,z,t EKet{

N oL s = 2
}:{xl+y]+zk+ts/x,y,z,t EKet{Z £+ y}

x=2t+y

estune base de F etdimF = 2.

b. Utilisons la caractérisation par concaténation des bases : notons .~ =(T+ 2J,3T — J, T+ + 2k, 20+ k + §). la
concaténationde ~ et. 7 etP = mat ,.~* Alors



1 3 1 2 1 3 1 2 7 3 1 2
2 =110 _{2 -1 1 0]_f0 -1 1 0]__ . :

P= 0 0 2 1[Aors det(P) = oo 2 11=lo o 2 17 14. Donc P estinversible et par
0 0 01 00 01 00 01

conséquent, .~ ‘ estune base de E. J’en déduisque F @ G = E.

c. Complétons la famille libre . “par deux vecteurs bien choisis de .=~ pour obtenir une nouvelle base de E.
1 2 0 1 1 2 0 1

SoitQ =mat (i+j+2k2+k+5k, D=5 { { 0]~

01 0 0
échelonnées en zéro, forment une famille libre donc rg(Q") = 4 et par conséquent, rg(Q) = 4. Ainsi, Q est inversible et (

1 0 0 0)_ 4
011 01° Q'. Les colonnes de Q’ étant
01 0 O

T+7+ 2k, 2T+ k+ 3.k, 7) est une nouvelle base de E, Alors le théoréme de caractérisation des supplémentaires par

concaténation des bases assure que H = vect(E , ) estun supplémentaire de F dans E. Comme k & G (puisque’il est

impossible d’écrire k comme combinaison linéaire de Tet ] donc de T+ 2jet3i—J),H # G.

d. G =vect(i+2],31—J) = vect(7%,37 — ) = vect(i, 37 — J) = vect(i, —]) = vect(i,]) == {xT + y] + zk + t3/x,y,2z,t €
Ketz=t=0}

e. d=(x+1Di+y]+zk+ts

b =xi+ (1+y)j+zk +t3

C=xT+y/+ (1 +2)k+1t3

d=xi+y]+zk+ (1+ )3

f. H={(xyz¢t)€K*/(dDb,¢d)libre}= ((x,y,2,t) € K*/(@,b,¢ d) base de E}

car card(&t’g,c', d)=dimE
14+x X X X
_ gl y 1+y ¥y vy
H z {(x,y,z,t) € K*/ > 2 142 z * 0}.
car card(@,b,c,d)=dimE t t ¢ 1+t
14+x X X X 1+x+y+z+t 1+x+y+z+t 1+x+y+z+tl+x+y+z+t
or| ¥y 1ty vy ¥y |_ y I+y y y
'l oz z 1+z <2 z z 1+z z
t t t 1+t t t t 1+t
1 1 1 1 1 0 0 0
_ y 1+y 'y oy |_ y 1 .00
=A+x+y+z+O)f ~ 147 'z =Q+x+ty+z+0)f) 0 10
t t t 1+t t 0 01

=(1+x+y+z+1t)
Donc, H = {(x,y,z,t) EK*/1+x+y+z+t =0}
Alors H n’est pas stable par multiplication externe car (1,1,1,1) € H mais (— %) (1,1,1,1) € H. Donc H n’est pas un ss-

e-vde R*.

Ex11* Soit, fy = 2, f; : (x » In(3x)), f>: (x » i) 3 (> In(9x)), fo : (x - ﬁ),fs :(x - ;11)']% : (x - @)
Determiner rg( fo,f1, f2, f3.fa fs f6) -

Notons ./ = ( fy f1, f2 fa.fa f5, f6)- -/ estune famille de vecteur de C*(R**, R).

Dapres le cours, rg( fo f1. f2, f3.fa f5, f6) = dim(vect (fo fu, o, f3.fa fs) f6))-

Cherchons une base de F = vect ( f, f1, f2, f3.f4. f5, fs) pour connaitre la dimension de X

(fo.f1, f2, [3.fa f5: f6) est génératrice de F. Etudions les relations de dépendance linéaire entre les vecteurs de cette famille.
vx € R**,In(9x) = In(3) + InG3x) =22 2 + 1.In (3x). Donc f; =22 £, + 1.£, +0.f, + 0.fs + 0. f.
1 1 1 1

2 2
e~ = — = = —_
Vx € R™, —— 20D D" Donc,fy =f, —fs+0.fo+0.f; +0.f.

-
décomposition
en éléments
simples
Dong, f3 et f, sont combinaisons linéaires de fy, f1, f2, fs, fe. Par conséquent, F = vect (fy f1, f2, f5, f6)-

Montrons que (fy f1, f2, f5, f6) est libre.
Soit Ay, 41,43, 15, Ag des réels tels que Ay fo + A1 f1 + Ao fs + Asfs + Aefs = .

Donc ¥t > 0,21 + AyIn (3t) + 22 + 22 4 2220 = g (1),

(1)

20 siA; =0
Alors0 = lim @(t) ={+o0 si 1; > 0. Donc nécessairement, 1, = 4; = 0. Alors, (*x) devient :
car p=w fote —oosid >0
As | Agln(t) _

vt > 0,/1?2 ot 0 (**).Donc, en multipliant par t, (x*) devient Vt > 0,1, + lsi + A In(t) =0 (*x).

() (b




2.2 + 2.5 Si A’G = 0
Comme L~+m£ =1, lim )lsL =As.Alors0 = lim ¢@(t) ={ +oosid; >0 .Doncnécessairement, 1, = 0 et
t+1 t t—>+o t+1 “ t—+o0 .
car p=w —oosid; >0
Ay + A5 = 0. Alors, (++) devient: ¥t > 0,1, — 4, —— = 0 (++).i.e ¥t > 0,1, —— =0 (+).Enévaluanten t = 1,°2 = 0donc
A, = 0 puis A5 = 0.
Ainsi, (fo f1, f2, fs, f5) est libre. Et par suite, (fy fi, f2, fs, f5) est une base de F. Ainsi, 7g( fo fi, fo, 3 far f5, fo) = dim(F) = 5.
Ex 12* Soit n € N. On pose f;: (t = e*t) .Montrer que (fy, f1, .-, f,,) est libre.
Soit Ay, ..., A, des réels tels que Ao fy + A1 f; + -+ 4./, = .
DoncVt € R,Ag + A et + -+ A,e™ = 0 (*x).
1% méthode : Posons P(X) = 4 + 4, X + -+ + 4,X™ € R[X]. Alors () s’écrit: Vt € R, P(e’) = 0. Ainsi tout réel de la
forme e‘telle que t € R, estrécine de P; Comme {ef/ t € R} = R*™*, P admet tous les réels strictement positifs comme
racines. Ainsi, P a une infinité de racines et par conséquent, P est le polyndme nul. Donc tous les coefficients de P sont
I’]ulS i.e. AO = 2.1 =...= An = 0.
2éme méthode : En multipliant () par e ™, (+*) devient Vt € R, dge™t + 1,et™™t + .o+ 1, _je7t + 4, = 0.
o)

= lim ¢(t) = A,.Et(+x) devient: Vt € R, Ay + A8t + -+ A,_;e® Dt = 0 (*x). En multipliant (+*)

car\};:w toeo car ‘\71{>0,
tli-ri-nooe_ktzo
pare” Dt (xx) devientVt € R, Age ¢ + 1,60 ™t 4.4 1, et +1,_, = 0.Alors, 0 = lim ¢(®) = Ap_1-
o(t) car p=w oo car Yk>0,
lim e~kt=0
t—+00

t
t+1

Alors, 0

Enitérant ce procédé, on montre que 4; =...= 1, = 0. Ala derniére étape, (**) donne directement Vt € R, 1, = 0 (**).

Ainsi, Ay =4, =...= 1, = 0.

Ex13x* Soit I un intervalle de R et Va € I, @,: (x - {1 Stx=a
Osix+#a

Cette famille est infinie. On va donc montrer que toute famille finie et extraite de .~/ est libre.

).Montrer que la famille . /= (¢,)q¢; est libre.

Soitn € N* etay, ..., a, des réels de I distincts. Montrons que . 4, = ((pal, Pay,. (pan) est libre.

SoitAy,..., A, desréels tels que 4@y, + 41 @q, +* + @y, = ©.
Donc Vt € R, A;¢,, (£) + 22904, () + - + Ap@q, (£) = 0 (*x).
Soit k € [1,n]. Evaluant (x*) en t = ay, j'obtiens : 4; @4, (ay) + A, g, (ar) + -+ A @g, (ax) + -+ + 1 @q, (ar) = 0 et par

=0 =0 =1 =0
conséquent, A; = 0. Ainsi, 4; =...= 1, = 0..74,est donc libre. J’'en conclus que ./ est libre.

Ex4* Soit F = {P € R;[X]/2P(1) = P"(0)} et G = {(X — 3)P/P € R,[X]}
1. Montrerque F =vect(X — 1,X3 — 1,X?).
2. Montrer que G est un ss-e-vde R3[X] et déterminer la dimension de G.
3. F et sont-il supplémentaires dans R;[X].
4. Trouver un supplémentaire H commun a F et a G dans R5[X].
1. F={P e R4[X]/2P(1) = P"(0)} = {a+ bX + cX?> +dX3/a,b,c,dréelset 2(a+ b+ c+d) = 2¢}
= {a+bX +cX?+dX3/a,b,c,dréelsetd = —a — b}
= {a+bX +cX?+ (—a—b)X3/b,c,d réels }
= {a(1 —X3) +b(X — X3) + cX?/b,c,d réels }
= vect(1 - XX — X3 X?) ) Or muktipbie pan -1 Lo premien uectewr
=vect(X3 —1,X — X3,X?)
=vect(X®>—-1,X—-1,X%)
Comme la famille (X3 — 1, X — 1, X?) est une famille échelonnée en degré de vecteurs de R;[X], elle est libre dans R;[X]
etainsi, F est le ss-e-vde R;[X] debase. = (X3 — 1,X — 1,X?). Ainsi, dim (F) = 3.
2. G={(X—-3)P/PeR,X]} ={(X —3)(a+bX+cX?)/a,b,créels}
={a(X —3) + bX(X — 3) + cX*(X — 3)/a, b, c réels} = vect((X — 3),X(X — 3), X*(X — 3)).
Comme la famille( (X — 3), X(X — 3), X2(X — 3)) est une famille échelonnée en degré de vecteurs de R;[X], elle est libre
dans R;[X] et ainsi, G est le ss-e-vde R;[X] de base = ((X — 3),X(X — 3),X%(X — 3)). Ainsi, dim (G) = 3.

3. dimF + dimG = 6 #+ 4 = dimR;[X]. Donc F et G ne sont pas supplémentaires dans R;[X].

4. Llesfamilles (X3 —1,X—1,X2,1) et ((X —3),X(X —3),X?(X — 3),1) sont des familles échelonnées en degré de
vecteurs de R;[X], elles sont donc libres dans R;[X]. De plus, ces familles sont de cardinal 4 égal a dimR;[X].Ainsi,
X®-1,X-1,X%1) et ((X —3),X(X —3),X%(X — 3),1)sont des bases de Ry[X]. J’en déduis par le théoreme de
caractérisation des supplémentaires par concaténation des bases que H = vect(1)(= Ry[X]) est un supplémentaire
commun a F et G dans R;[X].



Ex5 **Soit a et b deux réels distincts et F 'ensemble des polynémes de R,[X] qui admettent a et b comme racines.
1. Montrer que F est un ss-e-vde R,[X] et donner sa dimension .

2. Trouver une supplémentaire de F dans R,[X].
1. F = {X-a&-b)QX)/Q € Ry[X]} = {(X — a)(X — b)(u + vX + wX?)/Q € Ry[X]}

caraetb
sont distincts

={fuX—-a)X —-b)+vX(X —a)(X —b) + wX2(X —a)(X — b)/Q € R,[X]}
=vect((X —a)(X — b),X(X — a)(X — b), X?(X — a)(X — b)).

Comme la famille( (X — a)(X — b),X(X — a) (X — b), X?(X — a)(X — b)) est une famille échelonnée en degré de vecteurs
de R,[X], elle est libre dans R,[X] et ainsi, F est le ss-e-vde R3[X] de base. /= (X —a)(X — b),X(X —a)(X — b), X?>(X —
a)(X — b)Ainsi, dim (F) = 3.

2. Lesfamilles (X —a)(X — b),X(X —a)(X — b),X?(X — a)(X — b), 1, X )est une famille échelonnée en degré de
vecteurs de R,[X], elle est donc libre dans R,[X]. De plus, cette famille est de cardinal 5 égal a dimR,[X].Ainsi,
(X —a)(X = b),X(X —a)(X — b),X*(X — a)(X — b),1,X) estune base de R,[X]. ’en déduis par le théoréme de
caractérisation des supplémentaires par concaténation des bases que H = vect(1, X)(= R, [X]) est un supplémentaire
de F dans R, [X].

Ex6* Soit A = diag(1,2,3) etF = {M € M;(R)/AM = MA}etG = {M € M;(R)/tr(M) = 0}.
1. Montrer que F est un ss-e-v de M;(R) et trouver sa dimension. Faire de méme pour G.
2. Déterminerune basede F + G etune basede F N G.

3. Trouver un supplémentaire de G dans M3 (R).

a; by 1 0 0\/¢ b ¢ a, by ¢\/1 0 0
F = (az b, c2> € M;(R)/ (0 2 0) (az b, cz> = (az b, cz> (0 2 0) .
as; b; c3 0 0 3/ \az b; c3 as; by c3/\0 0 3

Q=0 a, quelconque
by = 2b, by =0
¢ =3¢ ;=0
1 0 0\/a4 by ¢ a, by c\/1 0 0 2a; = a, a,=0
Or, (0 2 0) (az b, C2> = (az b, C2> (0 2 0) & {2b, = 2b, & { b,quelconque
0 0 3/\as; by c a; by c3/\0 0 3 2c; =3¢, ;=0
3az; = az a; =0
3b; = 2b; b;=0
3¢3 = 3¢3 czquelconque
a 0 0 1 00 0 0 0 0 0 O
Dongc, F = {( 0 b, O ) /a4, by, cs réels} = {a; (0 0 0) + b, (0 1 0) +c3 (0 0 0) /aq, by, c5 réels}
0 0 ¢ 0 0O 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 O 0 0O
F=wvect||0 0 0],{0 1 0), 0 0 0]
0 0 0/ \0 0 O 0 0 1

1 0 O 0 0 0 0 0 O 0 0 O a 0 0 0 0 O
Et,a1<0 0 0>+b2<0 1 0>+c3<0 0 0>=<0 0 O><=><0 b, 0>=<0 0 0>=>a1=b2=c3=0
0 0 O 0 0 0 0 0 1 0 0 O 0 0 ¢ 0 0 O
1 0 0 0 0 O 0 0 O
Donc, ./ = (0 0 0),(0 1 0),(0 0 0) est une famille libre de vecteurs de M3 (R). J’en déduis que F est le
0 0 O 0 0 O 0 0 1
ss-e-v de M5 (R) de base . 7. Ainsi, dimF = 3.
a by o a; by o
G = {M € M3(R)/tr(M) =O}={<a b, >EM3(R) /ay + by +c3 =0}={<a2 b, C2)€M3(R) /a1 = —by — c3}.
b; ¢ as by ¢

o

as
bz_C3 b1 €1
{( c > az,a3,b2,c3,b1,cz,b3,c1réels]
1 1
0
O

-1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 00
G={b2<0 1 0>+C3<0 0 0>+b1 0 0>+C1 0 0 0)+b3<0 0 0)+C2<0 1]+
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 01 0 0 00

0 0 /a,,as, by, c3, by, Cy, bs, cyréels}.
0 0

0 0 1, /O 0 O 0 0 0y /0 0 O 0 00
,<0 0 0>,<0 0 0) ,(0 0 1),<1 0 0) ,<0 0 0)
0 0 0/ N0 1 O 0 0 0/ \0 0 O 1 00

=«
Z

0 0
0 0

0

1

0 -1 0 0 010
),(O 0 0),(0 0 0)

0 0 0 1 0 0 0

-1
G = vect (O

0

O = O
o




_bz - C3 bl C]_ 0 0 0
= ( az bz C2> = (0 0 0>
as b; c; 0 0 O

Sa,=a3=by,=c3=by=c,=b;=c¢c;, =0
Donc, ¢ estune famille libre de vecteurs de M5 (R). Ainsi, G est le ss-e-vde M;(R) de base ¢~ etdimG = 8.

a 0 0 aq 0 O
3. FnG= {( 0 b, 0>/a1,b2,c3 réelseta, + b, + c; = 0} = {( 0 b, 0>/a1, b,,c3réelseta; = —b, — c3}
0 0 c 0 0 c3
—b,—c; 0 O -1 0 0 -1 0 0
FNnG= {( 0 b, 0 ) /by, c5 réels} = vect ( 0 1 O),( 0 O 0> . Les deux matrices
0 0 ¢ 0 0 0/ \0 0 1

-1 0 O -1 0 O -1 0 0 /=1 0 O
0O 1 O0)Jet| 0 0 O]nesontclairementpascolinéaires. Donc, o 1 0J),] O 0 O est libre et

0 0 O 0 0 1 0 0 0 0 0 1
constitue une base de F N G. Ainsi, dim (F N G) = 2.
Alors Grassmann assure que dim(F + G) = dimF + dimG —dim(F N G) =3+ 8 — 2 = 9 = dim (M5(R)). Comme F + G
est un ss-e-vde M;(R), j’en conclus que F + G = M;(R) et la base canonique de M;(R) est une base de F + G.
4. Comme M;(R) est de dimension finie 9, G admet un supplémentaire dans M;(R) et tous les supplémentaires de
G dans M;(R) sont de dimension 1 (=9 — 8).

100
Complétons la base ‘¢ de G par le vecteur <0 0 0) bien choisi. Vérifions que cette famille ' augmentée est une

00 0
base de M;(R) :

1 0 0\ /-1 0 0 -1 0 O 010 0 0 1 0 0 O 0 0 O 0 0 0 0 0 O
o= (0 o o0J,l]0 1 0),{0 O 0), 0 0 0), 0o o o0),{O 0 O0)J,]O O 1/,|1 0],/0 0 O] |estune
0 0 0 0 0 0 0 01 0 0 O 0 0 0/ \0 1 O 0 0 O 0 0 0 1 00

famille de vecteurs de M3 (R) de cardinal 9. Et 7 "est libre car:

1 00 -1 0 0 -1 0 0 010 0 0 1 000 0 0 O 00 0 0 0 0 0 00
a(O 0 0)+b2<0 1 0)+C3<0 0 0>+b1<0 0 0)+C1(0 0 0>+b3(0 0 0>+CZ<0 0 1>+a2(1 0 0>+a3<0 0 0>=<0 0 0>
0 0 0 0 0 0 0 01 0 0 0 000 010 0 0 O 0 0 0 1 00 0 0 0

a — bz - C3 bl C]_ 0 0 O
= ( az bz CZ) B (0 0 O)
as by ¢ 0 0 O

Sa—-by,—c3;=0eta,=a3;=b,=c3=b;=c,=b;=¢c;,=0
e a= az=a3=b2=C3=b1=C2=b3=C1=0.
J’en déduis que ¢ "est une nouvelle base de M5(R) . Alors, par le théoréme de caractérisation des supplémentaires par

o

1 0 O
concaténation des bases que H = vect <0 0 0) est un supplémentaire de G dans R,[X].
0 0 O

Ex7** H ’ensemble des fonctions continues sur [—1; 1] et affines sur [—1, 0] et affines sur [0,1].

1. Montrer que H est un ss-e-v de C°([—1,1], R) de dimension finie.

2. SoitG ={f € C°([-1,1],R)/ f(0) = f(—1) = f(1) = 0}. Montrerque F @ G = C°([-1,1], R).
1. Soit f:[-1;1] = R.

f affine sur[—1,0] 3(a,b) e R3,Vx € [-1;0], f(x) =ax+ b
f affine sur [0,1] S 3(c,d) e RL,Vx € [0;1],f(x) =cx +d
f continue sur [—1; 1] car une fonction f continue en 0

af fine est continue
3(a,b) € R?, Vx € [-1;0], f(x) = ax + b 3(a,b) € R%,Vx € [-1;0], f(x) = ax + b
=4 Aed) eR%EVXE[0;1]Lf(x) =cx+d <1 3(c,d) € R?, vx € [0;1], f(x) = cx + d
lim £ (x) = lim f(x) = £(0) b=d
vx € [-1;0],f(x) =ax+b

< 3(a,b,c) € ]R{3,{ vx € [0;1], f(x) = cx + b

_ ax+bsix€[—1;0]) . }

0 six €[0;1] x six €[0;1]
u v
Comme u, v et w sont trois fonctions de C°([—1,1], R), H est un ss-e-v de C°([—1,1], R). Vérifions que (u, v, w)est libre :

H = a(x»—){XSL x € [_1;0])+b(xr—>{OSl x € [_1;0])+c(x ~ 1) /a,b,c réels ;= vect(u,v,w).
w



b =0 (pour x =0)
—a+b=0(pourx=-1) =>a=b=c=0.
c+b=0(pourx=1)

vx € [-1;0],f(x) =ax+b

Soita,b,créels.au + bv + cw = w =>{ vx € [0:1], f(x) = cx + b

Donc (u, v, w)est libre et, finalement, est une base de F. Donc dimF = 3.

2. SoitG = {f € C°(~L1, R)/f(0) = f(~1) = f(1) = O}.

0

G c C°([-1,1], R).
w: (x — 0) appartienta G carw € C°([-1,1], R)/w(0) = w(—1) = w(1) = 0.
Soit g et h deux éléments de G et a et 8 deux réels. Alors g, h € C°([—1,1], R)/ {‘Zggg _ ig:g _ g((ll)) Z g.
(ag + ph)(0) = ag(0) + ph(0) =0
Alors ag + Bh € C°([-1,1],R) et (ag + B)(1) = ag(1) + Bh(1) =0 .Donc, ag + Bh € G.

(ag +pR)(-1) = ag(-1) + ph(-1) =0
Montrerque F @ ¢ = C°([~1.1].R). Montrons que toute fonction de €°([—1,1], R) s’écrit de maniére unique comme
somme d’une fonction de F et d’'une fonction de G.

Prenons donc une fonction ¢ de C°([—1,1], R). Etcherchons f € Fet g € G tellesque ¢ = f + g.
( vxel-L1lew = f() + g(x)
Analyse : supposons que de telles fonctions f et g existent. Alors ifl(a b,c) € R3/f: <x - {ax +bsi x €[-10] ) .
T cx+ b six €[0;1]

g0)=g-D=91)=0

p(-D=f(-1)+g(-1)=-a+b a=¢0)—p(-1)
Alors, o) =f)+g(1)=c+b .Donc,{ ¢c=¢@(1)—¢@(0) .Alors
®0) =f(0)+g(0)=>b b= ¢(0)

(o (@0 = p(=1))x + ¢(0) si x € [-1;0] et g (2O = (00) = 9(=1))x + ¢(0)) si x € [-1;0]
Fifani (@(1) = @(0)x +p(0) six € [0;1] Jets =0 rie. (x| 9(0) = (p(1) = 9(0))x + (0) six € [0;1] )
Ainsi, si de telles fonctions f et g existent, alors elles sont uniques et valent :

sse - Soit -5 o {(@0) —0(=D)x +¢(0) si x €[~1;0] Ay o () = (9(0) = 9(=1)x + ¢(0)) si x € [-1;0]

Synthése : Sonf.(x { (@(1) — p(0))x + (0) six €[0;1] )etg. (x { 0G0 — (9(1) — 9 (0))x + @(0) six € [0;1] )
Alors, f € F (car f estcldeu,v,w) et

Vx € [~1;0, £ () + g(x) = (9(0) = p(=1))x + 9(0) + 9 () = ((9(0) = p(~1))x + ¢(0)) = ()
vx € [0;1], f(0) + g(x) = (9(1) — 9(0)x + 9(0) + ¢(x) — ((@(1) ~ 9(0))x + ¢(0)) = ¢ (x)
Donc,f+g=¢
Enfin, @ et f étantdans C°([—1,1],R),g = ¢ — f estaussidans C°([—1,1],R) ; de plus,

9(=1) = p(=1) = ((¢(0) = p(-1)(~1) + 9(0)) = 0

9 = o) — ((p() - 9@ +9(®) =0 -Donc, g €G-

9(0) = ¢(0) —p(0) =0
Ainsi, f et g conviennent et d’apres l’analyse, sont les seules qui conviennent. Donc la fonction ¢ ( quelconque dans

C°([—1,1], R)) s’écrit de maniére unique comme somme d’une fonction de F et d’une fonction de G.
Jenconclusque F @ G = C°([-1,1], R).

Ex8**Soit n € N\{0,1} et ~ = (1;);=1 nune famille libre de vecteur d’un K- espace vectoriel E.

1. Etudier la liberté de la famille . 7 =(u; + Uy, Uy + Uz, .., Upy_q + Uy, Uy + Uyp) -

2. Soitp € [1,n — 1]. Justifier que vect(uy,..,U,) et vect(ty,4,..,1U,) sont en somme directe.

3. SoitF etG deux ss-e-vdeE tels que : FOG=E et G = vect(i,, Uy, ..., U,).Soitd € F et G5 = vect(d + Uy, d+iy,..,d + Up).

a. Montrer que G, et F sont supplémentaires dans E.
b. Justifier que G, est de dimension finie et déterminer sa dimension.

4. Ici E estde dimension finie p, de base . v= (&;);-;.,. Onpose : Vi € [1,p — 1], &, = & — (6141 + €12+ +§p) etg, =
e, .Montrerque .~ = (§);=1 pestune base de E . SoitX € E. Exprimer les composantes de ¥ dans la base ./’ en
fonction les composantes de X dans . 7.

1. Soitdy,..., A des scalaires tels que: A, (T + y) + A, @y + Us) + -+ + Ayoq (Upey + Up) + A, (T + Uy) = Op.

Donc, (A, + AU + (A + )T, + (A + A)Us + . +(Ayoq + 4,)Up = Op.

Al+/1n=0 ).1=_).n

).1 + ).2 = 0 Az = ).n

Comme  est libre, nécessairement, A2+ /}3 =0 .Donc, A3 :: A
An—z + /In—l =0 An—l = (_1)n_1ln

Ap1+24,=0 Lo =(D"2,



Al = _An /11 = O
Az = ).n [ /’12 = 0
Ou bien n est impair. Alors, < A3 =: ~n donc, A3 : 0 et ainsi, . 7 est libre.
An—l = (_1)11—1)'11 )'n—l =0
A, =—A, A, =0
ﬂ'l = _/177. ).1 = _/177. /11 = _1
Az = /177. ).2 = /177. /12 = 1
Ou bien n estimpair. Alors, < A3 =: ~n donc, A3 =: ~n etainsi, en prenantl,, = 1,ona = : -1 une
An—l = _/1n /111—1 = _/171 An—l =-1
A, =, A, quelconque A, =1
solution non nulle et —(&; + U,) + (Uy + Uz) — - — 1(Tp_y + Up) + @y, + ;) = O est est une écriture non triviale

de O—E) comme cd. des vecteurs de . /. Ainsi, ./ est liée.
2. Soitp e[1,n—1].
0, € vect(i, ., Up) Nvect(Upyq,.., Uy) (carOp = 0t +.. 40, € vect(il,..,1,) et Oy = 0ty +..+0i, € vect(Tpyy,..,Un))
Soit X = vect(y,..,Uy) Nvect(Uyyq,..,Uy). Dong, il existe des scalaires ay, ..., aptels que : ¥ = a;ii;+.. +a,u, =
Apy1 Upsqt.. Faytiy. DoNe, a g +.. +ayly, — Apiq Uppr—- . —Aplly = 0z .Comme  estlibre, nécessairement, a; =
=0y = —Qpyq =..= —a, = 0.Ainsi, X =0, .
Jen conclus que vect(Uy,..,U,) N vect(Upiq,..,Un) = {O_E) }.
Ainsi, vect (U, ..,U,) et vect(yyq,.., y)sont en somme directe.
3. SoitF etG deuxss-e-vde E tels que : F®G=E et G = vect(ty, Uy, ..., Up).
a. Comme ~ estlibre, ’§=(Ti1,1_i2, ...,Tip), famille extraite de  est libre, est libre et est par conséquent, une
base de .
Soitd € F et Gz = vect(d + Uy, d+1y, .., d + Uy ). Montrons que G et F sont supplémentaires dans E i.e. que tout
vecteur de E s’écrit comme somme d’une vecteur de Gz et d’'un vecteur de F.
Soit ¥ un vecteur de E. Alors, comme FOG=E, 3! (xz,X;) EF X G/X = X7 + X;.
Analyse : supposons qu’ilexistef €EFethe Ggtelsque X = f+ h. Alors
3By, ) Bn) € K™ b = By(@ + Ty) + By(d+1y)+. . +B, (@ + i)
feF
Xp + %5 = [ + By (@ + 1) + By (@+ily)+.. +B,(d + Uy)

Done, %7 — f — (Bi+..+B,)d = Bytiy + Botly+.. +B,1, — Xg. Comme F N G ne contient que le vecteur nul (

EF €G
car F stable par c.l car G stable par c.l.

puisque ‘ils sont supplémentaires dans E), X5 — f — (Bi+..+B,)d = 05 et Bty + Bolip+.. +Bptly, — X = [

Alors, X; = Bytly + Pty +.. +B,iy. Donc, (By, ..., B, )sont les (uniques) composantes de X; dans la base  de G.
Alors, h = By (@ + 1y) + By (A+Ty)+.. +B, (@ + 1) et f = X7 — (Bu+.. +8B,)d.
Jen conclus que si de tels vecteurs f et h existent alors ils sont uniques etvalent :

h=pG+1d)+ Bo(@+1,)+.. +B,(d + i,) et f = X5 — (Bi+..+B,)d ou (By, ..., Bp)sont les (uniques)
composantes de X; dans la base © de G

Synthése : Posons h = B, (@ + ;) + By (d+i)+.. +B,(d + i,) et f = X5 — (By+..+B,)d ot (By, ..., B, )sont les
(uniques) composantes de x; dans la base © de G

Alors h = B, (@ + t;) + B, (d+T,)+.. +B,(d + 1y) € G5 par définition de Gg et f = %7 — (By+.. +B,)d €
F car F stable parc.l. Et,

=l

+f = Bi(@+ 1) + By(d+iy)+. . +B,(d + 1) + X7 — (Bt +B,)d

=

+ f = Butly + Bollp+.. +Bply + (Bot+..+Bp)d + X5 — (By+..+B,)d =X +XF = X.

=X par def° des scalaires By

Ainsi, h etfconviennent et sont les seuls qui conviennent d’aprés l’analyse. Ainsi, le vecteur ¥ quelconque dans
E s’écrit de maniére unique comme somme d’un élément de F et d’un élément de G . J’en conclus que FBGZ=E.
b. (d+ U, d+iy,..,d + U,) est une famille génératrice finie de G; donc G; est de dimension finie. Montrons la

liberté de cette famille. Soit B, B,, ..., Bpdes scalaires tels que By (d + Uy) + B (d+1,)+.. +B,(d + U,) = 0.



Alors, —(By+..+Bp)d = Pyiy + Polia+.. +B,,. Donc, Byl + Byty+..+B,U, € FNG.Or, F NG ne contient que [
€F €6
Bitiy + Boiiy+.. +Pyi, = 0, .Comme  estlibre, B, =..= B, = 0 et ainsi, (d + Uy, d+1y, ..,
d + U, )est une base de G et par conséquent, dim (Gz) = p
(€1)i=1.p-Onpose:Vk € [1,p —
&, = e, .Montrons que . »" = (&)= pest une base de E.
1 0 0 00

d + Uy )est libre.
Ainsi, (@ + Uy, A+, ..,
— (841 + Bzt +6,) et

Ici E estde dimension finie p, de base .= 1]],5(’ = gk

-1 1 0 i 0

SoitP=mat ,.»'=|-1-1 1 ..0 . P est triangulaire inf. sans zéro sur la diagonale donc P estinversible.
R 10
-1-1-1 -11

Ainsi, .~'estune base de E.
Soit X € Etelque X = x16; + X6, +.. +X,€, et X = y,& + y,E+.. +yp &)
Exprimons (¥, ¥2, ..., ¥, )en fonction de (xy, x, ..., x,).

g =8 — (& +8+.+8,) g =8 — (& +8+..+8,) g =8 — (& +é&+..+6,)
& =8 — (& +é+.+é&,) & =6~ (& +é+.+é,) g =6,— (& +8é,+..4¢,)
& =6;— (6, +85+..+¢,) =8 — (e4+e5+ +é,) g =8, — (8, +85+..48,)
Ona{_—. _. ; . ,ydoncd_—. . donc o
&3 =6z — (ep 2+ 6,1+ 8) o3 = Ep_ (ep 2+ 6,1 +8) — (Gt + 25+ 5 1+ 5 +5,)

. L LG G
G2 =8y — (Epy + &) Gp2=6p2— (Gt +5) Gt + 28, =8,

_ T BN e

&p-1= ep—l é Ep-1t & =€y Ep-1 T & = €p

1 - _ 2 —_ >
& =6€p & =€ & =€
& =6 — (& +é+.46é,)
g =8,— (6 +8é,+..+8,)
&G =8 — (e4 +85+..+6,)
donc{_—., S
g3+, + Zé‘p_l +4g, =é,_;
2t &g t28, =6y,
G+ =€y
& =6
Jj=p-1l
~

l=k—-i
<c:p—k + (Z;cz_ol Zk_l_l <c:p—l) 2 Sp—k + (Z§=1 21_1 <c:p—k+1) "

: H(1)vraie. Soit k € [2,p — 1]. Supposons H(1), ..., H(k — 1) vraies.

Conjecture Yk > 1,H(k): "ep K= gp " +Z, pmict
Preuve de cette conjecture & récurrence finie montante et forte.

L 20-0—keDg

Alors g, = &y — (p(i=1) + Ep-(r—zyt- +§p) =8y — Skt e, m) -5
H(o)H(1) ,,,,, H(k—1) et .
vraies
=~ - N e - _
= €p_k — Z Ep-m + Z 2i- m+1)81 -5
m=1 j=p-m+1

Donc, &, = &y + (Tt (Epom + X0y mn 277 OVE)) + 5 =5 ; +(an 11€p )+ Xk 2--mily 4 5

k-1
ey (z . )

m=1

k-1 14 k-1
S (Z r,_m> P Y S o)y
Jj

jpm+1

b 3 v

j=p—k+2 m=p+1-j

m=1 =p—-k+2 \m=p+1-j
j-(p-m+1) — JHk=p=25r  _ oj+k-p-1 _
Or, Yk pii—j 2 Yo 2 =2 1. Donc,
somme géométrique
k-1 p k-1 k-2
5 — — j+k—p—1 = = _ — k—1-1 — =
Epk =i+ (Z ep_m> + Z P 1) g |+ =5 + <Z ep_m> + (Z(Z -1) sp_l> +5,
m=1 Jj=p—k+2 m=1 =0

k-2 k-2
=5+ (Z _sp_m"> + (Z(z"‘l‘l -1 —>ep_l> +5+ Q1 -+ 5
=1

m=1

k-2

=5 i+ (Z 2kt —’sp_l> + 25 e + e
=1

k-1 p
~g (Y 2w -ame| )

=0 j=p=(k-1)
2;-(p-k+1)§}> — 5;7—-1; + (Z;(;OI 2k-1-1 & 1)" estvraie.

2/p=(k=Dgr | 0K Il

Ccl: vk € [1,p — 1], H(k): "€,_y = &,_ k+Z} p—k+1

> p—-1
X =XYy_oXp-k€pik = Yh- 1xp k€p—k + Xp€p

p-1 k-1 p-1 k-1
— < k-1-1 7 & = e k-1-1 77— =4
= Z Xp—i | Ep—k + ( 2 ep_l> +x,6, = Z Xp—kEp—k T (Z Xp_k2 sp_l> +x,€,
k=1 =0

k=1 =0

Alors, Y1£1 + y282+ +yp8p



k=1 k=11=0 k=1 1=0 k=1+1
p-1 p-2 [/ p-1
— k—-1-1
= pr_ksp_k + Z Xp—k2 &t | T xp&p
k=1 1=0 \k=l+1
p-1 p-2 p-1
- k-1 |5 k—1-1
=x,§ + pr K2 &+ z Xp—1 + Z p— &t | T XpEp
k=1 =1 k=1+1
P2 p-1 p-1
- k-1-1 |z— k-1
=x,& + Z Xp— + Z Xp—rc2 Ep—i pr,,(Z +x, |&
=1 k=1+1 k=1

Donc, y; = xy et VL€ [1,p = 2], yp = (xp—l + Z’QH xp—kzka ) etyp = i;i xp—RZIH +Xp-

Ex9*E =R",U =(1,1,..,1,1) €eR" etF = vect(U) etG = {(xq,%3,..,%,)€ R"/ ¥F_; x;, = 0} . Justifier que F et G sont
des ss-e-v de E et déterminer leur dimension. Montrer que F et G sont supplémentaires dans E.

1.

U est un vecteur non nul de R™ donc G est le ss-e-vde R"™ de base (U).

G ={(x1,%y,..,xp)€ R /xy + x,+.. +x, = 0} = {(x1,%3,.., xp) € R*/xy = —x5 — Xx3.. =X}

G ={(—%y — X3.. =X, X, .., X))/ (Xp, .., xp) € R*71}

G = {x,(—1,1,0,0,..,0) + x3(—1,0,1,0,..,0) + - + x,(—1,0,0,..,1) /(x3,.., X, ) € R*" 1} =

G = vect((-1,1,0,0,..,0),(-1,0,1,0,..,0), ..., (=1,0,0,..,1)).

De plus, ((—1,1,0,0, ..,0),(-1,0,1,0,..,0), ..., (—1,0,0,.. ,1)) est échelonnée en 0 ( par la droite) donc est libre. Par
conséquent, comme (—-1,1,0,0,..,0),(-1,0,1,0,..,0), ..., (—1,0,0,..,1)sont des vecteurs de R", je peux conclure que G
est le ss-e-vde R"de base ¢ =((-1,1,0,0,..,0),(-1,0,1,0,..,0), ..., (—1,0,0,..,1))

Soit . 4 =((1,0, ...,0), (0,1,0,0,....,0), (0,0,1,0,..,0), ..., (0,0,0,..,1)) la base canonique de R" et

p= ((1,1, ..,1,1),(-1,1,0,0,..,0), (-1,0,1,0,..,0), ..., (—1,0,0, ..,1)) la concaténation de la base de F et celle de
G trouvées précédemment et H = vect(. ).

1-1-1 . -1 10 0 -0 -1
11 0 0 11 O 0
Alors P = mat , . 7= 1 0 (1) et 1 0 é "0
\1 P 0 /*’°’g’.g§[¥%3—”'\1 P 1 0 /
10 0 1 jolji=n 1 -1-1 " -1 1
10 0 -0 O 10 O 0 0
11 0 1 11 0 0
- 1 0 1 1 N 1 0 1 0
S P80 0 S P00 0
Cn <Cn +C1 1 : : 1 1 Cp «<Cp +Cy +C3 +.+Cp—1 1 : : 1 0
1-1-1"7 -1 2 1-1-1 " -1 2

Donc rgP = n. Ainsi, P est inversible et par conséquent, .~ est une base de R". Alors le théoréme de caractérisation
de supplémentaires par concaténation des bases, je peux conclure que FOG=R".

Ex 10**Soit F = {(x ~ ach(x) + bsh(x))/ (a,b) € R*}etG = {f € D(R,R}/f(0) = f'(0) = 0}.

1.

2.
3.
4

Montrer que F et G sont deux ss-e-v de D(R, R). Déterminer la dimension de F.
Montrer que F et G sont supplémentaires dans D (R, R). En déduire la dimension de G.
Décomposer exp puis cos dans cette somme directe.

Donner un plan vectoriel de D (R, R) qui n’est pas supplémentaire de G dans D(R, R).
k
vk € N', fiit & {e t?sit # 0, Montrer quevn € N, (fy, fi, -, f,) €st une famille libre de vecteurs de G. Qu’en déduit-
0sit=0
on a nouveau sur G ?

f = vect(ch, sh). Or ch et sh sont dérivables sur R, f est un ss-e-vde D(R, R). De plus, pourtous réels a et b, ach +
bsh = w = Vx,ach(x) + bsh(x) =0 = {% (e + 13 + g(e _ i) =0= {Z : 8 Donc (ch, sh) est libre et est ainsi une
base de F et dimF = 2.

G c D(R,R).

La fonction nulle w est dérivable sur R et vérifiew(0) = 0 et w’'(0) = 0. Par conséquent, w € G.

Soit g et h deux éléments de G et a et b deux réels. Alors ag + bh € D(R, R) car D(RR, R) est stable par combinaison
linéaire et (ag + bh)(0) = a @ +b f\l_(v(D =0et (ag + bh)'(0) = aw + bh;(g)/ = 0.Ainsi, ab + bg € G.

=0 car =0 car =0 car =0 car
geG geaG geG geG

J’en conclus que G est un ss-e-vde D(R, R).



2. Montrons que tout élément de D (R, R) s’écrit de maniére unique comme somme d’une élément de G et d’un élément

de F. Prenons donc un élément ¢ quelconque de D (R, R).

Analyse : supposons qu’ilexiste f € F et g € G tellesque ¢ = g + f. Alors : il existe deux réels a et b tels que

Vx € R, f(x) = ach(x) + bsh(x) et g(0) = g'(0) =0 et Vx € R, p(x) = g(x) + ach(x) + bsh(x). Donc Vx €

R, '™ = g'(x) + ash(x) + bch(x).

Alors, 9(0) = aet ¢'(0) = b.Donc, Vx € R, f(x) = @' (0)sh(x) + ¢(0)ch(x) et g(x) = @(x) — [@'(0)sh(x) +

@(0)ch(x)]. Ainsi, si de telles fonctions f et g existent, elles sont uniques et valent Vx €

{ f(x) = ¢'(0)sh(x) + ¢(0)ch(x)
g(x) = @(x) = [¢"(0)sh(x) + ¢(0)ch(x)]

f(x) = ¢'(0)sh(x) + ¢(0)ch(x)
g9(x) = (x) = [¢'(0)sh(x) + ¢(0)ch(x)]
Fetg = @ — f est dérivable sur Ret g(0) = ¢(x) — [¢(0)] =0et g'(0) = ¢'(0) —[¢'(0)] =0donc g € G. Ainsi
f et g conviennent et sont les seules qui conviennent d’apres l’analyse. Donc toute fonction ¢ de D (R, R) s’écrit de
maniere unique comme somme d’une fonction de F et d’'une fonction G et écriture est :

Vx € R @(x) = [¢'(0)sh(x) + p(0)ch(x)] + [p(x) — [¢'(0)sh(x) + @(0)ch(x)]].

=f(x) =g(x)
et feF et geG

Ainsi F et G sont supplémentaires dans D(R, R). Par conséquent, comme D (R, R) est de dimension infinie et F est de
dimension finie, nécessairement, ¢ est dimension infinie.
3. Vx eR,exp(x) =[ch(x)+sh(x)]+ [0] .

Synthése : posons Vx € IR,{ AlorsVx € R, f(x) + g(x) = p(x), f €

R
=f(x) =g(x)
et feF et geG
Vx € R, cos(x) = [ch(x)] + [cos(x) — ch(x)].
=f(x) =g(x)
et feF et geG

4. Prenons H = vect((x » x%)). Comme (x = x%) € G, (x » x*) € H N G et par conséquent, H et G ne sont pas

supplémentaire dans D(R, R).
k

5. VkeN, fi:itw {e_t_ZSi t # 0, Montrer que Vk € N*, f;, € G.
O0sit=0
k

k
Soitk € N*. g,: (t » e %) est dérivable sur R*et g, (t) = t%e_t_z.

lim — t%: —oo donc ltirr(}gk(t) =0 = f.(0).

t—0
k k k k 3
1 X — K )3 _k_ — k432 .
Et g1 (©)] = [kl 75 e @=lkle” M = kle” @3 = g le” @D L Qlors, comme lim £2in|¢] = 0,
ltm(} — t—z(l + ;tzlnltl) = —oo et ainsi, ltm(} gi' (t) = 0; le critére de dérivabilité assure que f;, est dérivable en 0 et

f(0) = 0. Ainsi, f; €G.
Soitn € N*. Montrons que (fy, ..., f,) estlibre. Soit 4,..., A, des réels tels que A, f; + A,f; + -+ A,.f, = w.
1 2 n 1

n-—1

AlorsVt # 0,1,e 2 + A, 2+ -+ A,e 2 =0donc Vt # 0,4 + e &+ -+ 1,e & =0.Enpassantalalimite
1 n-—1
quand t — 0, dans cette égalité, on obtient: A, = 0. Alors, Vt # 0,1,e &+ -+ 1,e 2 =0donc Vt+#0,1,+
1 n-2
Aze 2 + .-+ A,e” ¢ = 0.En passant &, nouveau, a la limite quand t — 0, dans cette égalité, on obtient: 1, = 0. Alors,
1 n-—1 1

Vvt # 0,;¢ & + -+ A, 2 = 0....On itére ce procédé, et a la derniére étape nous avons : Vt # 0,1, 2 = 0 donc

A, = 0. Ainsi, (f1, ..., fn) estlibre dans G. Comme n est un entier quuelconque toute famille finie et extraite de (fy)ren* €St
libre ; j’en conclus que  (f)ren*€st libre dans G. G contient donc une famille infinie et libre ; G est donc de dimension
infinie.



