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Chapitre 19 : Applications linéaires.
| Généralités

1. Définition et régles de calcul
f € Z(E,F)dansF lorsque f est une application de E dans F et V(X,y) € E2,V(a,B) € K?, f(ax + ) = af (X) + Bf ().
Sif € /(E,F)alors f(05) = Op et V&, 5., 1) € E™ V(e @y, @) € K™, £(Nioy i) = Xi—y aef ().

2. Exemples.
Application linéaire nulle : w: E - F telle que w(X) = 5;
Endomorphisme nul w: E — E telle que w(%) = 0. |dentité idz: E — E telle que idg(%) = %.
Homothétie h vectorielle de rapport « € K*: h: E - E telle que h(X) = aX.
Trace, transposition, opérateur Intégral, dérivation (...).

3. Propriété fondamentale
Soit B = (e,)ie; une base de I'espace vectoriel E et (,);ee; une famille de vecteurs de F . Il existe une unique application linéaire f de E vers
F qui vérifie : Vi € I, f(&;) = ;.
Une application linéaire f de E dans F est entierement caractérisée par la donnée des images par f des vecteurs d’une base de E . Deux

applications linéaires de E dans F coincidant en tout vecteur d’une base de E sont égales (partout).
Soit E = E; @ E; et u; € / (Eq, F) et u; € & (Ey, F). |l existe une unique application linéaire u de E vers F tq : u g, = uy et w/g, = U,.

4. Opérations sur les applications linéaires.
Une combinaison linéaire ou une composée d’applications linéaires ou une bijection réciproque d’un isomorphisme est linéaire.
Calculs dans 7 (E) : V(f,g,u,v) €~ (E)*,V(a,B,a,b) € K* (af + Bg) e (au+ bv) = aa(f o u) + ab(f o v) + (g > w) + B(g ° V).
Itérés d’un endomorphisme : Soitf €. Z(E). f® = idg et VneN, f**l = flof = fofP" =fofo..of € (E).

Formule du binbme de Newton et formule de factorisation : Si f et g sont deux endomorphismes de E telsque fog =go f ,alors
f et g commutent
1 V(nmpq) €N, (feg)t=flogh=gloftetfMogPoftogl=fmnoghtd=gbtdofmn,
n _ n _
2. VReN(+g"=(F+Dof+gonoF+9)=Tio(})fFog"™* Tio(;) fXg"*  (FBN).
fofc_,ofcgcgc___og
3. VneN, Mt — gttt = (f—g)o Ohoo fFog™™®) =(f — 9) Ty f¥ g™ F). (Formule de factorisation)

Il Noyau, image et rang.

Soit f e / (E, F).

o Kerf={X€E/f(%) = O_F)} Autrement dit, ¥ € Kerf % € E et f(%) = Op . Kerf est un ss-e-v de E

o Imf ={f(X)/% € E}. Autrement dit, § € Imf & 3x € E /§ = f(%) . Imf est un ss-e-v de F.

o rg(f) = dim(Im(f)) .

e Si.z= (e);e est une famille génératrice de E alors f (. #)= (f(e;));e; est une famille génératrice de Im(f) et rg(f) = rg(f (. #)).
e  Théoréme du rang (admis) : Si dimE < +oo alors rg(f) + dimKer(f) = dim(E).

e rg(f) < min(dimE, dimF).

e Si GestunssevdeF alors f~1(G), I'ensemble de tous les antécédents par f des éléments de G , est unssev de E

e SiHestunssevdeEalors f(H), l'ensemble de toutes les images par f des éléments de H , estun sse v de F.

= o H—->H .
e Llessev H deE eststable par f lorsque f(H) € H i.e. lorsque VX € H, f(X) € H et dans ce cas, fy: (5(’ H_}(f)) est un endomorphisme

de H appelé 'endomorphisme induit par f sur H .

Il Application linéaire injective-surjective- bijective
e  Caractérisations de l'injectivité, surjectivité et bijectivité d’'une application linéaire
Soit f e / (E, F).
v festinjective & Ker(f) = {FE}
v festsurjective & Im(f) =F
v'  f est isomorphisme de E sur F & Ker(f) = {@} etim(f) =F
Si .= (e;);e; est une base de E alors
v festinjective < (f(e,));e; est une famille libre
v f est surjective & (f(?{))ie est une famille génératrice de F
v festisomorphisme de E sur F < (f(?[))iel est une base de F.

Si E est de dimension finie alors f est injective & rg(f) = dimE
Si F est de dimension finie alors f est surjective & rg(f) = dimF.



Si E et F sont de dimension finie alors f isomorphisme de E sur F & dimE = rg(f) = dimF.

Si dimE = dimF < +oo alors f est un isomorphisme de E sur F < f estinjective<f est surjective de E sur F.
e Conséquences :

e F et Fisomorphes =dimE = dimF.

e SidimE = dimF < +oo alors E t F sont isomorphes.

e Si GestunssevdeF et f estunisomorphisme de E sur F alors dim(f~*(G) ) = dimG
e SiHestunssevdeE et f estunisomorphisme de E sur F alors dimf (H)=dim H
Si h est un isomorphisme de G sur E et g un isomorphisme de F sur G alorsrg(f o g) = rg(f) =rg(g° f).

Sig€  (F,G)alorsrg(g e f) < min (rg(g),rg(f)).

IV Equations linéaires

Soit f € &/ (E,F)eth € F.Notons (e): f(x) = b [’équation linéaire d’'inconnue x € E

Si b & Im(f) alors (e) n"admet aucune solution.

Sib € Im(f) alors (e) admet au moins une solution « particuliere » x, et les solutions de (e) sont tous les éléments de E de la forme xy + h
tel que h € Ker(f) (i.e. h solution de I’équation homogene associée (eh): f(x) = 0)

V Projection et symétrie vectorielles

. Définition d’une projection et d’'une symétrie vectorielle

Soit F et G deux ss-e-vde E telsque F@® G = E.Vx € E,3!xp € F, 3! x5 € G/x = xp + xg.
Alors p(x) = xp est le projeté de x sur F et parallélement a G.

q(x) = x; est le projeté de x sur G et parallélement a F.

s(x) = xp — x¢ est le symétrique de x par rapport a F et parallélement a G .

e  Propriétés: F = Im(p) = Ker(s —id) = Ker(q) et G = Ker(p) = Ker(s + id) = Im(q)
p est la projection sur Im(p)et parallélement a Ker(p).

s est la symétrie par rapport a Ker(s — id) parallélement a Ker(s + id).

pep=p ptq=idg ,qep=0=pegq

sos=id, s=2p—idg=p—q=1id—2q

Ker(p) @ Im(p) =E etKer(s+id) @ Ker(s—id) =E

Ker(p —id) = Im(p) , Pim@p) = idlm(p) et DPxerp) = 0.

e  Définition d’une projecteur et d’une involution

Lorsque p EL(E) et pop = p alors p est un projecteur.

Lorsque s EL(E) et s os = id alors s est un involution.

e  Deux caractérisations d’une projection vectorielle si Ede dimension guelcongue :

Soit p €EL(E). p projection & pop =p & Ker(p) @ Im(p) = E et i) = id

e  Trois caractérisations d’une symétrie vectorielle si Ede dimension guelcongue :
Soit s EL(E). s symétrie=Y (s + id) projecteure sos = id &Ker(s — id) @ Ker(s +id) = E .

VI Hyperplans et formes linéaires

e  Définition d’un hyperplan
Unss-e-v H de E est un hyperplan de E lorsque H lorsqu’il existe une droite vectorielle de E supplémentaire de H dans E.

e  Caractérisations d’un hyperplan
Un ss-e-v H de E est un hyperplan de E sietssi Va € E\H,H @ vect(a) = E
Sietssi il existe une forme linéaire non nulle ¢ telle que H = Ker(¢).
e  Caractérisations d’'un hyperplan dans un K-e-v de dimension finie
On suppose que E est de dimension n et B = (e;);=1.,une base de E.
Unss-e-v H de E est un hyperplan de E sietssi dimH = dimE — 1
sietssi il existe a,, .., a, scalaires non tous nuls tels que H = {J}_; x;e;/ X1 X;a; = 0}
S iU L i )

équation de H
dans B.

Question de cours : Savoir énoncer tout résultat de cours et savoir énoncer et démontrer les résultats suivants :
1) Soit B=(€,, €,,..,€,) une base du K-e-v E et (J1, V2, .., ¥,) une famille de vecteurs du K-e-v F . Démontrer qu'’il existe une et une seule
application linéaire f de E dans F telle que Vk € [1,n], f(ex) = Vx .
2) Lethéoreme durang.
3) Soitu € 7 (E,F). Démontrer que Ker(u) est un ss-e-v de E et u est injective sietssi Ker(u) = {O—E'} .
4) Soitu €  (E,F).Démontrer que Im(u) est un ss-e-v de F et si (ey, €; ..., e,) est une base de E, alors
(u(ey), uley), ..., u(ey,)) est une famille génératrice de Im(u).
5) Soit u et v deux endomorphismes de E . Soit A € K et k € N. Compléter et justifier :
a) uov=0& -
b) Ker(k) .. Ker(w®**') et Im(u®) ... Im(uk*?).
c) Ker(u—Aid) ={......... ... ... ... ... } est stable par u.
Savoir clairement énoncer les formules analogues dans le cas ou f et g sont des endomorphismes d’une méme K-e-v E.



