Corrigé DL Algebre linéaire 2

Exercice : Dans R,[X], on pose P, = 1 et Vk € [1,n], P, = %X(X — k)k1,
a. Montrer que (Py)—o._n€St une base de R, [X].
b. Montrer que Vj € [0,n],Vk € ﬂO,j]],P;k)(X) =P;_ (X — k).
c. Endéduire que P}k) (k) = 0 pour tous j et k distincts dans [0, n].

d. Déterminer les composantes d’un polynéme P de R, [X] dans cette base.
a. Tous les polyndmes P, sont a coefficients réels.

De plus, deg(Py) = 0 < net Vk € [1,n],deg(Py) = deg(%X) +deg((X —k)*") =1+ (k—1) = k < n. Donc tous les
polynémes P, sont éléments de R, [X]. De plus, cette famille B = (Py)x=o..n €5t échelonnée en degré sans polyndme nul
donc est libre dans R, [X]. Enfin, card(B) = (n + 1) = dimR[X]. )’en conclus que B est une base de R, [X].

b. P2 (X) = Py(X) = Py(X — 0).

Soitj € [1,n].P, = ,ix(x —j)iL.

(-1-1

’ (X- )1 , . (x- ) X-1-(j-1)
Done, P/ = 1 [(X = )™ + (= DO = /2] = ELZ [0 = pr+ = 0] = 22— 1) = B0y
Ainsi, P/(X) = Pi_q(X — 1) (**).
Montrons par récurrence finie sur k que : Vk € [0, ], [6(k)(X) =P (X = K)]=nw)-
Initialisation : H(0)est évidemment vraie et H(1) est vraie d’ aprés ce qui précéde.
Propagation : Soit k un entier naturel strictement inférieur a j. Supposons que F}(k)(X) =P (X — k).

Aors PE V() = BL/(X =) = Pga(X —k = 1) = Pj_esny(X — (k + 1)). Donc H(k + 1) est vraie dés que
drapres ()
H (k) estvraie.

Conclusion Yk € [[1,j]],P].(k)(X) = P;_x(X — k). Etfinalement, Vk € [[O,j]],Pj(k)(X) =P (X — k).
c.Sik <j, @(k)(k)=ﬂ_k(0) = 0. Etsik > j, 13-(") = 0 (puisque degP, =j < k) donc @(k)(k) =0.

car j—k>0
donc Pj_j admet
0 comme racine.

d. Soit P € R,[X]. Comme B est une base de R, [X], P s’écrit de maniere unique comme combinaison linéaire des P;. lil
existe donc des uniques réels a, ay, ..., a, tels que P = agPy + a; Py + -+ + ap B, = Y- a;P;.

Alors Vi € [0,n], P® = 3" ;% et PO (k) = ¥ a;,® (k) = @, P, (k) = a; . Donc a; = P® (k).

Ainsi, P = ¥7_, PY ()P,

PROBLEME

1 rx
= t)dt si 0
Atoute fonction f € C°(R,R), on associe la fonction T(f) définie sur R par: T(f)(x) = {x fo;(()) Stx .
0)six =0

Partie | : Exemples. Déterminer T( f ) dans les cas suivants

1. f (@) = t3cos (t3 — 1)
2. f(t) = cos(2t) sin3(t)
3. f() = t:2 =&
&5 f® = t2+t+2
1. f estbien continue sur R. Donc T (f) est bien définie. Et pour tout réel x non nul,
* 1> 1
f t?cos(t® —1)dt = §f 3t2cos(t®—1)dt = 3 [sin(x3 — 1) + sin (1)].
0 0
[sin(x3-1)+sin (1)] .
Donc, T(f)(x) = {—3x six#0
O0six=0

2. festbiencontinue sur R. Donc T(f) est bien définie. De plus,

. 2t 4 o=2it\ /it _ o=it 3 @2t 4 o=2it\ /i3t _ 3oit 4 3p=it _ o=i3t
cos(2t) sin3(t) = - = -
2 2i 2 —8i

1 . . . . . . . . 1
= —1—61_(6151: —3e3% 4+ 3¢l — 7 4 ot — 37 4 373 _ g5y = —g(sin(St) — 35sin(3t) + 4sin(t)).




— cos(5x) ——cos(3x)+ cos(x) —-=

Donc, T(f)(x) = 140 x 2six#0,

0six=0

3. festbien continue sur R. Donc T(f) est bien définie. Et pour tout réel x non nul, f;c t’e~tdt = [—t?e "% +

Jo 2te~tdt = —x2e™* + 2[—te§ + [, 2e7tdt = —x?e ¥ — 2xe ¥ —2e ¥ + 2.

p—X _ 9p—x _ 27F-1)
Donc, T(f)(x) = { xe Ze x
0 six=0
est bien continue sur R (puisque le dénominateur de discriminant strictement négatif ne s’annule jamais). Donc
8
T(f) est bien définie.

division euclidienne

six+0

de t3—1par t2++2

t3-1 - (t-1)(e2+t+2)-t+1 _ Cfp_qy_lo2t+1 3 1
VE e - t24+t+2 =@-1 t2+t+2 = (-1 22+t+2 2t2+t+2'
x t3-1 _ (X, 4y 1 2t+1 3 [ _,_1 2 1
Js a0t = NG agdtt Zfo t2+t+2d [ t ln(t +t+ 2)] + 0 T dt
(57 +u
cv
2t+1
U= 2x+1
= ﬁ—x—lln(x2+x+2)+lln(2)+ f
2 2 2 N u2+1
_xr 1 2 2x+1) 3 1
=5 X 2ln(x +x+2) +1 ln(2) += Arctan( N ) ﬁArctan (ﬁ)
x %ln(z)—;ln(x +x+2)+—= ﬁArctan(Tl)i%Arctan(%) :
==1l4F six#0
Donc, T(f)(x) =1 2 . .
=3 six=0.

Partie Il : Etude de T sur E,,. Soit n un entier naturel. On note E,, , U'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré
inférieur ou égalan.

ball &1 = 89 9 =

Donner une base et la dimension de E,, .
Montrer que E,, est stable parT. On note T,, '’endomorphisme de E,, induit parT.
Montrer que T,, est un automorphisme de E,,.
Déterminer tous les réels tels que ’équation T,, (P) = AP, d’inconnue P € E,,, admet une solution non nulle.
Pour chacune des valeurs de A trouvées précédemment, donner une base de Ker(T,, — Ald).
Les fonctions fy: (x = 1), fi: (x = x), fo: (x = x2), ..., f: (x = x™) forment une famille libre car échelonnée en degré
et sans fonctions nulles et génératrice de E,,, par défintino des fonctions polynomiales de degré inférieur a n. Donc la
famille B = (fi)k=0..n €St une base de E,,. Alors, dimE, = n + 1.
Tout d’abord, T est linéaire car: V(f, g) € C°(R,R),V(a,b) € R?,

Vx #0,T(af + bg)(x) = %fxaf(t) + bg(t)dt = %[a J:f(t)dt +b foxg(t)dt] = %foxf(t)dt + gj;xg(t)dt

0
= aT (f)(x) + bT () (x).
Et,T(af + bg)(0) = af (0) + bg(0) = aT(f)(0) + bT(g)(0). V’en conclus que T(af + bg) = aT(f) + bT(g).

k X
Ensuite, fixons k € [0,n]. Vx # 0, T(f;)(x) = —f tkdt = —[tk:]

= X et T(f)(0) = 0. Donc Vx € R, T(f) (x) =

k
X
Pl k+1fk(x) Je peux ainsi, conclure que , T(f) = k+1fk € E,.
Enfin, Soit ¢ € E,. Alors il existe des uniques réels a, ..., astels que @ = Y7o A fx-
Donc, T(p) = T k=0 Ak fi) = heo T (fi) =2k=0 Ak k+1fk T(p)est donc une combinaison linéaire des

car
T est liénarei

fonctions de B. Nous pouvons donc affirmer que T (@) € E,. Ainsi, E, est stable par T.
E, - E

Donc T, : ( ) est un endomorphisme de E,,.
f e T P

Comme E,est de dimension finien + 1, T,,est un automorphisme de E,, sietssi T, est surjective sietssi Im(T,) = E,

Or, Im(T,,) = vect(T(fo), T(f1), ., T(f)) = vect(fo,%fl,éfz, fn) = vect(fy, fi, f2r » fn) = En.Ven conclus que
T,est un automorphisme de E,,.

Soit A un réel.

'équation T,, (P) = AP, d’inconnue P € E,;, admet une solution non nulle

< l’équation (T,, — AId)(P) = 0, d’inconnue P € E,,, admet une solution non nulle

<Ker(T,, — Ald) contient une fonction non nulle

& T, — Ald n’est pas injective

< (T, — AA)(fi))k=o.n €5t liée.

Or, (T, = Md)(f) = T(fi) = Afi) = = fic = Mfic = (s = D

| € ,—,—,—,....,_ alors La ramitle - - contient la fonction nulle donc est liee.
Sii€ {1,257 ., —alorslafamile (T, — AId)(fi))=0.n CONtient la foncti lle d lig

"n+1



111

Sil¢ { 33 ﬁ} alors la famille ((T,, — AId)(fi.))k=0.n N€ contient pas la fonction nulle et est échelonnée en

degré donc est libre.

J’en conclus que l'équation T;, (P) = AP, d’inconnue P € E,, admet une solution non nulle< A € {1%,;,%, ,ﬁ}
. 111
Smtﬂe{l,;,g,z,.... } i.e.3k, € [0, n]]//1—k+1
Alors, T, (fko) p 1+1f i.e fy, € Ker(T,, — AId). Et par suite vect(fy,) < Ker(T, — Ald) (car Ker(T, — Ald) est un ss-

e-vde E},).

Quels sont les autres vecteurs de Ker (T, — Ald) ?

. 1
Soit @ € E, telque ¢ = Y 3_o arfx- Donc, T(p) = Yi_o Ak e

Alors, ¢ € Ker (T, — Ald) < T(9) = Ap & Fioo @ fi = A X0 fie © Thico @l = Dfie = 0

k+1

< Vk € [0,n], ax 2 _1|=0evke [0,n\{ko},ax =0 & ¢ =y fx, = ¢ € vect(fko).

k+1
#0 si kiko
Ains, vect(fko) = Ker(T,, — Ald) = Ker (T = ﬁld)

Partie Il : Etude de T dans C°(R, R). Soit f € C°(R, R).

ll &7 S B =

Montrer que T( f ) est dérivable sur R" et est solution sur R" de ’équation différentielle : xy' + y = f(x) d’inconnue y.
Etudier la continuité de T( f ) en 0.

Montrer que T définit un endomorphisme sur C°(R, R).

Justifier que T est injective mais n’est pas surjective.

Déterminer Ker (T = %Id).

Soit f € C°(R,R). Alors, le théoréme fondamental de Uintégration assure que F: (x - f;cf(t)dt) est la primitive de f

qui s’annule en 0. Donc F est de classe C'sur R. Alors (x d Q) est de classe Clsur R*. Donc T(f) est de classe

ClsurR*etVx # 0,T(f) (x) = —F =) Fg) ix) T(f)(x)

sur R" de ’équation d|fferent|elle xy' +y = f(x).

vx % 0,T(f)(x) = "2 = K00 — F'(0) = £(0) = T(£)(0). Donc T(f) est continue en 0.
o
car F est dérivable en 0

T est linéaire d’aprés la partie précédente et Vf € C°(R,R), T(f) est dérivable donc continue sur R*et T(f) est
continue en 0 donc T(f) est continue sur R. Ainsi, T définit un endomorphisme sur C°(R, R).

donc xT(f) (x) + T(f)(x) = f(x). Ainsi, T(f) est solution

La fonction (x = |x — 1|) est continue sur R, dérivable sur R\{1} mais n’est pas dérivable en 1. Or, toute image par T
est dérivable sur R* donc en 1. Par conséquent, la fonction (x = |x — 1]) n’est pas une image par T i.e. n’a pas
d’antécédent par T. Donc, T n’est pas surjective de C°(R,R) sur C°(R,R).

T étant linéaire, étudions son noyau pour étudier son injectivité :

Soit f € C°(R,R). D’apres 1.,Vx # 0,xT(f) (x) + T(f)(x) = f(x).

Donc, T(f) =0 = Vx#0,x X0+ 0=f(x) =>Vvx+#0,f(x)=0 = Vvx € R, f(x) = 0. Donc, Ker(f) = {0}.

car f est
continue en 0

Ker (T =21d) = {f € CO(R,R)/ T(f) =2 f}={f € CO(RR)/ Vx # 0,2 [ f(t)dt =2 f(x) et £(0) =2 (0)}
Ker (T =21d)={f € CO(RR)/ Vx # 0, [ f()dt = 2 f(x) et f(0) = 0)}.

Soit f € C°(R,R) tel que f(0) = 0 et F sa primitive qui s’annule en 0.

Vx # O,ifoxf(t)dt =2 f(x) o vx # 0,%F(x) =F'(x)

& vx # 0,F (%) —g F(x)=0

< Ak, ky) €ER?/Vx > 0,F(x) = kyx%et Vx < 0,F(x) = k,x?(et F(0) = 0) « une telle F est dérivable sur R
S 3k, ky) ER2/Vx >0, f(x) = 2k x et Vx <0, f(x) = 2k,x (et £(0) = 0) « une telle f est continue sur R
< 3(ay,a,) ERZ/Vx > 0,f(x) = ayx et Vx <0, f(x) = ax (et £(0) =0)

R - R R - R . )
Soit u: (x _ {x Ssix = 0) et v: (x o {0 Six = 0> .Alors u et v sontdans C°(R,R) et Ker (T — Eld):vect(u,v).

De plus (u, v) estlibre car au + bv = 0 = Vx,au(x) + bv(x) =0 = {

0six<0 xsix <0
a =0 (pourx=1)

b =0 (pourx =-1)

Donc (u,v) est une base de Ker (T = %Id).



