Corrigé DL 1 Algebre linéaire

Exercice 1

1. Montrer que f : R* > R* définie par: f((x,y,z,t)) = (x —y + t,z — 2x,z + 2y — t, ¢ + y) est bijective et donner
une expression de f 1.
1 -2 0 0
2. Déduire du calcul précédent Uinversibilité et 'inverse de la matrice M = -1 (1) % é ?
1 0 —-11
1. f estbijective de R* sur R* sietssi\ tout élément de R* a un unique antécédent par f (dans R*).

Soit (a, b, c,d) € R*. Cherchons tous les antécédents de (a, b, ¢, d) par f i.e.tous les (x,y,z,t) € R*tels que :

f((x, Y, 2, t)) = (a,b,c,d)

x—y+t=a
f((x,y,z,t))z(a,b,c,d)<:>(x—y+t,z—2x,z+2y—t,t+y)=(a,b,c,d)<:>(5): zi—;yzijzbc
t+y=d
x—y+t=a x—y+d—-y=a x=2yt+d=a
N Z=D>b+ 2x PN Z=b+ 2x PN 2x+3y=c+d—b
z+2y—t=c < )b+2x+2y—-d+y=c, o~ z=Db+2x
tzd—y substitution t=d—y échange des lignes t=d—y
x—2y=a-—d —7y=2a—-2d—c—d+b=2a+b—-c—3d
2x+3y=c+d-—->b 7x =2c+2d—2b+3a—-3d=3a—-2b+2c—d
= =
z=b+2x L SEi—L z=b+2x
t=d-y Ly—3L1+2L> t=d-y
( y=—-2[2a+b—c—3d]

x =2 [3a—2b+2c — d]
z=b+2[3a—2b+2c—d] =[6a+3b+4c—2d]
t=d+-[2a+b—c—3d] =—[2a+b—c+4d]
Donc il existe un unique quadruplet (x, y, z, t) qui vérifie f((x, v, 2, t)) = (a, b, c,d) ; cetunique antécédent de
(a,b,c,d) est G[Ba —2b+2c - d],—;[2a+ b—c— 3d],;[6a+ 3b + 4c — 2d],;[2a +b—c +4d]).
J’en déduis que f est bijective de R* sur R* et pour tout (a, b, ¢, d) dans R*,

F((a,b,c,d)) = de (§[3a— 2b+2c —d],—>[2a + b —c — 3d],>[6a + 3b + 4c — 2d],> [2a + b —c+4d])

X a
2. Onremarque que, en posant X = 3z} etX = IC’ ,(8) © MTX =Y. Autrement dit, (S) est associé a
t d
MT.Comme (S) admet un unique solution, (S) est de Cramer et par conséquent MT est inversible. De plus,
X 3 =2 2 =1\ /a 3 -2 2 -1
yi_1f-2-1 1 3 b — (yTY-1 nv-1_1[-2-1 1 3
®) e 2173506 3 2 22)lc < X =(M")"'Y.Donc, (M) =5l 6 3 4 2
t 2 1 -1 4/ \d 2 1 -1 4
Le cours assure alors que M = (MT)T est aussi inversible (puisque la transposée d’une matrice inversible est inversible)
3 -2 6 2
-1 _ N~y 1 —2 -1 3 1
etM==(M)™) =71 2" 1 ¢ 1
-1 3 -2 4

Exercice 2

A. On appelle matrice magique toute matrice carrée telle que la somme des coefficients de chaque ligne soit la méme
quelle que soit la ligne et la somme des coefficients de chaque colonne soit la méme quelle que soit la colonne. Soit E
’ensemble des matrices carrées d’ordre n, réelles et magiques oun € N*.

Montrer que si A € E alors la somme des coefficients de n’importe quelle ligne de A est égale a la somme des coefficients
de n’importe quelle colonne de A.

Soit A € E. On note [ la somme des coefficients de chaque ligne de A et ¢ la somme des coefficients de chaque colonne
de A. On note s la somme de tous les coefficients de A.

Montrons que [ = c.

D’une part, s = 3L, X0 a;; = ?:1(2521 aij) =Yie l=nl



D’autre part, s = Y7y ¥t a;; = Y-, (Bik, a;;) = Xk, ¢ = ne. Ils’en suit que nl = nc et donc | = ¢ (puisque n est non

nul).
1

SoitU = 1 € M, (R).Montrerque: A€ E< I1€ R/ AU = A etUTA = AUT.
1

Soit A € M,,(R).
INER/AU =W etUTA= WU"=31 e R/ Vi€ [1,n], X7, a;; = AetVj € [1,n], X, a;; = 4

&la somme des coefficients de chaque ligne ou de chaque colonne de A est la méme quelle que soit la ligne ou la
colonne
d'apres 1.

S A€E
Montrer que si A et B sont carrées d’ordre n et magiques alors AB est magique.
SoitA,B € M, (K) magiques. Alors AB est carrée d’ordre n . De plus,
JAER/AU =AU etUTA=AUT et3ap € R/BU = BU et UTB = pUT
Donc ABU = A(BU) = A(BU) = B(AU) = BAU et UTAB = (UTA)B = (AUT)B = A(UTB) = A(BUT) = pAUT.
J’en déduis que AB est magique aussi
Montrer que si A est magique et inversible alors son inverse est magique.
Soit A € E, inversible . Alors 31 € R/ AU = AU etUTA = AUT. Donc, U = (A"1A)U = A71(AU) = A~ (AWU) = 1A U et de
méme, UT = UTAA™ = AUTA™. De plus, le systeme AX = 0,,; admet X = 0,,; comme unique solution puisque A est
inversible . Donc, AU # 0,,, etainsi A # 0. Par conséquent, A™*U = %U etUTA™! = %UT. J’en conclus que A~ est
magique aussi.
Montrer que E est un ss-e-vde M, (R). Que peut-on dire de E au regard des résultats démontrés aux questions 3 et 4 ?
E c M,(R).
0,U = 0,,etUT0, = 0,, .Donc O, € E.
SoitA,B € Eeta,b € R.Alors,3a E R/ AU = aUetUTA=aUT et3p € R/BU = U etUTB = pUT.
Alors, (aA + bB)U = aAU + bBU = aaU + bBU = (aa + bB)U
etUT(ad + bB) = aUTA+ bUTB = aaUT + bpUT = (aa + bB)UT
Jen déduisque a4 + bB € E .J’en conclus que E est un ss-e-vde M, (R).
D’aprés 3 et 4, E est stable par produit et par passage a Uinverse.
Désormais n = 3.
Déterminer une famille génératrice de E. Quelle est la dimension de E ?

a b A—a-—b>b
D’aprés la partie 4, E = {( c d A—c—d >/(a,b,c,d,l) € RS}. Donc,
A—a—c A—-b—-d a+b+c+d-2

1 0 -1 0 1 -1 0 0 O 0 0 0 0 0 1
E = a<0 0 0>+b<0 0 0>+c<1 0 —1>+d<0 1 —1>+/1<0 0 1)/(a,b,c,d,/1)eJRz5
-1 0 1 0 —1 1 -1 0 1 0 -1 1 1 1 -1
A1 Az Az Ag As
Donc E = vect(A,, A, A3, Ay, Ag). La famille (A4, A5, A3, Ay, As) est génératrice de E.
Montrons la liberté a la famille (4, 4,, A3, A4, Ag).

0 00
Soit (a,b,c,d, A1) € R°/aA; + bA, + cA; + dA, + 145 = (0 0 0).
0 00

a b A—a-b>b 0 0O
Alors( c d A—c—d )=(O 0 0).

A—a—-c A—-b—-—d —-A+a+b+c+d 0 0 O
Donca=b=c=d=0etA—a—b=0.Donca=b=c=d=21=0.Ainsi, (4, 4,, A3, A4, As) est libre et finalement
estune base de E. J’en conclus que dim(E) = 5.

Soit D = diag(1,2,3) et F ’'ensemble des matrices réelles qui commutent avec D.

Montrer que F est un ss-e-v de M5(R), en donner une famille génératrice et sa dimension.

F={Me€ M;(R)/DM = MD} cM;(R).

DO; = 0; = 0;D.Donc, 05 €EF

Soit (P,Q) € F?et (a,b) € R2 Alors D(aP + bQ) = D(aP) + D(bQ) = aDP + bDQ = aPD + bQD = (aP + bQ)D. Donc,
aP +bQ €F.

Ainsi F est un ss-e-v de M5(R).

a b ¢ 1 0 0O\sa b c a b c\N/1 0 0
F={<d e f)e Mg(ma)/<o 2 0><d e f>=(d e f)(o 2 o>}
g h k 0 0 3/\g h k g h kK/\0 0 3



r (2220

a b c a b c a 2b 3c a b c
F:{(d e f)EM3(]R)/<2d 2e 2f>=<d 2e 3f>}= (d e f>eM3(]R)/ szd;%

g h k 3g 3h 3k g 2h 3k g h k 3g=g
3h=2h
a 0 0 1 0 0 0 0O 0 0O
F={<0 e 0>/a,e,kréels}={a<0 0 O>+e<0 1 0>+k<0 0 0>/a,e,kréels}
0 0 k 0 0O 0 0O 0 0 1
1 0
Donc, .#= (0 0
0 0 0 0/ \0 0 1

0 0 0 O 0 0 O
0) , (0 1 0) , (0 0 0) est une famille génératrice de F. De plus cette famille est libre puisque
0 0

0

1

1 0 O 0 0 0 0 O 0 0 O a 0 0 0 0 O
a(O 0 0>+e<0 0>+k<0 0 0>=<0 0 O><:><O e 0>=<0 0 0>@a=e=k=0.
0 0 O 0 0 O 0 0 1 0 0 O 0 0 k 0 0 O

Donc . #est une base de F et dimF = 3.
E et F sont-ils en somme directe ? Donner une famille génératrice de E N F.

a 0 O a 0 0
ENF = {(0 e 0) /a, e kréels et a=e=k }= {(0 a 0) Jaréel} = vect(ls).
0 0 k la somme des 0 0 a

coef f de chaque ligne et colonne
est la méme quelle que
soit la ligne ou colonne

DoncE NF # {Os}et E et F ne sont pas en somme directe . De plus (I3)est une famille génértrice de E N F.

0 0 O
Soit G = {(0 0 d) /a,b,c,dréels}. Montrer que E®G = M;(R).
a b c
0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 O
G={<0 0 d)/a,b,c,dréels}=vect(‘é),oﬁi(: (0 0 1),(0 0 0),(0 0 0),(0 0 0)
a b ¢ 0 0 O 1 0 O 01 0 0 0 1

Donc est un ss-e-v de M;(R).
Pour prouver que E®G = M;(R), il suffit de montrer que toute matrice de M;(R) s’écrit de maniére unique comme
somme d'une matrice de E et d’une matrice de G.

a b ¢
SoitM = (d e f) € M;(R). Je cherchetousles A € Eet B € G tellesque M = A+ B.

g h k
x y A—x—y 0 0 O
Soit A =< z t A—z—t )EEetB = (0 0 a) € G.0On cherche donc tous les réels
A—x—2z A—y—t —A+x+y+z+t B v &

ayztdapfB,y dtelsqueM = A+ B.

a b c x y A—x—y 0 0 O
M=A+B<=><d e f):( z t A—z—t >+<0 0 a)
g h k A—x—z A—-y—t —-A+x+y+z+t B v 6
a=x xX=a
b=y y=>b
c=A—-x—-y A=a+b+c
d=z z=d
= e=t PN t=e
f=A—-z—-t+a a=f+d+e—(a+b+c)
g=A—-x—z+8 f=g+a+d—(a+b+c)
h=1-y—-t+y y=h+b+e+(a+b+c)

k=—-2A4+x+y+z+t+6 6=k—(a+b+d+e)+(a+b+c)=k—d—-e+c
Dong, il existe des uniques matrices A € E et B € G tellesque M = A + B. Ainsi, E et G sont supplémentaires dans
M;(R).



