DL 3 Algebre linéaire pour mercredi 3 juin

Dans tout le probléme, E est un R-espace vectoriel de dimension 3.

Pour u endomorphisme de E et n entier naturelnonnul,onnoteu™ =u o u o...ou=1u o u (nfois).

On note M;(R) le R-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 3, GL;(R)’ensemble des matrices inversibles de
M;(R) et I la matrice unité de M;(R).

Définition: Pour deux matrices A et B de M;(R), on dit que la matrice A est semblable a la matrice B lorsqu’il existe une
matrice P de GL3(R) telle que : A = P"1BP.

n-1

PARTIE I
1. Soit (4,B,C) € M;(R)3. Montrer que :
A estsemblablea 4.
Si A est semblable a B alors B est semblable a A.
Si A est semblable a B et B semblable a C alors A est semblable a C.
Si A estsemblable a B alors detA = detB, trA =trBet rgA =rgB.
A estsemblable a B sietssiA et B sont deux matrices d’un méme endomorphisme.
PARTIE 11
2. Soitu unendomorphisme de E et soient i et j deux entiers naturels.
On considére l'application w de Ker (u™) vers E définie par : w(x) = v/ (x).
a. Montrer que Im(w) c Ker (ub).
b. Endéduire que dim(Ker u'*/) <dim(Ker (u') ) + dim(Ker (u/) )
3. Soitu un endomorphisme de E vérifiant : u® = 0 et rg(u) = 2
a. Montrer que dim(Ker u*) = 2 (on pourra utiliser deux fois la question 2b.)
b. Montrer que 'on peut trouver un vecteur a non nul de E tel que u?(a) # 0 et en déduire que la famille
(u?(a),u(a), a) est une base de E.
c. Ecrire lamatrice U de u et la matrice V de u® — u dans cette base.
4. Soituunendomorphisme de E vérifiant: u* = 0 et rg(u) = 1
a. Montrer que U'on peut trouver un vecteur b non nul de E tel que u(b) # 0
b. Justifier Uexistence d’un vecteur c de Ker (u )tel que (u(b), ¢) soit libre puis montrer que la famille ( b, u(b), c) est
une basede E.
c. Ecrire lamatrice U’ de u et la matrice V' de u* — u dans cette base.
PARTIE 111

RS

1 a B
Soit désormais une matrice A de M;(R) semblable a une matrice du type T=(0 1 y>.

0 0 1
On se propose de montrer que A est semblable & soninverse 471 .

0 a B
On pose alors N=(0 0 y)et soit P de GLs(R)telleque P™1AP = T = I+ N
0 0 O

5. Expliquer pourquoi la matrice A~ existe.

6. Calculer N3etmontrerque P"'A™*P = [ — N + N2.

7. QuelestlerangdeN?

8. Onsuppose dans cette question que N = 0 ie. 7gN = 0. Montrer alors que les matrices A et A~! sont semblables.

9. Onsuppose dans cette question que g(N) = 2.0npose M = N> — N,
0 1 0

a. Montrer que la matrice N est semblable a la matrice (0 0 1>et en déduire une matrice simple semblablea M .

0 0 O

(on pourra introduire 'endomorphisme de E dont la matrice dans une base fixée de est N ).

b. Calculer M3 etrg(M).
c. Montrer que les matrices N et M sont semblables.
d. Montrer que les matrices 4 et A~* sont semblables.
10. On suppose dans cette question que g(N) = 1.Onpose M = N> — N.
Montrer que les matrices A et A~! sont semblables.

1 0 O
11. Exemple : soit la matrice A = (0 0 —1) et u ’endomorphisme de R® canoniquement associé 4 la matrice A .
01 2

a. Déterminer tous les réels A tels que 'équation u(X) = AX admette une solution X non nulle. Trouver alors une
base Ker(u — Aid).

1 0 0
b. MontrerqueAestsemblableéT=(0 1 1).

0 0 1
c. Conclure que les matrices 4 et A~! sont semblables.

12. Toute matrice de M;(IR) semblable a son inverse est - elle semblable & une matrice du type T ?



