Ap p li CatiO ns '.i n éa i FeS. Danstoutle chapitre, E et F sont deux K- espaces vectoriels

Rappels importants :

1. Une application f de E dans F est injective (ou
injective sur E)
e lorsque tout élément de F a au plus un antécédent par

fdansE.

e lorsque deux éléments de E ayant la méme image par f
sont égaux

e lorsque deux éléments de E distincts ont deux images
distinctes.

2. Une application f de E dans F est surjective (ou
surjective de E sur F)lorsque tout élémentde F a au
moins un antécédent par f dans E i.e. lorsque f(E) =
F.

3. Une application f de E dans F est bijective (ou
bijective de E sur F)

e lorsque f estinjective et surjective de E sur F

e lorsque tout élément de F a exactement un antécédent
par f dans E

e lorsqu’il existe une application g de F sur E telle que :
fog=idret gof =idg.

Dans ce cas, on définitg = f1: F > E telle que Vy €

F,f~1(y) = U'unique antécédent de y parf .

4. Si f estune application de E dans F et A est un sous-
ensemble de E et B un sous-ensemble de F alors

e f(A) = {f(x)/x € A} est’image directe de A par f et
contient toutes les images par f de tous les éléments
de A

o fYB)=f"Y(B) = {x € E/f(x) € B} estlimage
réciproque de B par f et contient tous les
antécédents de tous les éléments de B.

* fja,larestriction de f a 4, est Uapplication définie sur
Apar:Vx € 4, fra (x) = f(x). 1

Morphisme particuliers et notation ensembliste :

1. Unendomorphisme de E est une application linéaire
de E dans E . AE) est’ensemble des
endomorphismes de E

2. Unisomorphisme de E sur F estune application
linéaire de E dans F , bijective de E sur F . Lorsqu’il
existe unisomorphisme de E sur F,onditque E et F
sont isomorphes._ Isom(E, F) est ’ensemble des
isomorphismes de E sur F

3. Unautomorphisme de E estunisomorphisme de
E sur E. GL(E) est ’ensemble des automorphismes de
E dit groupe linéaire.

4. Une forme linéaire sur E est une application linéaire
de E dans K. E” est 'ensemble des formes linéaires sur
E. 3

Régles de calcul déme Sif € Z(E,F) alors
1. f(Og) = Of

2. VX€EE, f(—X)=—f(%

3. V(txl, 000 am) € Km, V(ﬁl, ...,ﬁm) EE™ b

FQR a) = X0 o f (). 4

Application linéaire f est une application linéaire de E
dans F (ou un morphisme d’espaces vectoriels).lorsque
of estune application de E dans F
*
oo V(%,3) € E%¥(a, B) € K? f(aX + BY) = af (X) + Bf ()

f(aX) + af (x)
On note & (E, F) 'ensemble des applications linéaires de E
dans F. 2

Exemples de référence 5
o Llidentité surE, idg: (X » X), est un automorphisme de E.

E-F . )
. w:(_, Aﬂ)e / (E,F) .w, le morphisme nul, est noté O ou
X - Op

0., &r)
E->E . .
. w: (q —»)e / (E) .w, ’endomorphisme nul, est noté 0
X - Og
ou 0. -
. hu:(_].5 N E_.), homothétie vectorielle de rapporta € K*, est
X - ax

un automorphisme de E de bijection réciproque hz.

o SoitAeM,,K).py: (Mp.x(K) = Mn,l(K)) ot

Mo (R R X - AX
f:( 7"‘7(1‘3 _)AIV;W( )>sont linéraires.
-
M1 (K) = My, (K)

. X1 V1
e Soitd e M,(K).p,: ¥ = x:2 DY = AX = y:2 estun

xﬂ, yTl
endomorphisme de M,, ; (K).

Exemples déja rencontrés 6
e Soit E un K-e-vde dimension n et B une base de E .
E > M1 (K) . .
: ( N RN ) est un isomorphisme. E et M, ; (K)
X - matgx ’

sont donc isomorphes.

. f :(1‘;1&;(5)”—(}‘41)() eM,(K)" . (la trace est linéaire)
. f .(Mp,q (R) = Mqp(R)
' M- MT
f—l:(qup(R) - Mp'q(]R)

Mo M"
_ (Cl(]R, R) - C°(R,R))
. f - fl

dérivation est linéaire)
h (C°<[o,1],mz) - R)
: 1
felf

) est unisomorphisme et
)(la transposition est linéaire)

) e 7/ (C'(R,R),C(R,R)) . (ta

) € CO(R,R)*. (lopérateur intégral est
linéaire)

« Soit E le R-e-v des suites réelles convergentes.

ur lim u,
n-+oo

Exercices 1: 1) Soit f: R* - R définie par :f ((x,y,2,t)) = x —y + ty —
Z03x — t + 2z). Montrons que f € (R, R3)

2) Soith: ( et ) Montrons que h € 7 (CY)
“\u e up = Uy nen/’ ' '

€°([0,1], R) - C*([0,1], R)

f o T(:Gem [7 F(dt)
4) Soit ¢: (P Hﬂﬁ(zzg(()](;_ﬂ%a[x_] X)))' Montrerque @ € ~ (R, [X]).
[ R*>R . RN > R?

S)Montrer que f: ((x, y) P~ xy)’g' (u - (UgUq, Uy + ul))'
( K[X] - K[X] )etk_< F(R,C) > C
‘\P > PX)P'(1-X) \fPr2+if(})

( D*(R,C) - F(R,C) ) o
6)u.<f bt f o+ L'f(l)idm) €/ (DY(R,C), F(R, C))sietssia = 0.

E->R
h: € E*.(Uopérateur «limite » est linéaire)

3)Soit T : ( ) Montrons que T est linéaire.

) ne sont pas linéaires.

Propriété fondamentale : déme

Soit B = (e;);¢; une base de E et (3;);ce; une famille de

vecteurs de F . Il existe une et une seule application

linéaire f de E vers F qui vérifie : Vi € I, f(&;) = J;.

Conséquence fondamentale

1. Toute application linéaire f de E vers F est
entierement déterminée (définie ou décrite) par la
donnée des images par f des vecteurs d’une base de E.

2. Sideux applications linéaires de E vers F associent la
méme image a chaque vecteur d’une base ou d’une
simple famille génératrice de E alors ces applications
linéaires sont égales (partout !!).

3. SoitE=E, @ Eyetu; € v (E,F)et u, € 7 (Ey F).ll
existe une et une seule application linéaire u de E vers
Ftelleque:u/p =w etu/p, = Uy.: 7

En pratique, vous devez étre capable de décrire cette
unique application linéaire ( Cf exercice suivant).




Exercices 2:
1. Soitf €~ (R[X])telque f(1) = 0et f(X) = 1etVk = 2,f(X¥) =
kX*~1-k(k-1)X*~2. Reconnaitre f (on donnera une expression de

f(P)).
2. Soitf e (My(R), ]Rz)tqf(((l] g)) = (1,0),f((1 g)> -

(—1,0),f((1 é)) =(0,-1) etf((i 1)) = (0,1). Déterminer

a b
(D)
3.  Soitu = (1,1),v = (2,—1)et w = (1,4). Pour quelles valeurs du réel a,
existe-t-il un endomorphisme f de R*tel que : f(u) = (2,1), f(v) =
(1, —Det f(w) = (5,a)?

4. Cherchons tous les endomorphismes de R.

Puissances et polyn6mes d’endomorphismes

Soitf € Z(E).

1. fO=idgetVneN fi=frlof=foftl=fo. of €/
(E).Les endomorphismes f™ de E sont les itérés de f .

2. f estnilpotent lorsqu’il existe un entier naturel p tel
que f? =0 .

3. SoitP € K[X] tq P = ¥R ya,X*. Alors

P(f) = Tk-oarf* = agidg + arf + apf? + -+ apf". 13

Opérations sur les applications linéaires déme

1. Sife” (E,F)etg e (E,F)alorsaf +Bg €~ (E,F).

2. Sige” (F,G)etfe~ (E,F)alorsgefe~ (EG).

3. Sif estunisomorphisme de E sur F alors f~! estun
isomorphisme de F sur E .

4. Sif et g sont deuxisomorphismes de respectivement
E sur F et F sur G alors g o f est unisomorphisme de
EsurGet(gof)™ = f'og!estlisomorphisme
réciproque. 8

Notation:dans ~ (E,F), g o f est souvent notée gf ...

Reégles de calcul - Factorisation et binome de Newton
Soit (f, g,u,v) € 7 (E)*, (a, B,a,b) € K*et (n,p) € N?
1. (af +Bg) e (au+ bv) = aa(f ou) + ab(f o v)

+Balg e u) + Bb(g ° v)
2. (af)P =aPfPetidP =id et fPf™ = fPtM et (fP)" = fP".
3. SiP=0QB+Rou(P,0Q,R,B) € K[X]*alors P(f) =

QB +R(f) =R(f) + B(HA.

4. Si fog=gof ,alors

f et g commutent

. (feg)" =ftogh=g"f"
Ueg9)
(feg)e(feog)e...o(fo9) n
. F+on  =3io(p) fra

F+9)e(f+9)°..o(f+9) fefouefegege..cg
o [M—g™! = (f— )k fF 9" ") .

fof.of =gog.eg  (f—g)o(Xhogfofwofogog..og)
En particulier, f et id commutent toujours puisque f o id = f = id o fdonc

VnEN, (id+ f)" = Tpoo () ¥ etid = [T = (id - o (Thoof5). 14

Regles de calcul dans Z(E, F)

Soita € K et ge / (F, G) et (f,h)e. 7 (E, F)* alors

1. ge(f+h)=gef+geh

(NB:Uégalité (f + h) o g = f o g + h o g est vraie méme si
f, g, h ne sont pas linéaires)

2. (ag)ef=ge(af) =algef). 10

Exemple3 :si f2 + 2f —3id =0 alorsid = %(f2 +2f) = %(f +2id)of =
fo %(f + 2id) etj' en conclus que f est bijective et f 71 = %(f + 2id).

Opérations dans Z(FE)

1. Sifetge ~ (E)et(a,p) EKzalors{
2. SifeGL(E)alors f~1eGL(E).

3. SifetgeGL(E) alors{ fogeGLE

(feg)t=gtef™t
Attention:en général,f o g # g o f,etf o gestnoté fg. 11

af +Bg € (E)
fege(E)

Noyau : Soit f € & (E, F). Le noyau de f noté

Ker(f) ou Kerf est ’ensemble de tous les antécédents
deE par f i.e. 'ensemble des vecteurs de E dont 'image
par f vaut Oy. Kerf = {% € E/f(¥) = Op}.

Autrement dit, ¥ € Kerf © % € E et f(X) = Op. 15

/ (E) est stable par composition et combinaison linéaire (addition

et multiplication externe) . / (E) estun K-e-v.

GL (E) est stable par composition et passage a Uinverse.

NB:GL(E) n’estpasstable parc.l. car idy — idp =0, 12
EG\‘L‘ZE) Ec;z‘-(lE) ;GZEEJ)

Image d’une application linéaire : Soit f € < (E, F).
L’image de f, notée Im(f) ou Imf , est ’ensemble de
toutes les images par f de tous les éléments de E .

Im(f) ={f(X)/X €E}={§ €F/AX € F;5 = f()} = f(E).
Autrement dit,y € Imf © 3X € E/f(¥) = ¥. 17

Rang d’une application Le rang de f ,notée rg(f), est, par
défe, la dimension de Im(f). Donc, rg(f) = dim(Im(f)) .
Alors, rg(f) < min(dimE , dimF). 19

Noyau et Image d’une matrice Soit M € M, ,,(K).
Ker(M) = {X € M,,(K)/MX = 0} = Ker(¢)) noyaude M
Im(M) = {MX/X € M,,,(K)} = Im(¢y) image de M

ol P (M"'l(K) ” M"'l(K)). 20
X > MX

Csq:rg(M) =rg(en) et

M e M, (K) estinversible sietssi Ker(M) = {0,,1}. 21

Exercice4 : Soit f: R[X] —» R[X] définie par: f(P) = XP' — P. Montrer que
f € 7/ (R[X]). Décrire Im(f) et Ker (f).

Exercice5 : Soit E un K-e-v rapporté 4 la base B = (d, b,¢, &)
Soitf € /(E)telquef(@) =d+b+2+d, f(B) =d+d,
f@=d+d et f(c?)=&+B+E+&.A—t—onKer(f)691m(f)=E?

A savoir justifier déme : Soit ge Z(F, G) et fe A(E,F) .

1. geof =0 ygsietssi Im(f) c Ker(g).

2. Ker(f)cKer(gof)etIm(gef)cIm(g).

Pour tout endomorphisme f de E,

1. Vk € N,Ker(f¥) et Im(f¥) sont des ss-e-v de E tels\
que Ker(f*) c Ker(f**1) et Im(f**1) c Im(f¥).

Les deux suites (Im(f*)) renet (Ker (f¥))xen de ss-e-v de E:sont
respectivement décroissante et croissante au sens de Uinclusion.

2. SiE estde dimension finie alors les suites
Im(f*))kenet (Ker(f¥)) ey sont stationnaires.
3. f?=0sietssiImf c Kerf. 24

Image directe ou réciproque d’un ss-e-v. Soit f € & (E, F)
1. Si GestunssevdeF alors f~1(G) estunssevdeE
2. SiHestunssevdeEalors f(H)estunssevdeF. 25

Cas particulier: f~1({0z} ) = Ker(f) et f(E) = Im(f).



Ss-e-v stable Soit f € &/ (E)etHunssevdeE (alors f(H)
estunssevdeE). H eststable par f lorsque f(H) c H
(i.e. lorsque VX € H, f(¥) € H) etdans ce cas,

H-H . P
fu: (f o f(ic’)) est un endomorphisme de H appelé
Uendomorphisme induit par f sur H. 26

2) Supposons F de dimension finie/.
f estsurjective de E sur F sietssi rg(f) = dim(F). 32

Exercice14 :Soitn € N et VP € R,[X], ¢(P) = (1 — nX)P(X) + X2P'(X).
Montrer que ¢, € GL(R,[X]).

Exercice: Montrer que f: (x(x,y,2z) = (x + y,2z — x))est de R®dans R’
surjective mais non injective. Donner une base de Ker(f).

Exemple: Soit E = E; @ E; et u; € & (Ey) et u, € 7 (Ey).
Alors E; et E, sont stables par Uunique

endomorphisme u de E vérifiant: w g, = u; et w/p, = u,. 27
Exercice6: Soit u: R[X] - R[X] définie par : u(P) = X?P’ — 6XP. Montrer que
u induit un endomorphisme sur Rg[X].

A savoir démontrer : déme Soit f €/ (E) ..A € K. Alors,

f —didg € /(E) etKer(f — Aidg) = {X € E/f(X) = 1%} et
Ker(f — Aidg) est stable par f.L’endomorphisme f; de
Ker(f — Aidg) induit par f est ’homothétie de rapportA. 28

Ker(f) donc Ker(f) # {0}. Rappel: Ker(f) = Ry[X].
Exercice8 : Montrons que 'endomorphisme f : (P~aP — XP") de R[X] est
injectif sietssia € N.

Caractérisat® d’un isomorphisme déme. . Soit fe “(E, F).
.{Kerf = {05}

1. f estunisomorphisme de E sur F sietssi
Imf =F
2. Supposons que E ou F soit de dimension finie et E
admette une base (€;);¢; - Alors,
f estunisomorphisme de E sur F
sietssi((f(é))),, est base de F.
sietssi dim(E) =rg(f) = dim(F) < +oo. 33

Théoréme du rangdéme. . Soit f € & (E,F) .
Si G estun supplémentaire de Ker(f) dans E alors
Imf et G sontisomorphes.
En conséquence : Si E est de dimension finie alors
rg(f) +dim(Kerf) = dim(E) 37

Exercice11 : Montrer que pour tout P € R, [X], il existe un unique Q € R, [X]
telque: P = Y7 ,Q®.

Dimension d’une image directe ou réciproque .

Soit E et F deux K-e-vde méme dimension.

1) Si f est un isomorphisme de E sur F et H estun ss-e-vde
E alors f(H) et H ont la méme dimension .

2) Si f estun isomorphisme de E sur F et G est un ss-e-vde
Falors f~1(G) = f~1(G) et f~1(G) et G ontlaméme
dimension . 38

Construire ou justifier une base Si f est un isomorphisme
de E sur F alors f envoie une base de E sur une base de F et
fenvoie une base de F sur une base de E. 34

Exemple7: f: (P » P(X + 1) — P(X)) estun endomorphisme de R[X] non injectifcar 1 €

Injectivité et liberté déme

Soit f € & (E,F) . Alors,

1) Si f estinjective alors pour toute famille libre
(@) ie1,n] de vecteurs de E, (f(u_J)ienl,nu estune

famille libre de vecteurs de F .
2) SiE de dimension finie et admet une base

(€)ie1,ny alors
f estinjective < (f(e‘))ie[[l,n]] est une famille libre.

& rg(f) =dimE . 30

Exercice12: Soit ay, a;, ..., a, des réels distincts. On pose Vk € [0,n], X; =
(ap®,a;¥, ..., a,%) € R*1,
1. En utilisant la base de Lagrange associée a ag, ay, ..., a,, montrer que
f-( R,[X] - R+
“\P = (P(ao), P(a), ., P(an))
2. En déduire que la famille (Xy) =g, nest libre dans R™*let retrouver que

11 1
/‘11 a an\

V(ag, ay, ..., ay) = ka% a2 - a,zl)estinversible.

)est un isomorphisme.

n n n
al a an

Propriété durang.

Soitf € /(E,F)etge ~/ (F,G) et he &/ (G,E)

1. Sig estunisomorphisme de F sur G alors
rg(gef)=rg(f).

2. Sihestunisomorphisme de G sur E alors
rg(foh)=rg(f).

3. rg(gef)<min (rg(f),rg(g)). Dime 39

RQUE : Autrement dit, le rang est invariant par composition a droite ou a
gauche par un isomorphisme.

ce résultat rappelle le résultat sur les matrices : le rang d’une matrice est
inchangé lorsqu’on la multiplie par une matrice inversible.

Exercice9: Montrons que 'endomorphisme f : (P—P + P’) de R, [X] est
injectif.

Caractérisation de la surjectivité S déme oit fe Z(E, F).
f surjective sietssi Imf = F. 31

Dimension etisomorphisme déme 35

1. SiE et F sontisomorphes alors dim(E) = dim(F) (finie
ou infinie).

2. Si dimE = dimF < +o alors E et F sontisomorphes.
(faux si dimE = dimF = +0).

3. si dim (E) > dim (F) alors il n’existe aucune application linéaire
injective de E vers F .

4. si dim(E) < dim (F) alors il n’existe aucune application linéaire
surjective de E sur F .

Exercice10 : Soit u: C°(R, R) = C(R, R) définie par: Vf € C°(R, R), u(f) est
la primitive de f qui s’annule en 0. Montrer que u est injectif mais n’est pas
surjective de C°(R, R) sur C*(R, R).

Surjectivité et genése déme Soit f € Z(E, F) .
1)  Soit (e,);e; est une famille génératrice de E.
f surjective de E sur F sietssi (f (&;));e; st une famille
génératrice de F.

Exercice13: Soit E le ss-e-v de CN constitué des suites p-périodiques. Soit
E - CP
h: (
U (g, Uy, o U )

). Montrons que h € Isom(E, C?). En déduire dimE.

Equations linéaires déme Soit fe ~(E,F)eth € F.
Notons (e) 'équation linéaire f (%) = b d’inconnue % € E et
(eh) léquation f (%) = Or d’inconnue % € E, 'équation
homogene associée a (e). Alors, Ker(f) est ’ensemble des
solutions de (eh).

Ou bien, be Im(f). Alors (e) admet une solution

particuliére v'et les solutions de (e) sont les vecteurs v" +
Rtels que e Ker(f)

Ou bien, b & Im(f). Alors (e) n’a pas de solution. 40

Application a la preuve du théoréme des suites
récurrentes linéaires d’ordre 2. (Cf annexe) 41




Projection et symétrie vectoriels : Soient E un K-e-v et
Fet GdeuxssevdeE telsque F @ G =E.

Pourchaque X€E ,3! (X7, X)) EF X G /| X =Xp + X5 ;
on pose alors p(¥) = xp et q(X) = x; ets(x) =xp — x5
L’application p ainsi définie est appelée la projection
vectorielle sur F parallélement a G (ou de direction G) et q
est la projection sur G de direction F. Les projections p et q
sont dites associées alasomme directe F@ G =E .
L’application s est appelée la symétrie vectorielle par
rapport a F parallelement a G (ou de direction G) .

p(%) est le projeté de ¥ sur F parallelement a G et q(X) est
le projeté de X sur G parallélementa F.

s(%) est le symétrique de X sur F parallélement a G
L’espace F sur lequel p projette et ’espace G parallelement
auquel p projette sont les éléments caractéristiques de p ,
degetdes. 42
Exemple15: VP € R[X], h(P) = P(0) + P'(0)X.

Alors, h est la projection sur Ry [X] et parallelement a G = vect(X),s, = {P €
lRf[X]/P(O) = P'(0) = 0}.

G

1. f estune projection (0)

2. f est une symétrie (0)

K
‘\\ /S /

5
s(u) = ur —u;

Exercice16: Soitn € N et VP € R, [X], ¢(P) = P(—X).
Reconnaitre ¢ et décrire par des bases ses éléments caractéristiques.

Rappel.: Une forme linéaire de E est une application
linéaire de E dans K. E*est’ensemble des formes linéaires
surE. 45

Hyperplan Un hyperplan de E est un ss-e-v de E lorsque H
admet une droite vectorielle comme supplémentaire dans

E. 46

On suppose que E est de dimension finieet B =
(€1)ie[1n €St une base de E.

Exemple17: Soit H = vect((1,2,3,0),(1,1,0,3).(-1,1,1,-1)) . Jusutifer que H
est un hyperplan de R*. Trouver une forme linéaire de R* dont H est le noyau
et une équation de H.



41ANNEXE : Démontrons les deux résultats suivants

admis dans le chapitre « Suites particuliéres ».

1) S’ilexiste une suite t telleque: Vn € N, t,, ., + aty1 +
bt, = vy, alors E = {v + h/h € Ker (p)}i.e. les suites
réelles u vérifiant vVn € N, u,, ., + au, 41 + bu, = v,
sont les suites sommes de t et d’'une suite élément de
H.

2) H= {a(rln)neN + B (3 )nen/(a, B) € Rz} St A(B.C)> 0 et
T, et 1y sol® distinctes de (e.c). .

H = {(0.’ + fn) (r(;l)nEN/(ar B) € Rz} si A(e.c)= Oet

1y sol° de (e.c)..

H = {(a cos (n@) + B sin (n0))p™/(a,B) € ]Rz} Si A<

0etry = pe' sol° de (e.c).

. RY > RN

1) Soite: (u P (Unsz + QUpyy + bUpdnen
'ensemble des suites réelles u solutions de @(u) =
vetH = Ker(¢).

Montrons que ¢ € ~ (RVY).

V(u,z) € (RY)? V(a, B) € R?, ¢p(au + Bz)

= ((aun+2 + Bzny2) + alaunyq + f2Zni1)
+ b(au, + ﬂzn))neN
= (Qup4z + aqUpyy + Doty + B2y + afZnyq
+ bfzn)nen
= (Qup4z + aquUp 1 + bauy)ney
+ (Bznsz + aPfzpiy + BBz nen
= a(Upyz + QUny1 + DUipdnen
+ B (Znt2 + aZny1 + bZp)nen
=ap) + Bo(2)

Donc, ¢ € ~ (RY). Ainsi, E est ’ensemble des solutions

d’une équation linéaire. D’aprés le théoreme précédent, on

peut donc affirmer que : si E est nonvide i.e. il existe une
suite t telleque: Vn € N, t,,,, + at,,1 + bt, = v, alorsE =

{v+ h/h € Ker (@)} i.e. les suites réelles u vérifiant Vn €

N, up4p + auy 4 + bu, = v, sont les suites sommes de t et

d’une suite élémentde H .

). Alors E est

2) Donnonsune base etla dimensionde H.

e Toutd’abord H estun ss-e-vde RN car H c RN et
la suite nulle est élément de H et si h et g sont
deux suites de H et x et y deux réels alors Vn €
N, (¥ hnt2 + YGn+2) + a(xhpiq + Ygne1) +
b(xhy +ygn) = x (hyy2 + ahyyq + bhy) +

=0
V(hpyo + agniq +bgy) =0;doncxh +yg € H.
=0

o Pour trouver la dimension et une base onva
construire un isomorphisme de R2 sur H.

Soit I': H —» R2définie par : I'(h) = (ho, hy).
I est bien définie et linéaire car si h et g sont deux suites de
H etx ety deuxréelsalors I'(xh +yg) = (xhy +
Y90, xhq +¥g1) = (xho,xh) + (¥90,y91) = x(hg, hy) +
¥(go, g1) = xI'(R) + yI'(g).
" est bijecti~ ~nr Wl ~ B =

R2 il exist DoNc, les suites (p™ cos (n6))nenet (p™sin (n60))pen
a }'l — b e SONt éléments de H.
N =

Ainsi,I" est un isomorphisme de R? sur H. Donc, dimH =
dimR? = 2. Donc, une base de H est une famille libre formée
de deux vecteurs de H.
e Cherchons les suites géométriques complexes
NON NULLES vérifiantVn € N, hy, .5 + ah,q +
bh, = 0. Soitr € C".
ey EH S VREN, "2 4 qr™l 4+ pr* =0 & Vn
EN,(r2+ar+b) r* =0
*0 CTl?TiO
or’+ar+b=0
Ainsi, ™)pey € H © 1 sol°de ax® + bx + ¢ = 0.
e Posons (e.c):ax*+ bx +c = 0.
Ou bien A )> 0. Alors (e. ¢) a deux solutions réelles
distinctes: ry et r, et alors les suites géométriques
(Mnen et () nensont élémentsde H. Commer; # 1,
((r{Dnen, (13 )nen) est libre et ainsi, (i nen, (17 )nen) est
une base de H. En particulier, les suites éléments de H sont
toutes les c. L. de (1) nen €t (1) nen-
Ou bien A )= 0. Alors (e. c) a une seule solution : le réel

b . . . .
1o = —— et H ne contient qu’une seule suite gé¢ométrique
0 2a

non nulle : (1) nen- Montrons que (Mrf) ey € H. VR E N,
n+2 n+1 n+2

(n+2)r +an+Dry ~+bnry™ = (n+ 2)r +
a(n+ V"™ + bnry™ = nrg™ [r2 + ary + b| +
=0
" |2ary + b| = 0.
2o " -

=0
Donc, (nr{)nen € H.

Montrons que (1) nen, (TN nen) est libre.

Soit (@, B) € RZ. a(mri)peny + B neny = 0 © Vn, anrd +
Bri{=0 = ,8=0et(a+,3)7:9=0=>a=ﬁ=
pour n=0 puis 1 #0

0.

Ainsi, (M) nen, ) nen) est libre et maximale dans H
donc est une base de H. En particulier, les suites éléments
de H sont toutes les ¢.l. de (1{)nen €t (M1 ) nen-
Ou bien A )< 0. Alors (e. ¢) a deux solutions complexes
conjuguées et non réelles : r; et r, et alors les suites
géométriques (1) nen et (1)nensSont complexes et
vérifient: Yn € N, 72 + ar™*! + br™ = 0. Posons, 1; =
ne!® Onadonc,

€N, pn+Zei(n+2)9 + apn+1ei(n+1)0 + bpneine =0i.e.

€ N, p"*2(cos((n + 2) 8) + isin((n + 2)0)) +
ap™1(cos((n+ 1) 0) +isin((n+ 1)0))) +
bp™(cos (n6) + isin(nf)) = 0 + i0. Donc, par unicité des
parties réelle et imaginaire du complexe nul,
vn € N, p™*2 cos((n +2)0) + ap™* cos((n+ 1) 9) +
bp™cos (nf) =0et

P 2sin((n + 2)0) + ap™*isin((n + 1)6) +

43bpmsin(nf) =0.
Montrons que ((p™ cos (1.0))pen, (P sin (1 0))en)eSt
libre.
Soit (@, B) € R% a(p™ cos (n 6))nen + B(p™ sin (n6))nen =
0 © Vn,ap™cos (nB)+ Bp"sin(nh) =0

= a=0 et <acos (6) + B sin(6) ) p
pour n=0 puis 1 #0car r,¢R/ #0car r;€R
=0=>a=£=0.

Ainsi, ((p™ cos (1n.0))nen, (p™ sin (1 0)),en)est une famille
libre et maximale dans H et est donc une base de H. En
particulier, les suites éléments de H sont toutes les c.l. de
(p" cos (n 8))nen et(p™ sin (n6))nen-

CCL: H= {a(rln)nEN + B (rzn)neN/(a' B) € Rz} st A(e.c)> 0
et 1, et 1, sol° distinctes de (e.c). .

H = {(a+ pn) (5Dnen/ (@, B) € R?} si A= 0 et

1y sol® de (e.c)..

H= {(a cos (n@) + L sin (n6))p"/(a,B) € ]Rz] SiAen<
0 ety = pe'? sol° de (e.c).

Je vais trouver la dimension de H sans et pour trouver une base de H en utilisant un isomorphisme.




