TD 20
Applications linéaires.

Ex 1 Sont-elles linéaires ? Si oui, trouver une base du noyau et une base de I'image.

f définie sur R[X] par : f(P) = P(2)P'(1).

u définie sur C1(R, C)par : u(f) = f' + 2f.

u définie sur M, (C)par : u(M) = det (M).

Soit D = diag(a,b) ou a et b complexes fixés et u définie sur M,(C) par: u(M) = DMT.
¥ définie sur R%par : ¥((x,y)) = (x — 3y,2x% — y).

f définie sur R[X] par : f(P) = P+ XP' + 1.

f définie sur R[X] par : f(P) = P+ P'(1)X.

u définie sur C2(R, C)par : u(f) = 2f(0)f".

Y définie sur R* par : ‘I’((x, v, 2, t)) =4y —x +¢t.
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Ex 2 Montrer que f est linéaire et déterminer Kerf, Imfetrgf. f est-elle injective ? surjective ? f est-elle un
automorphisme ? un isomorphisme ?
Soit @ : CO°(R,R) » C(R,R) par: ¢(f) = g telle que Vx € R, g(x) = f;c tf (t)dt.
Soit E = {u € RN/ u convergente} et ¢ définie sur E par : @((Up)ney) = lirP Up.
n-+oo
Soit ¢ définie sur R[X] par : @(P) = P'(2) + 4P®(2).
Soit A = (f _31) et ¢ application définie sur M2(R) par: p(X) = AX —XA.
Soit ¢ application définie sur Mn(R) par : (M) = tr(M).
Soit ¢ application définie sur M3(R) par : (M) = M — tr(M)I .
Soit ¢ application définie sur Mn(R) par : (M) = M — MT .
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Ex 3 1.S0it E un K-e-v de dimension 3 rapporté a une base (&1, €3,83,) etu €L (E) telle que :
u(ép) = 4ép — 2¢» — 4¢3, u(éz) = —ép — é» + éz et u(é3) = 56p — é» — 5é3.

a. Déterminer le rang de u.

b. Ker(u) et Im(u) sont ils supplémentaires dans E ?

c. Ker(u?) et Im(u?) sont ils supplémentaires dans E ?

2. Soit ¢ I'endomorphisme de R3 canoniquement associé a ] la matrice carrée d’ordre 3 dont tous les coefficients valent 1.
a. Montrer que ker(f) @ Im(f) = R3.
b. Soit p la projection sur Kerf et parallelement a Imf et q la projection associée. Déterminer p(x, y, z) et q(x, y, ).

Ex 4

1. Déterminer I'unique forme linéaire sur R3telle que: f((l,l,l)) = 0,f((2,0,1)) =1let f((1,2,3)) =4.

3. Trouver un endomorphisme de R3 dont le noyau est vect((l,0,0), (1,1,1)).

4. Soit H = {(x,y,z,t) € R*/x = y = z = t}. Existe-t-il des applications linéaires de R* dans R? dont le noyau est H ?

Ex 5 Soit u définie sur Ry [X] par : u(P) = P + (1 - X)P'.

1. Montrer que u est un endomorphisme de R;[X]..

2. Montrer que Im(u) et Ker(u) sont supplémentaires dans R [X].

3. Calculer u?(P). Montrer que Im(u) = Im(u?).

4. Déterminer s(A + bX + cX? + dX?) ou s est la symétrie par rapport a Im(w) et parallelement a Ker(w).

Ex 6 Soit W\définie par :VP € R, [X], u(P) =P(X + 1)+ P(X — 1) — 2P(X).

1. Monjferqueu € & (R, [X]).

: #ferminer une base de Im(u) et une base de Ker(u).

3. Soit Q € Im(u). Démontrer qu'il existe un unique polynéme P € R, [X] tel que : u(P) = Q et P(0) = P’(0) = 0.

Ex 7 Pour tout polynéme P, o(P)(X) = (X? — 1)P”(X) — 2XP'(X).

Montrer que I’on définit ainsi un endomorphisme ¢ de R[X].

Pour tout P dans R[X], déterminer le degré de ¢(P) en fonction de celuide P .

En déduire que @ n’est ni injective ni surjective de R[X]sur R[X] .

Justifier que @ induit un endomorphisme sur R,[X] noté g . g est-il un automorphisme ?

Déterminer I'image et le noyau de g .

Montrer que g — Aid est un automorphisme de R,[X], sauf pour un nombre fini de valeurs de A que I'on précisera
(comment appelle t-ton ces valeurs ?).

7. Pour ces valeurs particulieres, déterminer le noyau de g — Aid.
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Ex 8 Soit B = (e;,e,,..,€,) une base de E
1. Montrer que @: E* —» K™ définie par : o(f) = (f(€)), f(e3),.., f(e,)) est un isomorphisme. Qu’en déduit-on sur E*?
2. Pourtoutk € [1,n] e,* 'application définie sur E par : e;(¥) = la composante de X selon e, dans B.

Montrer que (ef, e5,.., e,) est une base de E”™.
P(t)

3. lci E = R,_;[X]. On considére n réels ay, ..., a,_; et f la forme linéaire sur E définie par: f(P) = f_llm .

Montrer que 3(4g, 44,..,44-1) € R*/ VP € R,_1[X], f(P) = AoP(ay) + 1,P(a))+.. +2,,_1P(an_1).

Ex 9Soit F et G deux ss-e-v de E . Soit ¢: F X G - E telle que : ¢((X,)) = X + ¥ . Montrer que ¢ est linéaire . Décrire son
noyau et son image. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit injective puis surjective puis bijective.

Ex 10 Soit f €L (E) . Soit a et b deux scalaires distincts.

1. Montrer que : Kerf=Kerf? < Imfn kerf = {5}

2. Montrer que : Imf?*= Imf < Imf + Kerf = E.

3. Démontrer que Ker(f — a.id) et Ker(f — b. id) sont stables par f et en somme directe.

Ex 11 Soitf €L (E) tel qu’il existe un entier naturel p tel que fP"1# Oet fP =0.
1. Soit¥ € E tel que fP~1(¥) # 0. Montrer que : B =(%, f (), f2(%), ..., fP~1(¥))est libre.
2. SiE estde dimension finie n ,comparernet p .Quedirede B sip=n?

Ex12 Soit f € & (E) telleque f2+ 6f — 7id; = O
1. Montrer que f est un automorphisme de E et déterminer f~1en fonction de f et id.
2. Montrer que :(f —id) o (f + 7id) = 0.En déduire que Im(f — id) < Ker(f + 7id)et Im(f + 7id) < Ker(f —id).
3. Démontrer enfin que Ker(f + 7id) @ Ker(f —id) =E.
4. Montrer que Ker(f + 7id) et Ker(f — id) sont stables par f . On note h et g les endomorphismes induits par f sur
respectivement Ker(f + 7id) et Ker(f — id).Reconnaitre geth .
5. Soit p la projection sur Ker(f + 7id) et parallélementd Ker(f — id) et q 'autre projection associée.
a. Montrerque f = =7p + gq.
b. En déduire que f* = (=7)"p + q.

Ex 13 Soit f un endomorphisme d'un K-e-v E tel que f3 = f. Montrer que Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans E.

Ex 14 Soit f € -/ (E).
1. Montrer que si F et G sont deux ss-e-v de E stables par f alors F + G et F N G sont stables f.
2. Montrer que si g est un endomorphisme de E tel que f o g = g o f alors Ker(g) et Im(g) sont stables par f .

Ex 15 Soit f € E* telle que f non nulle.
1. Montrer que f est surjective.
2. Soitd € E\Ker(f). Montrer que Ker(f) @ vect(d) = E . Que peut-on alors dire de Ker(f) ?

Ex 16 Soit (u,v) €L (E)? telle que : v o u = idg . Montrer que E = Ker(v) @ Im(u).

Ex 17 Soit u et v deux endomorphismes d’un K-e-v E de dimension finie n.
1. Soit B = (], e,..,€,) une base de E. Montrer que : u # 0 & 3i, € {1, ., n}/u(e,) # 0.
2. Montrer que:

o rg(u+v)<rgu)+rg).

e rgw)—rgW) <rg(u—v).

Ex 18 Soit E de dimension finie n . Soit (u,v) €L (E)?.

1. Onsupposeicique: E = Im(u) + Im(v) = Ker(u) + Ker(v).Montrer que ces deux sommes sont directes.

2. Montrer que Im(u) = Ker(u) © u? = 0 et 2rg(u) = n.

3. Onsuppose ici que u® + 2u = 0 . Montrer que Ker(u) et Im(u) sont supplémentaires dans E et que u induit un
automorphisme sur Im(u).

Imu?) = Im(u)
4. On suppose que rg(u?) = rg(u). Montrer que :{ Ker(u?) = Ker(u) .
Im(u) @ Ker(u) = E
Ex 19 Soit E de dimension finie n.
a. Montrer que les suites (Im(u¥)).en et (Ker(u*))ren sont stationnaires.
b. Soit p le plus petit entier tel que Im(u?) =Im(u?*!). Montrer que Vk 2 p, Im(uk) =Im(up) et Ker(u*) =Ker(up).
c. Montrer que Im(u?) @ Ker(ur) = E.

Ex 20 Soit E un C -espace vectoriel. On étudie sur des cas particuliers les solutions de I'équation



(eq): (f +idg)*" =id ou f € L(E) est I'inconnue.

Déterminer les homothéties vectorielles sur E qui sont solutions de (eq)

Soit s une symétrie. Exprimer(s + id)?" — id fonction de s et ide. En déduire les symétries solutions de (eq).
Déterminer les projections vectorielles de E solutions de (eq).

Ex 21 Soit E un K-e-v et u un vecteur de E et p un projecteur et s une involution dans E .
1. Résoudre I'’équation x + p(x) = u d’'inconnue x élément de E .
2. Résoudre I'équation x + s(x) = u d’inconnue x élémentde E .

Ex 22 Soit p et q deux projecteurs d’un K-e-v E pas forcément associés tels que Im(p) = Im(q)et gep=poq
Montrer que p = q.

€ N\{0,1}et f:R,[X] = R telleque: f(P) = (P(O),P’(O),..,P(”)(O)). Montrer que f est un isomorphisme

Ex 23 Soit

et précise

Ex 24 Soit f et g deux endomorphismes d’un K-e-v E tels que : f o g = idg. Montrer que Ker(f) = Ker(g o f) et Im(f) =
Im(g e f).

Quelques problemes :

Ex 25 On note ¢“ le R-e-v des fonctions continues sur R et a valeurs dans R.
Pour tout f € /7, on note U(f) , I'application de R dans R, définie par: Vx € R, U(f)(x) = fxx_lf(t)dt.

1. Soit f € /, T-périodique. Montrer que Va € R, f;”f(t)dt = fOTf(t)dt.
2. Soit f une fonction dérivable sur R.

a) Montrer quesi f est T-périodique alors f’ I’est aussi .

b) Justifier que la réciproque est fausse.

3. Montrer que pour tout f € « , U(f) est de classe C* sur R et calculer sa dérivée.

>
4. Montrer que U:( )est un endomorphisme de 7",
a fr U P

v

Soient n € N\{0}.On note E,, , '’ensemble des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a n et
0= (for fir f2r-r fn) OU fi: (t = t¥) est la base canonique de E,,.

5.1 Montrer que U induit un endomorphisme sur E,, noté U,,.

5.2 Montrer que U, est un automorphisme de E,,.
6. Justifier que sil'élément fde ¢ est dans Ker(U) alors

M [ fode=o.
(i) f est 1 — périodique.
7. AtonKer(U)={f €  /f est1—périodique et fol f()dt =0} ?
8. Donner explicitement une fonction non nulle et élément de KerU et en donner une représentation graphique sur [—1,2].
9. L'endomorphisme U est -il surjectif ?
10. Soit a un réel non nul et f, la fonction définie sur R par : f,(t) = e%.
10.1Déterminer F, = U(f,).

X _
10.2Dresser le tableau des variations de g: (x = 971)

10.3En déduire que pour tout réel A strictement positif, il existe une fonction f non nulle telle que U(f) = Af.

Ex 26 Soit I'application A définie sur R[X] par: A(P) = P(X + 1) — P(X).

Montrer que si (P,)est une suite de polynémes telle que: vn, deg (B,) = n alors (B,),en €St une base de R[X].
Montrer que A est un endomorphisme de R[X].

Déterminer Ker(A) et Im(A).

Montrer qu’il existe une et une seule famille (H,),ey telle que : H, = 1 et Vn € N*,A(H,) = H,,_, et H,(0) = 0.
Montrer que (Hy)nenyest une base de R[X].

Soitp € Net P € R,[X]. Montrer que P = ¥2_ (A™(P))(0)H,, .

Montrer que : A™(P) = X_o(—1)"~* ([1) P(X + k) puis (A"P)(0) = Et_o(~1)"* (1) P(K).
Montrer que Vn € N, H,, = %X(X -DX-2).X—n+1).
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Ex27 Soit ¥ I'application qui, & une fonction f, associe sa dérivéef’.



1.
2.

Montrer que ¥ est un endomorphisme de C* (R, R).
Est-ce un automorphisme de C* (R, R) ?

Soit E L'ensemble des fonctions de la forme (x - P(x) cos(x) + Q(x)sin (x))ou P et Q sont deux polynémes de R4 [X] .

3.
4.

5
6
7.
8
9

10.

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de C” (R, R).

Montrer que B = (fy, f>, f3, f4) est une base de E.

ou f1: (x » sin(x)) fz: (x = xsin(x)) f3: (x » cos(x)) et f,: (x = xcos(x)) .

Montrer que E est stable par . On note D I’endomorphisme de E induit par . On note Idy I'application identité sur E.
Déterminer Ker (D). En déduire que D est un automorphisme de E .

Déterminer, selon les valeurs du réel A, le rang de D* — Aldj.

Déterminer une base et la dimension du noyau et de I'image de D? + Idj.

En déduire que D* + 2D? + Idj est I'application nulle de E.

Retrouver alors que D est bijective et calculer D! en fonction de D.

On note V le sous-espace de / (E) engendré par Idy et D2

11.
12.
13.
14.
15.
16.

Vérifier que V est stable par composition.

Montrer que les éléments de V bijectifs sont les éléments de la forme : aldy + B D? tel que a et B scalaires distincts.
Résoudre dans R I'équation différentielle : y” +y = 0.

Déterminer le noyau de ¥ + Id.

Montrer que E est le noyau de (¥ + Idy)>2

Conclure que E est exactement I’ensemble des solutions de I'équation différentielle : y® + 2y +y =0.
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Une application linéaire de E dans F est une application ... ... ... ... ... ...QUI VEIIfi@ 1 ... .o oo s s ciieieiiieceiiieecessOUL ot i e et e e it e e e e e
.Onnote ... ... ... ... ... 'ensemble des applications linéaires de E dans F.

Un endomorphisme de E est une ... ... ... .. oo o o cee v e et it e e, ON NOTE v I’ensemble des endomorphismes de E.

Un isomorphisme de E SUr F @St ..cccceeceeeieiceeeieiececie e eiecsaneans ; ON NOLE veieieeieiiiiienieieeneinnnees I’ensemble des isomorphismes de E.

Un automorphisme de E €St c...ccccceeiiiininiiiiineiiniiiiicciicienne P N Lo ] . I’ensemble des automorphismes de E.

Une forme linéaire sur E @St UNE ....cccccvvvemieiieineisiciciiinins eves etonnote ... ... ... I’ensemble des formes linéaires sur E.

Si B = (€;)ie; est une base de E et F = (f;);erest une famille de vecteurs de F alors il existe ..........cccccocuueee. ARy (RN L] |Clo UIC] I ————
SIE=E @E;,u; € L(E,F)etu; € LEF). Alorsil existe .cccooocevevcceinnnees W € J2 (8,17 tEll@ G 8 corerrerrromorrererrormmren:

Soitu €L (E,F)
V(ay, ..., ty) € K™V (X, ..., Xm) € E™ u(@) = et U @X) =
Ker(u) = oo v e e @S UN i etIm(u) = oo e €SEUN e et rg(uw) =

rgu) < -t rguov) < v

rg(w) =rguecv) =rg(wou) dés que .........c.....
Si H estunss-e-vde E alors f(H) = .cccoreieveeecriciercneees €T UN v Siu € Isom(E,F) alorsdimf( H) = - ...
SiG estunss-e-vde Falors [~ 1(6G) = ccooecorrirneicrnreneennnes €St UN it Siu € Isom(E, F) alors dimf '(G) = - .....

Soitu €L (E) et H unss-e-vde E. H est stable paru & ... ... ... ...... Alors uy: (75.—:) o ) est 'endomorphisme de H induit par u.
Soitu €L (E,F).

u est injective ©Ker(u) = - e [(e;)icy basede E = - .........] e rglw) = ...
valable si valable si
E posséde une base E est de dim finie
u est surjective ©Im(u) = -+ ... ... = [(e;)icy basede E = - ...... ... ]. e rglu) = ...
valable si valable si
E posséde une base F est de dim finie

Ker(u) = ---..

u est isomorphisme ©3v €F (F,E)/ .ucv =idpetvou = idE(:»{ Im(u) = ..

s [(e;)icy basede E = - ......... ] e {r;(f)side:
valable si valable si
E posséde une base E est de dim finie
E et F sontisomorphes © -+ ... ... ..o oo o e ceecve v e e = dIM(E) = -+ L.
Sidim(E) = dim(F) < +o etu € £(E,F) alors : u estisomorphisme& . ...cccccouccuuuuece. 2 STG(U) =i
Soitu € ot(E,F) .
Im(u) estisomorphe a .....ccccoeveeevivcrcnnnens
SiE St de wuvvvvveeeeerirceeines alors dim(Ker(w)) + oo oo oo = e (théoréme du rang).
Si b € IM(1) lOrs 15 VECEUrS Z telS QUE U(E) = D SONT wovvvvvvoveeeee oo eoeesossossessses oo oo et
Si (u,v) €L (E,F)? et (a,b) € K?alors, (AU + bV) . €.covvvvevevvercrn
Siu€L (E,F) etve€ fF,G) alors vou€ - .......et[veu=0& . ..............letKer(u).. et Im(v)

Si(u,v) €L (E,F)?>,w€L (F,G) etz€L (G E)et(ab,c) EK3 (au+bv) = occoccoeet (@QU+bV)0CZ =" cece e e ee e
L (E,F)est ... F(E,F)

Siu € Isom (E,F) alors

Soit (u,v) €L (E)? et (a,b) € K2.

au+bv € ...t VOUE e .

ul = etVneN Ut = .=

n fois
u est nilpotent d’indice p lorsque ... ... ... ... ... oo .
SiP =Y oapX¥alors P(W) = oo v
Siuov=wvoualorsVneN,(u+v)" = .. ...c.oo... et VREN U — V™ = L
Ker(u) = ..

ueE GL(E)(:){ _ = [(e))ic; basede E = -« .................]m>utE
Im(u) = .. valable si o

E posséde une base

u € GL(E) e U..ooo. . e Uu.... e rglu) = ..
valable si valable si valable si

E estde dim finie E est de dim finie E est de dim finie



