TD 21
Matrices d’une application linéaire .

0 1 -1
Ex 0 Soit f 'endomorphisme de R, [X]canoniquement associé a A = (—3 4 —3>. Montrer que f2 est combinaison linéaire
-1 1 0

de f et idg,[x] - En déduire f" tqn € N..

8 -1 -5
Ex 1 Soit f I'endomorphisme de R3canoniquement associé 8 A = (—2 3 1 >
4 -1 -1
1) f est-il un automorphisme ? Si oui, déterminer f~1.
2) Déterminer tous les réels A tels qu’il existe un triplet u non nul vérifiant f(u) = Au.
3) Montrer que Ker(f — 4idg3)* @ Ker(f — 2idgs) = R3

4 30
4) Montrer qu’il existe une base B’ = (u, v,w) de R3 telle que : A’ = maty f = (0 4 0).

0 0 2
5) Endéduire A" tqgn € N.

a 2 3
Ex 2 Soit fe / (R3, R,[X] ) canoniquement associée a A = (3 a 2> ou a est un parametre réel.
2 3 a

a. Décrire f((x,y,2)).
b. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles f est surjective.
c. Déterminer le noyau et I'image de f lorsque f n’est pas bijective.

Ex 3 Soit E un K-e-v de dimension3 et f € (E) tel que rg(f) = 1.
1) Justifier qu’il existe une base B de E dans laquelle la matrice de f a ses deux premiéres colonnes nulles.
2) Montrer qu'ilexistea € K tq: f2 = af.
[1 & a at
1 2 g% ai?

R, .[X] > R"
n-1l4] )et V(ay,a,,..,a,) = le déterminant de

Ex 4 Soit a4, a,, .., a,des réels et ¢: (P o (B(ay), B(ay),.., Pay)
1) 2)r n

2 n-1
1 Ay g2 ao
de Vandermonde associé a a4, a,,..,a,

a) Montrer que ¢ est un isomorphisme si et ssi a4, a,, .., a,sont tous distincts.
X-a;

ag—a;

b) Désormais a;, a,, .., a,sont tous distincts. On pose Vk € [1,7n], L, (X) = [1i=1
ik

.Montrer que B = (L4, L,,..,Ly)

est une base de R,,_, [X].
c) Quelles sont les composantes dans B d’un polynéme P de R,,_,[X] ?
d) En déduire la matrice de passage de B a B, la base canonique de R,,_,[X].
e) Montrer que V(ay,a,,..,a,) # 0 sietssi aq, a,, .., a,sont tous distincts.

Ex5Soient fi: (x = e ™), fo:(x = xe™™), fi:(x > x*e™™) et E le sous espace vectoriel de C* (R, R) engendré par ces trois
applications .Vf € E, on pose ¢ (f) = f.

Déterminer dimE .On note B = (f;, fo, f3).

Montrer que @< & (E) . Ecrire la matrice A de ¢ dans B.

Calculer A", neN.

En déduire, pour tout entier n, la dérivée n*™ de g: (x ~ (3 — 2x + 8x2)e™).

VfeE,onpose'(f) = f + f . Justifier que I' est un endomorphisme de E et donner une base de Kerl" et ImI" .

Soit h: (x = (2 + 2x)e ™). Trouver les solutions de I'équation f" + f = h.

O U A WN R

Ex 6 SoitE le R-e-v. des suites réelles u = (U, )ney telles que : Vn € N, Uy, 3 = Uy,

1. Onpose Vu € E, ® (u) = (uy, Uy, u,) . Montrer que @ est une bijection de E sur R3. En déduire la dimension de E.
2. Onpose Vi€ {1,2,3}, 5 = ®1(g;) ol (ey, e,, e3) est la base canonique de R3 .

Justifier que B = (&, €5, €3) est une base de E et expliciter les suites &, &, €3.
3. Soit d I'application définie sur E par:Vu € E, d(u) = w tel que Yn € N,w,, = u,,,4.

3.a. Montrer que d € & (E) et déterminer la matrice de d dans B.

3.b. Calculer d* tel que k € N. En déduire que d est un automorphisme de E et exprimer d~* en fonction de d.

3.c. Déterminer D = Ker(d — Idg).

3.d.Soit F = vect(e3 — &,& + &, — 2&3) Montrerque F@ D = E.

3.e. Montrer que F est stable par d.



1 0 0
o -1 _¥3
4.d. Justifier qu’il existe une base B’ de E telle que matg, d = 2 2
V3 1
0o X _:z
2 2
Ex 7 Soit @, = (X + D*(X — 2)" ket f I'application définie par: f(P) = (X —2)P'— P

1. Montrer que B’ = (Qy)k=o.n €St une base de R, [X].

2. Montrer que f est un endomorphisme de R,,[X].

3. Déterminer les matrices de f dans la base canonique B de R,,[X] et dans B’.

4. Quelle relation y-a-t-il entre ces matrices ?

5. Décrire Ker f et Imf.

1 -1 2 =2

0o 0 1 -1

1 -1 1 0

1 -1 1 0

Déterminer Kerf ,Imf et rgf .

2. Montrer que Ker(f?) et Ker(f — id)? sont supplémentaires dans R* .
01 0 0

Ex 8 Soit A = et f 'endomorphisme de R*canoniquement associé a A.

=

i.e.qu’ il existe P inversible telle que A = P~1TP.

w

sm_[0 O 0 0
Montrer que A est semblablea T = 00 1 1
0 0 0 1
4. En déduire les puissances de A.

Ex 9 Soit E un K-e_v de dimension 3 et fun endomorphisme de E tel que : f2 # 0 et f3 = 0. Montrer qu’il existe une base de E

0 0 O 2 0 0 2 1 -1
dans laquelle la matricede fest N=|1 0 0 |. Application: Montrerque|1 2 0]Jet{0 2 3 |]sontsemblables.
0 1 0 0 1 2 0 0 2

Ex 10 Matrices semblables Soit A = (_52 _42) etB = ((1) _22) Montrons par deux méthodes que 4 et B sont semblables.

Ex 11 Soit E = R, [X] et acRfixé et ¢: (P » (X — a)(P'(X) = P'(a)) — 2(P(X) — P(a))) .
1. Vérifier que @ est un endomorphisme de E et écrire sa matrice dans la base canonique de E puis sa matrice dans la
base de Taylor B = (1, (X —a), (X — a)%,..,(X — a)™).
2. Quelle relation y a-t-il entre ces deux matrices ?
Déterminer le noyau et I'image de @ et lerang de ¢.

®d €  (R,[X].) tel que Vk € {0,..,n}, ®(X¥) = X" ¥  Soit B la base canonique de R,,[X]. et f: (P ~ P').
pntrer que @ est une involution. Décrire ses éléments caractéristiques.

?n déduire que @ est bijective et décrire @1,

Posonsg = @ o f o @ . Déterminer la matrice A de g dans B

4. Posonsh = g + f.Montrer que :VP € E,h(P) = nXP — (X?> — 1)P'

5. Justifier que C = ((X — 1)*(X 4+ 1) *),_o. est une base de R, [X]et déterminer la matrice de h dans cette base.
6

3

R? - R3
xy,z)y» 2x—y—2z,—x+2y—z,—x—-y+ 22))

Vérifier que u est un endomorphisme de R3.

Soit A . Démontrer gqu’il existe un vecteur non nul X tel que u(X) = AX sietssi 1 € {0,3}.
Justifier que Ker(u) et Ker(u — 3id) sont supplémentaires dans E.

En déduire que u est la composée de deux endomorphismes simples.

Ex 13 Soit u: (

Eal

Ex 14 Soit B = (7,7, E) une base d'un K-e-v E et D = {4aj + ak/a € R} et P = {al + bj + ck/a+ b + ¢ = 0}.
Soit p la projection sur D et paralléelement a P et s la symétrie par rapport a P et parallelement a D.

1. Ecrire la matrice de p dans une base bien choisie de telle sorte que cette matrice soit diagonale.

2. Puis écrire la matrice de p dans B puis celle de s dans cette méme base.

Ex 15 Justifier que toute matrice triangulaire supérieure de diagonale nulle est nilpotente.

Ex 16 Soit A = (a;;) une matrice carrée d’ordre n telle que : V(i, j) € [1, n]?, |aU| <

er par I'absurde que la matrice I,, + A est inversible. (introduire I'endomorphlsme de R™ canoniquement associé a A)

Ex17 VP § R, [X], ¢(P) = P(X + 1).
1. Justifigr que ¢ est un automorphisme de R,,[X]. Déterminer M la matrice de ¢ dans la base canonique de R, [X] et M~1.




2. Soitay,..,ay, by,.., b, des réels tels que : bp = 5'):0 (2;) a;. Exprimer a,, .., aen fonction de by, .., by.
(§) afp) @ (32) T eG)
- (D —a(})  —a(3)

Ex 18 Soit A = 0 (2) : . Justifier que A est inversible et déterminer A™1.
2

),

Ex 19 Soit E de dimension finie n. Soit u un endomorphisme de E tel que u™ ! # 0 et u™ = 0 i.e. u est nilpotent d’indice n.
1. Montrer qu’il existe un vecteur ¥ de E tel que : B = (¥, u(%), u?(%), ...,u™ (X)) base de E.

2. Ecrire les matrices de u, u?,..,u" ! dans la base B.

3. Endéduire que {g € L(E)/uo g = g o u} = vect(ld,u,u?, ...,u™ ).

Ex 20 soit E un K-e-v de dimension 3.
1. Soit u un endomorphisme de E et soient i et j deux entiers naturels.
On considére 'application w de Ker (u™) vers E définie par : w(x) = u/ (x).
a. Montrer que Im(w) c Ker (u').
b. Endéduire que dim(Ker u'*/) <dim(Ker (u?) ) + dim(Ker (w/) )
2. Soit u un endomorphisme de E vérifiant : u3 = 0 et rg(u) = 2
a. Montrer que dim(Ker u*) = 2 (on pourra utiliser deux fois la question 2b.)
b. Montrer que I'on peut trouver un vecteur a non nul de E tel que u?(a) # 0 et en déduire que la famille
(u?(a),u(a), a) est une base de E.
c. Ecrire la matrice U de u et la matrice V de u* — u dans cette base.
3. Soit u un endomorphisme de E vérifiant : u*> = 0 et rg(u) = 1
a. Montrer que I'on peut trouver un vecteur b non nul de E tel que u(b) # 0
b. Justifier I'existence d’un vecteur ¢ de Ker (u )tel que (u(b), c¢) soit libre puis montrer que la famille ( b, u(b), c) est une
base de E.
c. Ecrire la matrice U’ de u et la matrice V' de u? — u dans cette base.

Ex 21 Soit E = R,[X] et f définie sur E par: f(P) = %(P (g) + P (%)) .
1. Montrer que f est un automorphisme de E.
2. Déterminer tous les réels A tels qu’il existe un polynéme P non nul vérifiant f(P) = AP.

3. Pourtoutk € [0,n], Qr € R[X]telque:Qr # 0et f(Q) = zika. Montrer que (Qk)ke[onj€St une base
de R,,[X].
4. Donner la matrice de f dans cette nouvelle base.



