
CORRIGE DL 4 Partie I  

Ex 1  

Soit 𝑓 une fonction définie sur ℝ+ par :      𝑓(𝑥) =

{
 

 √𝑥 𝑒
1−

1

𝑥 𝑠𝑖 𝑥 ∈]0,1]

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 1 𝑠𝑖 𝑥 ∈ ]1,2]

2
𝑥3+3𝑥²−16𝑥+12 

𝑥2−4
𝑠𝑖 𝑥 > 2

. 

1. Justifier que 𝑓 est au moins continue et dérivable sur ]0,1[∪]1,2[∪]2,+∞[.  

Posons : 

∀𝑥 ∈]0,1[, 𝛼(𝑥) = √𝑥𝑒
1−
1
𝑥 

∀𝑥 ∈]1,2[, 𝛽(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 1 

∀𝑥 ∈]2,+∞[, 𝛿(𝑥) = 2
𝑥3+3𝑥2−16𝑥+12 

𝑥2−4
= 2

(𝑥−2)(𝑥2+5𝑥−6)

(𝑥−2)(𝑥+2)
= 2

𝑥2+5𝑥−6

𝑥+2
=⏞

𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑖𝑜𝑛 𝑒𝑢𝑐𝑙𝑖𝑑𝑖𝑒𝑛𝑛𝑒  𝑑𝑒 𝑥2+5𝑥−6 𝑝𝑎𝑟 𝑥+2 

𝑥2+5𝑥−6=(𝑥+2)(𝑥+3)−12

2
(𝑥+2)(𝑥+3)−12

𝑥+2
= 2(𝑥 + 3) −

24

𝑥+2
.  

𝑓 𝑒𝑡 𝛼 coïncident sur l’intervalle ouvert ]0,1[. Comme 𝛼 est de classe 𝐶∞ sur ]0,1[ car (𝑥 ↦ √𝑥) et(𝑥 ↦ 𝑒1−
1

𝑥) le sont , 𝑓 est de classe 𝐶∞ sur 

]0,1[ et ∀𝑘 ∈ ℕ, ∀𝑥 ∈]0,1[, 𝑓(𝑘)(𝑥) = 𝛼(𝑘)(𝑥) et en particulier, 𝑓′(𝑥) = 𝛼′(𝑥) = 𝑒 [
1

2√𝑥
+√𝑥

1

𝑥2
] 𝑒−

1

𝑥.  

Idem sur ]1,2[ et sur ]2, +∞[. Et,  ∀𝑥 ∈]1,2[, 𝑓′(𝑥) = 𝛽′(𝑥) = 2𝑎𝑥 + 𝑏 𝑒𝑡 ∀𝑥 ∈]2,+∞[, 𝑓′(𝑥) = 𝛿′(𝑥) = 2 +
24

(𝑥+2)2
. 

2. 𝑓 est-elle prolongeable par continuité en 0 ? Si oui , son prolongement est-il dérivable en 0 ?  

lim
𝑥→0

√𝑥 𝑒
1−

1

𝑥 = 0. Donc 𝑓 est prolongeable par continuité en 0 par la valeur 0. Posons 𝑓: (𝑥 ↦ {
0 𝑠𝑖 𝑥 = 0
𝑓(𝑥)𝑠𝑖 𝑥 > 0

) est donc continue en 0 et 

dérivable sur ]0,1[ et ∀𝑥 ∈]0,1[, 𝑓′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) = 𝑒 [
1

2√𝑥
+ √𝑥

1

𝑥2
] 𝑒−

1

𝑥. De plus, 𝑒 [
1

2√𝑥
+√𝑥

1

𝑥2
] 𝑒−

1

𝑥 =
𝑒

2

(
1

𝑥
)

1
2

𝑒
1
𝑥

+ 𝑒
(
1

𝑥
)

3
2

𝑒
1
𝑥

. Et lim
𝑥→0+

1

𝑥
= +∞ et ∀𝛼 ∈

ℝ+∗, lim
𝑡→+∞

𝑡𝛼

𝑒𝑡
=⏞
𝑐𝑐

0. Donc par composition, lim
𝑥→0+

(
1

𝑥
)

1
2

𝑒
1
𝑥

= 0 = lim
𝑥→0+

(
1

𝑥
)

3
2

𝑒
1
𝑥

. j’en déduis que lim
𝑥→0+

𝑓′(𝑥) = 0. Alors le critère de dérivabilité permet de 

conclure que  lim
𝑥→0+

 
 𝑓(𝑥)− 𝑓(0)

𝑥−0
= 0. J’en conclus que  𝑓 est dérivable en 0 et  𝑓′(0) = 0. 

3. Déterminer une relation entre 𝑎 𝑒𝑡 𝑏 pour que : 𝑓 soit continue en 1 .  

𝑓 est continue en 1⟺lim
𝑥→1−

√𝑥𝑒
1−

1

𝑥 = lim
𝑥→1+

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 1 = 𝑓(1).  

Or , 𝑓(1) = √1𝑒
1−

1

1 = 1 = lim
𝑥→1−

√𝑥𝑒
1−

1

𝑥.  Et, lim
𝑥→1+

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 1 = 𝑎 + 𝑏 + 1.   

Par conséquent, 𝑓 est continue en 1⟺𝑎 +𝑏 + 1 = 1⟺ 𝑏 = −𝑎.   

 

4. Montrer que 𝑓 est dérivable en 1 si et seulement si  {
𝑎 =

3

2

𝑏 = −
3

2

 .  

𝑓 est dérivable en 1 ⟺{
 𝑓 est continue en 1

lim
𝑥→1

 
 𝑓(𝑥)− 𝑓(1)

𝑥−1
 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑒𝑡 𝑒𝑠𝑡 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑒

⟺    {
 𝑏 = −𝑎

lim
𝑥→1+

 
 𝑓(𝑥)− 𝑓(1)

𝑥−1
 𝑒𝑡 lim

𝑥→1−
 
 𝑓(𝑥)− 𝑓(1)

𝑥−1
 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒𝑛𝑡, 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑒𝑠 𝑒𝑡 é𝑔𝑎𝑙𝑒𝑠. 

Prenons 𝑏 = −𝑎 (puisque c’est une condition nécessaire pour que 𝑓 soit dérivable en 1). Etudions lim
𝑥→1+

 
 𝑓(𝑥)− 𝑓(1)

𝑥−1
 𝑒𝑡 lim

𝑥→1−
 
 𝑓(𝑥)− 𝑓(1)

𝑥−1
.  

Alors 𝑓 est continue en 1 et dérivable au moins sur ]0,1[ 𝑒𝑡  ∀𝑥 ∈]0,1[, 𝑓′(𝑥) = 𝑒 [
1

2√𝑥
+√𝑥

1

𝑥2
] 𝑒−

1

𝑥. Donc lim
𝑥→1−

𝑓′(𝑥) =
𝑒[
1

2
+1]

𝑒
=

3

2
. Alors le 

critère de dérivabilité permet de conclure que  lim
𝑥→1−

 
 𝑓(𝑥)− 𝑓(1)

𝑥−1
=

3

2
. 

De même,  𝑓 est continue en 1 et dérivable au moins sur ]1,2[ 𝑒𝑡 ∀ 𝑥 ∈]1,2[, 𝑓′(𝑥) = 2𝑎𝑥 + 𝑏 = 2𝑎𝑥 − 𝑎. Donc lim
𝑥→1−

𝑓′(𝑥) = 𝑎. Alors le 

critère de dérivabilité permet de conclure que  lim
𝑥→1+

 
 𝑓(𝑥)− 𝑓(1)

𝑥−1
= 𝑎. 

J’en conclus que :  𝑓 est dérivable en 1⟺{
 𝑏 = −𝑎

𝑎 =
3

2

⟺ {
 𝑎 =

3

2
 

𝑏 = −
3

2

.  

Désormais {
𝑎 =

3

2

𝑏 = −
3

2

  et 𝑓(𝑥) =

{
 
 

 
 √𝑥 𝑒

1−
1

𝑥 𝑠𝑖 𝑥 ∈]0,1]
3

2
𝑥2 −

3

2
𝑥 + 1 𝑠𝑖 𝑥 ∈ ]1,2]

2(𝑥 + 3) −
24

𝑥+2
. 𝑠𝑖 𝑥 > 2

.  L’équation de la tangente à 𝐶𝑓 en 1 est 𝑦 =
3

2
(𝑥 − 1) + 1 =

1

2
(3𝑥 − 1).  

5. Montrer que 𝑓 est continue en 2 .   

𝑓 est continue en 1⟺ lim
𝑥→2−

3

2
𝑥2 −

3

2
𝑥 + 1 = lim

𝑥→2+
2(𝑥 + 3) −

24

𝑥+2
 = 𝑓(2).  

𝑓(2) =
3

2
4 −

3

2
2 + 1 = 4 = lim

𝑥→2−

3

2
𝑥2 −

3

2
𝑥 + 1.  Et lim

𝑥→2+
2(𝑥 + 3) −

24

𝑥+2
= 10− 6 = 4. Ainsi, 𝑓 est continue en 2.  

6. 𝑓 est-elle dérivable en 2 ?   

Quotient        reste 



𝑓 est dérivable en 1 ⟺lim
𝑥→2

 
 𝑓(𝑥)− 𝑓(2)

𝑥−2
 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑒𝑡 𝑒𝑠𝑡 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑒 ⟺    lim

𝑥→2+
 
 𝑓(𝑥)− 𝑓(2)

𝑥−2
 𝑒𝑡 lim

𝑥→2−
 
 𝑓(𝑥)− 𝑓(2)

𝑥−2
 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒𝑛𝑡, 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑒𝑠 𝑒𝑡 é𝑔𝑎𝑙𝑒𝑠. 

D’une part, 𝑓 est continue en 2 et dérivable au moins sur ]2,+∞[ 𝑒𝑡 ∀𝑥 ∈]2,+∞[,𝑓′(𝑥) = 2 +
24

(𝑥+2)2
.Donc, lim

𝑥→2+
𝑓′(𝑥) =5. Par 

conséquent, lim
𝑥→2+

 
 𝑓(𝑥)− 𝑓(2)

𝑥−2
= 5.  

D’autre part, 𝑓 est continue en 2 et dérivable au moins sur ]1,2[ 𝑒𝑡 ∀𝑥 ∈]2,+∞[, 𝑓′(𝑥) = 3𝑥 −
3

2
.Donc, lim

𝑥→2−
𝑓′(𝑥) =

9

2
 . Par conséquent, 

lim
𝑥→2−

 
 𝑓(𝑥)− 𝑓(2)

𝑥−2
=

9

2
. Comme 

9

2
≠ 5, j’en conclus que 𝑓 n’est pas dérivable en 2. Par contre 𝑓 est dérivable à droite et à gauche en 2 et  𝑓𝑑

′(2) =

5 𝑒𝑡  𝑓𝑔
′(2) =

9

2
 . Cf a donc deux demi-tangentes au poitn 𝐴(2,4) de pente 5 à droite et 

9

2
 à gauche.  

7. Quelle est la limite de 𝑓 en+∞ ?  

∀𝑥 ∈]2,+∞[, 𝑓(𝑥) = 𝛿(𝑥) = 2(𝑥 + 3) −
24

𝑥+2
. Donc,  lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→+∞
2(𝑥 + 3) −

24

𝑥+2
= +∞.  

8. Montrer que 𝐶𝑓 a une asymptote oblique en +∞ et déterminer son équation.  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − 2(𝑥 + 3) = lim
𝑥→+∞

−
24

𝑥+2
= 0. Donc, la droite d’équation 𝑦 = 2𝑥 + 6 est asymptote à 𝐶𝑓 en +∞.  

9. Etudier les variations de 𝑓. 

∀𝑥 ∈]0,1[, 𝑓′(𝑥) = 𝑒 [
1

2√𝑥
+ √𝑥

1

𝑥2
] 𝑒−

1

𝑥 > 0 ,    ∀𝑥 ∈]1,2[, 𝑓′(𝑥) = 3𝑥 −
3

2
> 0  𝑒𝑡  ∀𝑥 ∈]2,+∞[, 𝑓′(𝑥) = 2 +

24

(𝑥+2)2
> 0. 

Par conséquent, 𝑓 est strictement croissante sur chaque intervalle ]0,1[, ]1,2[ 𝑒𝑡 ]2, +∞[. Comme, de plus, 𝑓 est continue en 1 et en 2 , 𝑓 est 

strictement croissante sur 𝐷𝑓=]0,+∞[.   
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10. a) Justifier que 𝑓 est bijective de 𝐷𝑓 sur 𝐷𝑓  

b) Montrer que 𝑓−1 est dérivable sur 𝐷𝑓\{4}. Calculer (𝑓−1)′(10).  

c) Que dire de 𝐶𝑓−1 au point  𝐵(4,2) ?  

a)Comme 𝑓 est continue et strictement croissante sur 𝐷𝑓, le 𝑇𝐵𝐶𝑆𝑀 assure que 𝑓(𝐷𝑓) =] lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) , lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) [=]0,+∞[ et 𝑓 est bijective 

de ]0, +∞[ 𝑠𝑢𝑟 ]0, +∞[.  

b)De plus, 𝑓 est dérivable sur 𝐷𝑓\{2} et ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓\{2}, 𝑓′(𝑥) =

{
  
 

  
 𝑒 [

1

2√𝑥
+ √𝑥

1

𝑥2
] 𝑒−

1

𝑥 𝑠𝑖 𝑥 ∈]0,1[

3

2
 𝑠𝑖 𝑥 = 1

3𝑥 −
3

2
 𝑠𝑖 𝑥 ∈]1,2[

2 +
24

(𝑥+2)2
 𝑠𝑖 𝑥 > 2

.  

Donc ,  ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓\{2}, 𝑓′(𝑥) > 0. Alors le 𝑇𝐷𝐵𝑅 assure que 𝑓−1 est dérivable sur 𝑓(𝐷𝑓\{2}) = 𝐷𝑓\{4}. En particulier  𝑓−1 est dérivable en 10 

et  (𝑓−1)′(10) =
1

𝑓′(𝑓−1(10))
.  D’après les variations de 𝑓, 𝑓−1(10), l’unique antécédent de 10 par 𝑓 se trouve dans ]2,+∞[ et est donc le réel 

𝑎 tel que :  

{
𝑎 > 2

𝑓(𝑎) = 10
   i.e. {

𝑎 > 2

2(𝑎 + 3) −
24

𝑎+2
= 10 . Or, 2(𝑎 + 3) −

24

𝑎+2
= 10⟺ (2𝑎 + 6)(𝑎 + 2) − 24 − 10(𝑎 + 2) = 0 ⟺ 2𝑎2 − 32 = 0⟺ 𝑎 = ±4. 

Donc, 𝑎 = 4. Ainsi, 𝑓−1(10) = 4 𝑒𝑡 (𝑓−1)′(10) =
1

𝑓′(4)
=⏟

𝑓′(4)=2+
24

(6)2
=2+

2

3
=
8

3

3

8
.  



c) Le point 𝐴(2,4) est un point anguleux de 𝐶𝑓 avec deux demi-tangentes de pentes 
9

2
 et 5. Donc par symétrie entre 𝐶𝑓 et 𝐶𝑓−1 , je peux 

affirmer que le point 𝐵(4,2) est un point anguleux de 𝐶𝑓−1 avec deux demi-tangentes de pentes 
2

9
  et  

1

5
.  

11. Représenter 𝐶𝑓 ∶ 𝑜n s’appliquera à préciser la courbe au voisinage des points d’abscisses 1 et 2 et on donnera une allure très 

grossière sur ]0,1[.  

 


