Matrices d’une application linéaire . Déterminant d’une famille de vecteurs et d’un endomorphisme.

E et F désignent ici deux K — e — v de dimensions finies
non nullestq:dim(E) =p € N* etdim(F) =n € N*.

: une application linéaire de E dans F est entierement
caractérisée par sa matrice dans deux bases fixées.

Matrice d’une application linéaire dans deux bases
choisies : Soit B; = (eg)k=1.p Une baseduK-e-vE etB, =
(V) k=1.n une base du K-e-v F. Soit f € ~ (E, F).

La matrice de f dans les bases B, et B,, notée

matg, g, (f), estla matrice des composantes de la

famille (f (&7), f(&3), ..., f(€,)) dans la base B,.

Autrement dit, M = matg, p,(f) =
composantes de

f@) f@). f(e)

— ‘a aAqp ... A =
matg, (f(a);f(a): o f(E ): an a12 alp selon &
21 2220 | selon [

Gpy | Apg ..y selon BY

Si f est un endomorphisme de E alors on peut prendre B; =
B, = B = (éx)r=1., base de E etla matrice de f dans B est

matgf = matppf = matg(f(e), f(€), ... f(ey)). 1

T 0
Exo02: Soit f € & (Ry[X], My(R))telle que matp, 5, f = (2 —2> ol B, = (3,6 —

NB : Une telle matrice se lit donc en colonne : la colonne k
contient les composantes du vecteurs f () dans la base B,
ce qui signifie que f(ey) = a0y + Az Vs + - + AiVp - 2
Exos 1

o [(a b _ 2 _ _
1. SOItf'<(c d) - (a—2b)X*+ (b +d—a)X +3c a).

Montrons que f est linéaire de M,(R) dans R, [X] et déterminons sa matrice
dans les bases canoniques de ces deux R-e — v.

2. Montrerque B, = ((X — 1)(X — 2),X(X — 2),X(X — 1)) estune base de
R2[X]. Soit f définie sur R,[X] par : f(P) = (P(0), P(1),P(2)) . Montrer que
f € 7 (R,[X], R?).Déterminer la matrice D de f dans les bases B, et B, et la
matrice M de f dans les bases B; et B, .

Correction de ’exercice : http://youtu.be/BYHu6xcfLKM?hd=1
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Exemples IMPORTANTS : 4

1. SoitM € M, ,(K).Si B, estune base canonique de E
et B, est une base canonique de F, ’application
linéaire f de E dans F canoniquement associée a M
est l’'unique application linéaire de E dans F telle que
matg, g,f = M.

2. SoitM € M, (K).L’endomorphisme f de K™
canoniquement associé a M est [’'unique
endomorphisme de E telle que matg f = M.

3. Matrice de Uidentité : Soit B;, B, deux bases de E
etdim(E) = p. Alors, matg, idg = I, et matg, p, idy =
matg, B, = matrice de passage de By a B, =
P(Bj, By).

Csq : toute matrice est la matrice d’une application linéaire.

Exos4:
1. Soit f ’endomorphisme de R, [X] canoniquement associé a M =

2 6 1

<—1 -8 2). Donnons une base de Ker(f) et Im(f).
4 14 1

2.Soit E un espace vectoriel et B = (€7, €5, €3, €,) une base de E .Soitu un

endomorphisme de E tel que la matrice de u par rapport a cette base B est :

1 1
M = matg(u) = <_01 _01 _01 [1J )
0 0 1 =i

a. Donner le rang de u, une base de Im(u), une base de Ker(u) en
fonction des vecteurs de la base B.
b.  Soit ¥ un élément de E . Déterminer u(%).

4. Soit u: R,[X] = R, [X] définie par: u(P) = P + (1 — X)P'. Montrer que
Ker(uw) @ Im(u) = R, [X].
Méthode « tout en 1 » pour obtenir
rang de f ,base de Imf et base de Kerf
1. J’échelonne M en COLONNES : M~:R, R échelonnée.
2. Jen déduis
a) rgM puis la dimension de Ker(f) grace au théoreme du rang.
b) une base de Im(f) grace aux colonnes non nulles de R.
c) une base de Ker(f) grace aux colonnes nulles de R. 6

Exo3: Soit f 'endomorphisme de R® canoniquement associé a M =

0 01
1 0 2 ). Déterminerune expressionde f.
-1 1 1

Formule fondamentale
Soit By = (ex)x=1.p UnebaseduK —e—v E etB, =
(V)k=1.nunebaseduK —e —v F et f € & (E,F).
v € E, maty,(f(X)) = matg, p,(f) X
Y
matp (X)  i.e.
et

M
Y =MX.

: Soit B = (eg)k=1.p Une base du
K—e—v Eet fe “(E).
Alors, matg(f(%)) = matg(f) X mate ().
CETTE FORMULE PERMET D’OBTENIR L’EXPRESSION D’UNE
APPLICATION LINEAIRE CONNAISSANT UNE MATRICE DE CETTE
APPLICATION DANS DES BASES CONNUES. 3

Théoreme fondamentale : Soit By = (eg)k=1.p une base du
K-e-v E et B, = (U )x=1.n Une base du K-e-v F et f une
L Y (E,F) » Mn,p(K)
application de E dans F. Alors, V:
fe matBLBzf
estunisomorphisme.

Csq: Si E et F sont de dimension finie alors & (E, F) est de
dimension finie égale a dim (E) X dim (F). 5

« Lecture » matricielle du rang, noyau et de 'image:

Soit B,base de E et B,base de F .Soitf € ~/ (E,F) et M =

matg, g, (f) -

1. Lescolonnes de M sont les composantes dans B2 des
vecteurs d’une famille génératrice de Im(f).

2. rg(f) =rgM).

3. SoitX € E et X = matp X .

Alors, X € Ker(f)& MX=0 ©X€KerM. 5

Lo =

systeme linéaire

Caractérisation matricielle d’un Isomorphisme. 7
ICl dimE = dimF < {0 Soit B;, B, des bases
respectivementde E et F.
1) Soitf € “ (E,F) et M =matp, 5, (f).
fest un isomorphisme de E sur F
< M inversible
< f injective
< f surjective.
2) Soitf € U (E) et M =matg (f) .
f €GL(E) & M inversible
L ==

f estun
automorphisme de E

< f injective

< f surjective.

Exo5: Soit E Uespace vectoriel engendré par f;: (x » 1), fo: (x =

sin(x)) et f3: (x - sin(2x)).

1) Déterminer la dimension de E.

2)  Soitw:E - R3telque: u(f) = (f (g),f(n),f(g)). Montrer que u est

linéaire. Est-ce un isomorphisme ?



http://youtu.be/BYHu6xcfLKM?hd=1

Soit E, F et G des K-e-v de dimension finie et B; base de E

et B-base de F et Bsbase de G.

1) (Rappel)Si(f,g) €~ (E,F)?et(a,B) € K*alors
matg, g,(af + Bg) = a matg, p,(f) +p matg, 5,(9)-

2)Sif e (E,F)etg €~ (F,G)alorsmatg g(ge°f) =

matg,g.(g) X matg, g, (f). (+*)

3) Si fest unisomorphisme de E sur F alors

math_Bi(f‘i) = (matBl,Bz(f)) '
: Soit f et g deux
endomorphismes de E et B une base de E.
1. matp(f o g) = matg(f) mats(g)
2. Vk €N, matg(f*¥) = (matg(f) ).
3. matg(f) estinversible & f est un automorphisme de
E et matp(f~1) = (matp(f) ) ™"
(xx) c’est de la que provient la définition compliquée du
produit matriciel 8

Soit f € & (E).
Soit B et B’ deux bases de 'espace vectoriel E. Soit P =
matgB' la matrice de passage de Ba B'.
Soit M = matg(f) et M' = matg (f).
Alors, matg (f) = matg'B X matg(f) X matgB' ie.M' =
P 1MP.

Soitp = dimE et .~une base de E et 7 une famille de p
vecteurs de E. Alors le déterminantde 7 dans .~ est
det , 7= det(mat_,”7) 13

M et M’ sont semblables lorsqu’il
existe une matrice P inversible telle que M’ = P~'MP.
M et M’ sont semblables sietssi M et M’ sont deux matrices

d’un méme endomorphisme . 11
2 1 1 4 0 0

Exo7:SoitA=|1 2 1 | MontrerqueAestsemblablea D=|0 1 0|
1 1 2 0 0 1

En déduire les puissances de A .

:Soitp =dimEet . 2 et. "'
deux bases de E et 7 une famile de p vecteurs de E
1. det , 7=det ,.»xdet ,7
EP > K
2. det ,: ( g ('171’,'17_2,’...,55) o> det o 7
rapport a chacun des vecteurs.
3. 7basedeE & 7 génératricede E
& 7 libre & det » 7# 0.

)est linéaire par

14

Exo06: Soit E un K-e-v rapporté a la base B = (d, b, E) etf €/ (E)tqf(a) =
4d—2b—4¢,f(b) = —d—b + éet f(¢) = 5d — b — 5¢. Montrer que
Ker(f2) @ Im(f?) = E.

9
ou une famille de vecteurs : Si B et B’ sont deux
basesde E et X € E et ./ une famille de vecteurs de E alors
matygX=  matgB X matgk et par

—_—
=matrice de
passage de B'aB.

extemsion : matg. =  matgB X matg. /.

-
=matrice de
passage de B'a B.

Soitf € & (E,F).

Soit B, et B;' deux bases de 'espace vectoriel E et B, et
B,' deux bases de l'espace vectoriel F .

Soit M = matg, p,(f) et M' = matg: g (f)

Soit P = matp, B; la matrice de passage de B; a B, et Q =
matg,B; la matrice de passage de B, a B .

Alors,

matg: o (f) = matyBg X matgggs(f) X matggB;
ie. M' = Q~1MP.

Caractérisation matricielle d’une projection et d’une
symeétrie Soit f € &/ (E), B une base de E et M = matg(f) .
1. f estune projection vectorielle&M?* = M < il existe
une base B’ de E telle que matg,(f) =
diag(1,..,1,0,..,0).
r=rg(p)

Dans ce cas, Im(f) est 'espace engendré par les r

premiers vecteurs de B’ d’image non nulle et Ker (f) est

’espace engendré par les autres vecteurs de B, ceux

d’image nulle.

2. f estune symétrie vectorielleM? = | < il existe une
base B’ de E telle que matg,(f) =
diag(1,..,1,-1,..,-1).

r=rg(p)
Dans ce cas, Ker(f — idg) est Uespace engendré par les r

premiers vecteurs de B’ et Ker (f + idy) est 'espace

Soit f un endomorphisme de E. Toutes les matrices de
f dans différentes bases de E ont le méme déterminant.
det(f) = det(mat_,f ) ou .~ une base de E 15

Ex09: 1) montrer que pour toute symétrie s de E, |det(s)| = 1.
2) Démontrer que AS,(R) @ S,(R) = M, (R).
3) VM € M,(R),f(M) = M”. Calculer det (f).

Propriétés du déterminant d’ endomorphisme

Soit f et g deux endomorphismesde E et € K et k € K.
1. det(Af) = AP det(f) ou p = dimE.

2. det(f o g) = det(f) x det(g).

3. det(f¥) = (det (f))*

4. finjective & f surjective & f bijective

< detf # 0.
-1\ _ 1
5. det(f ™) = ot
6. Ilexiste unvecteur ¥ de E non nultel que f(¥) = AX
& det (f —Aidg) # 0. 16

engendré par les autres vecteurs de B'. 12
3 —6 —10 -1 3 5
Exo8SoientS=(-2 7 10 ) et Q = ( 1 -3 —5>.
2 -6 -9 -1 3 5

OnposeP =S+Q
1) Reconnaitre les endomorphismes s et q de R® canoniquement
associés a S et Q. Déterminer leurs éléments caractéristique.
2) Déterminer une base B’ dans laquelle matg(s) et matg(q) sont

diagonales.
3) Qui est p 'endomorphisme de R® canoniquement associé a P ?
4) Montrer que pour tout entier naturel n et pour tous réels a et b,

(ap+bg)" =a"p+Db"q.
5) Montrer que : ap + bq est un automorphisme gj et ssi a et b sont
non nuls. Déterminer (ap + bq)~* le cas échéant.

Ex010 Soit f ’endomorphisme de R3 canoniquement associé a A =

1 3 3
<—2 11 —2).
8 -7 6

1. Déterminer tous les couples (4, U) € R X R3 tels U # (0,0,0) et
FU) = AU.
2. En déduire que A est semblable a D = diag(—2,7,13)




