
Cardinal Soit F> une famille de vecteurs de 𝐸. 𝑐𝑎𝑟𝑑(F ), le 
cardinal de F, est le nombre d’éléments de F. Cette famille 
est finie  lorsque 𝑐𝑎𝑟𝑑(F ) ∈ ℕ, sinon la famille est  infinie.   1 
 

Dimension finie : Un 𝐾-e-v 𝐸 est de dimension finie 
lorsque 𝐸 admet au moins une famille génératrice finie.  
Sinon 𝐸 est de dimension infinie.                                                       2 
 

Cardinal d’une famille libre vs cardinal d’une famille 
génératrice en dimension finie   démo 
Dans e v 𝐸 de dimension finie, toute famille libre de 
vecteurs de 𝐸 a un nombre d’éléments inférieur ou égal au 
nombre d’éléments de toute famille génératrice de 𝐸.          3 

 

Critère de dimension infinie : Si 𝐸 contient une famille 
infinie et libre alors 𝐸 est de dimension infinie.     Démo      4 
Exemples de référence :  
(𝑋𝑘)𝑘∈ℕ est une famille libre  de vecteurs de 𝐾[𝑋].Donc, 𝐾[𝑋] est donc de 
dimension infinie.  
((𝑥 → 𝑒𝑘𝑥))

𝑘∈ℕ
est une famille libre de vecteurs de F (ℝ,ℝ) ou 𝐶k(ℝ,ℝ)  ou 𝐶∞ 

(ℝ,ℝ) . Donc,  F (ℝ,ℝ),  𝐶k(ℝ,ℝ)  et 𝐶∞ (ℝ,ℝ) sont donc de dimension infinie.  
((𝑘𝑛)𝑛∈ℕ)𝑘∈ℕest une famille libre et infinie de vecteurs de ℝℕ qui est donc de 
dimension infinie.                                                                                                                     5 

Dimension d’un e-v- de dimension finie     démo 
1. Tout e-v de dimension finie non réduit à {𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗} a une base 

finie.  
2. Toutes les bases dans un ev de dimension finie ont le 

même nombre d’éléments. Ce nombre d’éléments 
commun à toutes les bases est appelé la dimension de 
𝐸 et noté 𝑑𝑖𝑚(𝐸) .  
𝑑𝑖𝑚(𝐸)
= 𝑛𝑏𝑟𝑒 𝑑𝑒 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟𝑠 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝑢𝑛𝑒 𝑏𝑎𝑠𝑒 𝑞𝑢𝑒𝑙𝑐𝑜𝑛𝑞𝑢𝑒 𝑑𝑒 𝐸 
= 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝑢𝑛𝑒 𝑏𝑎𝑠𝑒 𝑑𝑒 𝐸)⏟              

(∗∗∗)

= 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝑡𝑜𝑢𝑡𝑒 𝑏𝑎𝑠𝑒 𝑑𝑒 𝐸)⏟              
(∗∗∗)

. 

3. Par convention, 𝑑𝑖𝑚{𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗} = 0.                                     6 
Exemples de référence : 

Une droite vectorielle est un e-v de dimension 1.  •  
Si 𝑃 𝑒𝑠𝑡 𝑙𝑒 ℝ − 𝑒 − 𝑣 des vecteurs du plan, 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑑𝑖𝑚ℝ 𝑃 = 2  
Un plan vectoriel est un e-v de dimension 2.  
Si  𝐸 est le ℝ − 𝑒 − 𝑣 des vecteurs de l’espace géométrique alors 𝑑𝑖𝑚ℝ 𝐸 = 3.  
𝑑𝑖𝑚𝐾 𝐾 = 1 et 𝑑𝑖𝑚ℝ ℂ = 2. •  
𝑑𝑖𝑚𝐾 𝐾𝑛 = 𝑛. •  
𝑑𝑖𝑚𝐾𝑀𝑛,𝑝(𝐾)  = 𝑛𝑝. •  
𝑑𝑖𝑚𝐾 𝐾𝑛[𝑋] = 𝑛 + 1.                                                                                            7 •  
Soit  𝑎 fonction continue sur 𝐼 .  La dimension de l’ensemble des sol° de l’équa. diff.   𝑦′ +
𝑎(𝑥)𝑦 = 0 est 1 .  

 

Soit 𝑎 et 𝑏 réels fixés. La dimension de l’ensemble des sol° de l’équa. diff.   𝑦′′ + 𝑎𝑦′ +
𝑏𝑦 = 0  est 2. 

 

Soit 𝑝 ∈ ℕ∗. Le 𝐾-e-v de suites 𝑝 −périodiques de dimension 𝑝.  

Le 𝐾-e-v des suites arithmétiques est de dimension 2.  
Soit 𝑟 ∈ ℝ+∗. Le 𝐾-e-v des suites géométriques de raison 𝑟 est de dimension 1.  
Soit 𝑎 et 𝑏 réels fixés. Le 𝐾-e-v des suites vérifiant∶  ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+2 + 𝑎𝑢𝑛+1 + 𝑏𝑢𝑛 = 0  est 
de dimension 2.                                                                                                                              8 

 

 

Cardinal d’une famille libre ou génératrice      démo 
Soit 𝐸 un K-e-v de dimension finie 𝑛 =  𝑑𝑖𝑚(𝐸). 
1. Une famille libre de vecteurs de 𝐸 a au plus 𝑛 éléments.  
2. Une famille génératrice de 𝐸 a au moins 𝑛 éléments.      9 

 

Caractérisation d’une BASE en dimension finie.     démo 
Soit 𝐸 un K-e-v de dimension finie 𝑛 =  𝑑𝑖𝑚(𝐸). Soit F une 
famille de vectreurs de E.  
∙F est une base de 𝐸 sietssi F est libre et 𝑐𝑎𝑟𝑑(F) = 𝑑𝑖𝑚(𝐸)  
(on dit alors que F est libre et maximale) . 
∙F est une base de 𝐸 sietssi F est génératrice de 𝐸 et 
𝑐𝑎𝑟𝑑(F) = 𝑑𝑖𝑚(𝐸)   (on dit alors que F est génératrice et 
minimale).                                                                                                   10 
𝒃𝒂𝒔𝒆 = 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒆 𝒆𝒕 𝒎𝒂𝒙𝒊𝒎𝒂𝒍𝒆 = 𝒈é𝒏é𝒓𝒂𝒕𝒓𝒊𝒄𝒆 𝒆𝒕 𝒎𝒊𝒏𝒊𝒎𝒂𝒍𝒆 
Exercice 1: Soit 𝑛 un entier naturel.  Soit 𝑃 ∈ ℝ𝑛[𝑋] 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 deg (𝑃) = 𝑛. 
Montrer que (𝑃, 𝑃′, 𝑃′′, … , 𝑃(𝑛)) est une base de ℝ𝑛[𝑋].  

 Théorème de complétion et d’extraction :      démo 
Soit 𝐸 un 𝐾-e-v de dimension finie 𝑛.     
1)Toute famille libre de vecteurs de 𝐸 de cardinal 𝑝 peut être 
complétée par 𝑛 − 𝑝 vecteurs de 𝐸 bien choisis pour obtenir 
une base de 𝐸. Ces 𝑛 − 𝑝 vecteurs de 𝐸 peuvent être choisis 
parmi les vecteurs d’une base connue de 𝐸. 
2) De toute famille génératrice de 𝐸 , on peut extraire 𝑛 
vecteurs qui forment une base de 𝐸.                                             11 

Exercice 2: Montrer que F = (1 + 𝑋 + 𝑋2⏟      
𝑃

, 2𝑋 − 𝑋2⏟    
𝑄

, 3 + 𝑋⏟  
𝑅

, 1 − 2𝑋²⏟    
𝑆

) est 

génératrice de ℝ2[𝑋] et en extraire une base de ℝ2[𝑋]  . 
 

Matrice d’une famille de vecteurs  Soit B = (𝑒1⃗⃗  ⃗, 𝑒2⃗⃗  ⃗, … 𝑒𝑛⃗⃗⃗⃗ ) 
une base d’un 𝐾-e-v 𝐸 et V= (𝑣1⃗⃗⃗⃗ , 𝑣2⃗⃗⃗⃗ , … , 𝑣𝑝⃗⃗⃗⃗ ) une famille de 
vecteurs de 𝐸 . ∀𝑗 ∈ {1, . . 𝑝}, notons (𝛼1𝑗 , 𝛼2𝑗 , … , 𝛼𝑛𝑗) les 
composantes de 𝑣𝑗⃗⃗⃗    dans B ie. 𝑣𝑗⃗⃗⃗  = ∑ 𝛼𝑖𝑗𝑒𝑖⃗⃗⃗  

𝑛
𝑖=1  . Alors la 

matrice de la famille V   dans la base B  , notée 𝒎𝒂𝒕BV, 
est la matrice de type (𝑛, 𝑝) définie par : 

𝑚𝑎𝑡BV=

𝑣1⃗⃗⃗⃗ 𝑣2⃗⃗⃗⃗ ⋯ 𝑣𝑝⃗⃗⃗⃗ 

(

 
 

𝛼11
𝛼21
⋮

𝛼𝑛1

   

𝛼12
𝛼22
⋮

𝛼𝑛2

   

⋯
⋯

⋯

     

𝛼1𝑝
𝛼2𝑝
⋮

𝛼𝑛𝑝)

 
 

𝑒1⃗⃗  ⃗

𝑒2⃗⃗  ⃗
⋮

𝑒𝑛⃗⃗⃗⃗ 

. 

12 
 

Composantes et linéarité Soit B  une base finie de 𝐸 . 

1.  ∆: (
𝐸 → 𝑀𝑛,1(𝐾)

𝑥 → 𝑚𝑎𝑡B𝑥 
) est une bijection.  

2.  Soit 𝑥  𝑒𝑡 𝑦  deux vecteurs de 𝐸 , 𝛼, 𝛽 deux scalaires. Alors  
𝑚𝑎𝑡B (𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ) = 𝛼 𝑚𝑎𝑡B 𝑥 + 𝛽 𝑚𝑎𝑡B  𝑦   .  
3. Soit V= (𝑣1⃗⃗⃗⃗ , 𝑣2⃗⃗⃗⃗ , … , 𝑣𝑝⃗⃗⃗⃗ ) une famille de vecteurs de 𝐸 . 
𝑥  est combinaison linéaire de 𝑣1⃗⃗⃗⃗ , 𝑣2⃗⃗⃗⃗ , … , 𝑣𝑝⃗⃗⃗⃗  si et ssi 𝑚𝑎𝑡B  𝑥  
est combinaison linéaire des matrices𝑚𝑎𝑡B  𝑣𝑘⃗⃗⃗⃗  . Et dans ce 
cas, les coefficients des combinaisons linéaires sont les 
mêmes.                                                                                                        13 

 

Formule de changement de base pour les vecteurs   démo 
Soit B1  et B2 deux bases de 𝐸. Soit 𝑣  un vecteur de 𝐸 .  
Soit 𝑃 =  𝑚𝑎𝑡B1B2 et  𝑋1 =  𝑚𝑎𝑡 𝐵1(𝑣  ) et 𝑋2 =  𝑚𝑎𝑡 𝐵2(𝑣  ) .  
Alors, 𝑚𝑎𝑡B1(𝑣  ) = 𝑚𝑎𝑡B1B2   ×𝑚𝑎𝑡B2(𝑣  ) i.e. 𝑋1 = 𝑃𝑋2.  14  

Exercice 3 : Soit 𝐵 = (𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ )une base d’un 𝐾-e-v  𝐸 . Soit 𝑢⃗ = 2𝑖 + 3𝑗 +
4𝑘⃗ , 𝑣 = 2𝑖 − 𝑗 + 𝑘⃗ , 𝑤⃗⃗ = 𝑖 − 𝑗  . La famille (𝑢⃗ , 𝑣 , 𝑤⃗⃗ )est –elle une base de 𝐸? Si 
oui, quelles sont les composantes de 𝑛⃗ = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧𝑘⃗  dans cette base ? 
 

Caractérisation  matricielle d’une base.  
 Soit B  une base de 𝐸 et V    une famille de vecteurs de 𝐸. 
V    est une base de 𝐸 sietssi 𝑚𝑎𝑡BV   est inversible .  
Et le cas échéant, (𝑚𝑎𝑡BV   )−1 =  𝑚𝑎𝑡V  B..                             15 
Exercice 4 :  

1. Montrer que la famille ((−1 2
2𝑖 −1 + 𝑖

)
⏟        

=𝐴

, (
𝑖 −2𝑖
2 1

)
⏟      

=𝐵

)est libre et la compléter 

pour constituer une base de 𝑀2(ℂ).  
2. Pour quelles valeurs du réel 𝑎, la famille F = 

((𝑎, 1,2,3)⏟      
𝑈1

, (0, 𝑎, 4,3)⏟      
𝑈2

, (0,1, 𝑎, 3)⏟      
𝑈3

, (0,1,2,3𝑎)⏟      
𝑈4

) est -elle libre ? 

Matrice de passage  Si B1 et B2 sont deux bases de 𝐸 alors 
𝑚𝑎𝑡B1B2  est appelée la matrice de passage de la base B1 à 
la base B2 .   Et (𝑚𝑎𝑡B1B2 )−1 = 𝑚𝑎𝑡B2B1                                  16                                    
 

Propriété d’une matrice de passage  démo 
Toute matrice de passage est inversible et réciproquement, 
toute matrice inversible est la matrice de passage entre 
deux bases de 𝐸.                                                                                      17 
 

Rang d’une famille de vecteurs Soit V= (𝑣1⃗⃗⃗⃗ , 𝑣2⃗⃗⃗⃗ , … 𝑣𝑝⃗⃗⃗⃗ ) une 
famille de vecteurs d’un 𝐾 −e.v  𝐸 .(𝐸 n’est pas forcément 
de dimension finie)  
Le rang de V    , noté 𝒓𝒈(V    ), est la dimension du sous –
espace vectoriel engendré par V  . 
Autrement dit , 𝑟𝑔(V    ) = 𝑑𝑖𝑚𝐾(𝑣𝑒𝑐𝑡(V    ))                       18 

Espaces vectoriels de dimension finie.            On travaille dans  (𝑬 , +, . )un 𝑲-e-v.       
 



Exercice Déterminer le rang de F = (𝑓0, 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4, 𝑓5, 𝑓6) et extraire 
de F une base de vect(F) 𝑜ù 𝑓0 = ch , 𝑓1 = sh, 𝑓2 = exp, 𝑓3: (𝑥 ↦ 𝑐ℎ(2𝑥))  et 
𝑓4: (𝑥 ↦ 𝑠ℎ2(𝑥)), 𝑓5: (𝑥 ↦ 𝑒−𝑥) et 𝑓6: (𝑥 ↦ 𝑐ℎ2(𝑥)).  

Propriété du rang .    démo  
Soit V    une famille de vecteurs de 𝐸 .    
𝑟𝑔(V   ) ≤ min(𝑑𝑖𝑚𝐸 , 𝑐𝑎𝑟𝑑(V   ) ).  
1) V   est libre sietssi 𝑟𝑔(V    ) = 𝑐𝑎𝑟𝑑(V    ) 
Si, de plus,  𝐸 est de dimension finie , alor 
 2)V   est génératrice de 𝐸 sietssi 𝑟𝑔(V   )= 𝑑𝑖𝑚𝐸  
 3)V   est base de 𝐸 sietssi 𝑟𝑔(V   )= 𝑐𝑎𝑟𝑑 V  = 𝑑𝑖𝑚𝐸.          19 
  

Caractérisation matricielle du rang        démo 
1. Le rang d’une matrice est le rang de la famille définie 

par ses colonnes.  
2.  Si 𝐸 est un 𝐾-e-v de dimension finie alors pour toute 

base B   de 𝐸 et toute famille V   de vecteurs de 𝐸 , 
𝑟𝑔(V     ) = 𝑟𝑔(𝑚𝑎𝑡BV   ).                                                          20 

Conséquences : Ici 𝐸 est de dimension finie .Soit B   est 
une base de 𝐸,V    est une famille de vecteurs de 𝐸 et  

𝑀 = 𝑚𝑎𝑡BV   . 
V   est libre sietssi 𝑟𝑔(𝑀) = 𝑐𝑎𝑟𝑑(V    )   
V   est génératrice de 𝐸 sietssi  𝑟𝑔(𝑀) = 𝑑𝑖𝑚𝐸  
V   est base de 𝐸 sietssi  𝑟𝑔(𝑀) = 𝑐𝑎𝑟𝑑V  = 𝑑𝑖𝑚𝐸.               21 
 

Exercice Quel est  le rang de F ? et donner une base de vect(F) où  
F=((1,1,2,3), (1, −3,2,0), (4,0,8,9), (1,0,3, −1), (2, −6,4,9))  

 

Sous-e-v d’un e-v- de dim finie   démo 
 Soit 𝐸 un K-e-v de dimension finie. Alors, tout ss-e-v 𝐹 𝑑𝑒 𝐸 
est de dimension finie et dim(𝐹) ≤ dim(𝐸). De plus,  
dim(𝐹) = dim(𝐸)  ⇔ 𝐹 = 𝐸 .                                                                        22 
 

Caractérisation par les bases de ss-e-v supplémentaires 
Soit 𝐹 et 𝐺 deux ss-e-v d’un K-e-v 𝐸.        démo 
Soit 𝐵1 = (𝑓 1, … , 𝑓 𝑝) une base du ss-e-v 𝐹 de 𝐸  et 𝐵2 =
(𝑔 1, … , 𝑔 𝑞) une base du ss-e-v 𝐺 de 𝐸 alors  
 𝐸 = 𝐹 ⊕ 𝐺sietssi(𝑓 1, … , 𝑓 𝑝, 𝑔 1, … , 𝑔 𝑞) estune base de 𝐸   23    
Conséquences : 
• Si 𝐸 = 𝐹 ⊕ 𝐺 avec 𝐹 𝑒𝑡 𝐺 de dimension finie, alors 𝐸 

est de dimension finie et 𝑑𝑖𝑚𝐸 = 𝑑𝑖𝑚𝐹 + 𝑑𝑖𝑚𝐺 ET 
toute FAMILLE obtenue par concaténation d’une base 
de 𝐹 et d’une base de 𝐺 est une base de 𝑬 dite 
adaptée à la décomposition 𝑬 = 𝑭⊕𝑮.  

• Si 𝐸 = 𝐹 ⊕ 𝐺  et 𝐸 est de dimension infinie, alors 𝐹 
ou/et 𝐺 est de dimension infinie.                                          24 

 

Existence d’un supplémentaire en dim finie     démo 
 Soit 𝐸 un K-e-v de dimension finie. Tout ss-e-v de 𝐸 de 
dimension finie admet un supplémentaire dans 𝐸 .  

Exercice : Soit 𝐹 = {𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)(𝑖,𝑗)∈⟦1,3⟧² ∈ 𝑀3(ℝ)/∀𝑖 ∈ ⟦1,3⟧, ∑ 𝑎𝑖𝑗 = 0
3
𝑗=1 }. 

Montrer que 𝐹 est un ss-e-v de 𝑀3(ℝ) et déterminer un ss-e-v de 
𝑀3(ℝ) supplémentaire de 𝐹 dans 𝑀3(ℝ). 
 

Formule de Grassmann:     démo  
Soit 𝐸 un 𝐾-e-v de dimension finie. 
  Si 𝐹 𝑒𝑡 𝐺 sont deux sous-e-v quelconques de 𝐸 alors 
𝑑𝑖𝑚(𝐹 + 𝐺) = 𝑑𝑖𝑚𝐹 + 𝑑𝑖𝑚𝐺 − 𝑑𝑖𝑚(𝐹 ∩ 𝐺) .                           25 

 

 Caractérisation de ss-e-v supplémentaires     démo  
Soit 𝐸 un K-e-v de dimension finie, 𝐹 𝑒𝑡 𝐺 deux sous-e-v de 
𝐸. 

 𝐸 = 𝐹 ⊕ 𝐺  sietssi  { 𝐹 ∩ 𝐺 = {𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗} 

dim (𝐹) + dim (𝐺) = dim (𝐸)
  

                           sietssi  {
𝐹 + 𝐺 = 𝐸 

dim (𝐹) + dim (𝐺) = dim (𝐸)
  .          26 

Exercice: Soit 𝐹 = {𝑃 ∈ ℝ𝑛 [𝑋]/𝑃(1 = 𝑃′(1) = 0} .   
Montrer que ℝ𝑛 [𝑋] = ℝ1 [𝑋] ⊕ 𝐹.  
 


