On appelle produit scalaire sur E toute application @ définie
sur E X E(= E?) et a valeurs dans R qui vérifie :
1.V(%,y,%) € E3,Y(a,B) € R?,

Le. @ est Unéaire par happert i b 1% maniable et par happert & ba 24 maniable
3.V(%,) € E>p(XY) = (9, X) 0 estorymétnique

4. VXEE @XX) =0 oestpositine P est
5..VXEE p@R¥)=0o%=0
E , muni d’un produit scalaire, est appelé un espace
préhilbertien réel. p(%, y) est noté : (X/¥) ou (X/y). 1

Soit E un R —espace-vectoriel .

o(ax + By, 7) = ap(x,2) + Bo(¥,2) \_ pest
et p(Z ax + By) = ap(Z,X) + Bo(Z,y) _J biliniaire

Ve -

NB: Si (0 est symétrique et linéaire par rapport a I'une des variable alors (p est
linéaire par rapport a I'autre variable. Il suffit donc de prouver une seul linéarité

eVX EE,(%/0)=0=(0/%)
ov(x_{,x_z’,..,x_p’) € E”,V((xl, az,..,ap) € R?,

p p p
Q ad /M=) wG/H=0/) aF) 2
k=1 K k=1

=1

a connaitre

sur R™:I'application (((xl, %), O, Y)) P I xiyi) est un produit scalaire

1)

SR RISppelEproduitiscalairelcanonique) euclidienne associée au produit scalaire (. / .) . Alors,

2) Soit a et b deux réels tels que a < b . Sur C°([a, b],R) : si w est une o s L I;Z‘ N N oL C;f‘ . N
application strictement positive et continue sur [a, b] alors I'application V(x, y) € E2,||x + y“ < ||x|| + ”y” et I(x/y)l < ||x|| ”y”ﬁ
((f,g) - f:f(t)g (t)w(t)dt) est un produit scalaire sur C°([a, b], R). Normes dans nos espaces de référence :

o b ) ) 1) Dans R™ muni du produit scalaire canonique , la norme euclidienne

3) Sur R[X] : 'application ((P, Q)+~ fa P(t)Q(t)dt) est un produit scalaire canonique est [|(xy, .., x|l = m’

sur R[X] 2)  Dans C°([a,b],R) muni du ps: = (b

b, ps: (f/9) = [, f()g(t)dt, la norme

4)  SiP=3ioqX*et Q=YRobX* et (P/Q) = —

YR_o axby.L'application : (P, Q) » (P/Q)) est le produit scalaire euclidienne associée est [|fIl = [, (f®)de.

canonique sur R, [X]. 3) Dans R,[X]dups: (P/Q) =X, P(a;)Q(a;)ouay,a,,..,a, sontn +
5) Siag,ay,..,a, sontn + 1 réels distincts alors I'application :

((P,Q) = X7 P(a,)Q(a;)) est un produit scalaire sur R, [X]. 1 réels fixés distincts alors ||P|| = |, P(a;)*.
6)  ((M/N) = tr(MTN)) définit le produit scalaire canonique sur M, (R) 4)  Dans M,(R) munidups: (M/N) = tr(M'N), ¥M = (m;;) €
Désormais E est un R e v muni du produit scalaire (. / .). | My (R), IMIl = er(MTM) = |36 petan ;" 7

2) Cauchy-Schwarz dans R™ dans C°([a, b], R) du ps. (f/g) = f‘ff(t)g(t)dt
v(f.g) € C(la,bL R ([ F(©g®de) < ([2(F©)zdr) (S (g(0)?dt). 4

Soit x, v, et z des réels tels que 2x% + y% + 3z < 1. Montrer que
(x+y+2)P< %.

Soit EunRev.
*On appelle norme sur E toute application N définie sur E et a
valeurs dans R et telle que :
1.VX€EN((X) =0
2VXEE,(NX) =0 xX=0)
3.VaeR, VX € E,N(a¥X) = |a|N(X)
V(X,¥) € EZL, N +¥) < N(X) + N() inégalits niangubaire
N est souvent noté | || et N(X) est noté ||¥]|.
eL’application d, définie sur E X E par : V(%,y) € E?,
d(X,¥) = ||¥ — y|| est la distance associée a lanorme || || et
V(%,y) € E?, d(%,y) est la distance entre X et 3/ .
eUn vecteur unitaire: On dit que le vecteur i de E est unitaire
ou normé lorsque ||u]| = 1.
Tout vecteur X non nul de E est colinéaire a un vecteur
X

unitaire car ¥ = || % || =
[E4

1. Deux vecteurs X et y de E sont dits orthogonaux lorsque
(X/¥)=0.0nnotex’ | y.
2. Deux sous-ensembles X et Y de E sont dits orthogonaux
lorsque VX € X ,Vy €Y, (¥/¥)=0 OnnoteX| Y.
3. Unvecteur y estorthogonal & un ss-e-v X lorsque
VX € X,(¥/¥)=0.0nnotey | X. 9

Siles ss-e-v F et G de E sont
orthogonaux alors F N G = {5} . 10

Soit X une partie de E.

L'orthogonal de X est I'ensemble noté X-- des vecteurs de

E orthogonaux a tous les vecteurs de X .

Xl=(ieE /vieX, (/%) =0}

ie. € X, sietssiVi € X,(d/%) = Osietssi u' | X.

X est un sous espace vectoriel de E et X+ = (vect(X))-~. 11

On munit R® du produit scalaire canonique alors P = {(x,y,z)/x +
2y —3z =0} = {(1,2,-3)}+.

L’application || || définie sur E par: VX €
E, [|X|l =+/(X/X) estune norme sur E appelée norme

1. SiX etY sont deux sous-ensembles de E telsque X c Y

alorsYLt c x-L.
2. Si FetG sontdeuxssevdekE, alors

Gl F & GestunssevdeF-
3. SiF =vect(e))ie(1, pyalors
FL ={te€E/viel,..,p},@/e) =0

4. Pour étre orthogonal a F,il faut et il suffit d' étre orthogonal

a tous les vecteurs de la famille génératrice de F.
5. Si F =vect(e;);eq,.p) €t G=vect(gx)x=1.q alors

GlF o vke{l..,,q},Le{l,..,p}, gr Leg . 12

V(Z,¥) € E?, (£/9)? < (/%) (J/Y) unsgatits de Canchsy -dcbrsany
Autrement dit, |(X/y)| </ (X/X)V T /Y)
Et, |(%/9)| = (Z/X)\/ (J/F) sietssi % et y sont colinéaires 3

On retrouve les inégalités de Cauchy-Schwarz déja rencontrées :

1)

Cauchy-Schwarz dans R™ muni du produit scalaire canonique :
V(1 %z, e, X0), V1, V2, -, ) € (RM?

Q) = () ()

Désormais , E un R e v muni du produit scalaire (./.) de
norme associée ||... ||

.V(X,y) € E?,
1% + 9112 = 1212 + 2(2/7) + 711
1% = yIIZ = 122 - 2(2/7) + lI711°
@&+ 3/ - 9) = 1217 - 1711
@/9) = 1Z + 12 = 12 = FI? tdomtite de potarisation. 8

= PP

Soit B = (€,);; une famille de vecteurs de E
* B est une famille orthogonale lorsque les vecteurs de B sont
deux a deux orthogonaux .

ie.V(k,m) € I*,(m =k = (e,,/er) = 0)
o G est dite base orthogonale de E lorsque % est une base de
E et @ est orthogonale.
» B est dite orthonormale (ou orthonormée )lorsque 3 est
orthogonale et les vecteurs de B sont unitaires i.e. lorsque :
V(k,m) € I, (ey/er) = Smi (symbole de Kronecker))
» B est dite base orthonormée (B. 0. N) de E lorsque % est une
base de E et % est orthonormale . 13




eUne famille orthonormale ne contient jamais le vecteur nul
Si B = (&,);; une famille de vecteurs de E ,orthogonale , alors V(a;);.; €

R!, B' = (a;&,);; est une famille orthogonale. 14

Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre. En
particulier, toute famille orthonormale est libre . 15

16
1. Labase canonique de R" est une BON pour le produit
scalaire canonique de R".
2. (Eij)izl_.n est une BON de M, (R) muni de son p.s.
j=1.n

canonique.
3.  (X®)k—o.n est une BON de R, [X] de son produit scalaire
canonique .
4. Soitagy,ay,..,a, (n+ 1) réels distincts . On munit R, [X] du produit scalaire
(P/Q) = X1 P(a;)Q(a;) et on définit les polyndmes : Ly (X) = [T} X4
JjEk

ag-aj
pour k € [0,n]. Alors (L)g=o.nest une BON de R, [X].

5. On munit C°([0, ], R) du produit scalaire ((f,g) - fonf(t)g(t)dt) eton
définit fi.: (t > cos (kt)) . Alors (fi) ey €st une famille orthogonale donc libre.

: Les vecteurs wet v,
de E, sont orthogonaux si et seulement si |1 + ¥||? = ||u]|? +
17112
Généralisation de=>: Si B = (&,);c(1,,n} €St une famille
orthogonale de vecteurs de E alors V(a;);1,,n3 € R",

n 2 n
— —
(e A 17
i=1 =1

. 22
Soit B = (éf)if{l,___,n} une BON de I'espace euclidien E . Soit
X =R xkep ety = Yr_, yrer deuxvecteurs de E et

matgX = X etmatgy =Y . Alors,
n

n
L @M=, xm et I =) x

k=1
n
2. vkelLnlx = @) eti= @@
k=1

@)=Y GEDGE) et I3 = Y (/e
- k=1

3. @M =XTY=YTXx et ||%|?=X"X.

: Calculer le produit scalaire de deux vecteurs de E revient a effectuer le produit
scalaire canonique de leurs n-uplets des composantes dans une BON de E . idem
pour la norme

X—a;
:Soitay , ay , .., ay des réels distincts et Vk € [0,n], L (X) = [1}=o 4
Jj*k

. Montrer
ag—a

que VP de R, [X], P = X7 _o P(ay)Ly.

Préliminaire : Si F est un ss e v d’un espace préhilbertien E et
dimF < + oo, alors en restreignant le produit scalairea F X F ,
je munis F d’une structure d’espace préhilbertien et donc, F est
un e-v euclidien et posséde donc une B.0.N 23

SoitV =
(F{)ie{l_____n} une famille libre de vecteurs de E .Alors, il existe une
famille orthonormée B = (?{)ieu,...,n} de E telle que:
Vie{l,..,n}, e, € vect(vy, vy, .., 1,). 18

Si F est un ss e v de I'espace préhilbertien réel E et F est de

dimension finie alors

1. E=F@F"' ie F.L estunsupplémentaire de F dans E

2. Flestle seul supplémentaire de F dans E qui soit
orthogonal 3 F. onnote E = F @1 FL

3. (FL)L =F.

F-Lest appelé le supplémentaire orthogonal de F dans E 24

1. si E est de dimension finie alors dimF + dimF-+ = dimE.
2. la concaténation d’une BON de F et d’une base de F-1 est une BON de E.

5 6 -3
R3 est muni de son produit scalaire usuel. Soient M = 1—1( 6 10 2 > etp

-3 2 13
I'endomorphisme de R3 canoniquement associé a M . Montrer que p est une

projection orthogonale , en donner ses éléments caractéristiques. Déterminer une
base orthonormée de RR? dans laquelle la matrice de p est diagonale.

Soit E un espace
préhilbertien réel et F un ss-e-v de E tel que dimF < 400
Soit ¥ un vecteur de E
1. pp(X) estl'unique vecteur de E tel que : pp(X) E F et X —
pr(X)_LF .
2. Si (Uk)kefs,,p) €St Une base de F alors pg(X) est I'unique
pF(f) = Z£=1Akalz
et VI € [1,p], X — pp(X)/u) =0
3. Si(€)ic(1,,p} €St une base orthonormée de F alors VX €
E, pr(¥) = Xh_ (X/€)er . 27

vecteur de E tel que : {

Déterminer le projeté orthogonal de 3X* + 2X — 1surF = {P €
R,[X]/P’(0) = 2P(0)} dans R,[X] munidup.s. (P/Q) = ¥i__; P(K)Q (k).

Soit E un espace préhilbertien réel et 28
F un ss-e-v de E tel que dimF < +oo

VX EEVfEF,ps(®) # f = 12— pr@Il < ||z - f].

VX € E, ||X — pr(®)|l = min{||% — f”/f € F}=la plus courte

distance entre X et n’importe quel vecteur de F .

Pour tout ¥ € E, d(%, F) = min{||¥ — f”/f € F} est la distance
entre X et F et pour tout X € E, pp(X) est I'unique vecteur de F
tq VX € E,d(¥,F) = d(%,pr (X)) = 11X = pr D)l = ||py. B)]|.

Calculons inf q pyere JZ(sint — at — b)*dt

Soit D la droite vectorielle engendrée par le vecteur i de E. Soit

X € E. Alors, pp(X) = Eggﬁet d(%,D) = ||X — Eggﬂ ” 29

E est un espace euclidien lorsque E est un
espace préhilbertien réel de dimension finie (i.e. un Revde
dimension finie muni d’un produit scalaire) . 19

Tout espace
vectoriel euclidien de dimension non nulle possede une BON .20

Soit E un espace préhilbertien réel et F
un ss-e-v de E tel que dimF < +oo.
La projection orthogonale sur F est la projection sur F et
parallélement 3 F* et est notée Dk .
Soit X € E. pp(X) est le projeté orthogonal de X sur F et
ppL(X) = % — pp(X) est le projeté orthogonal de X sur F-. 25

: Déterminer une base de R,[X] munidu p.s: (P/Q) = fol P()Q(t)dt.

1 1. Impp @1 Kerpr = E .
2. VZ € E,|IZII* = llprGII* + 11X = pr(DII* et 121l = llprGOII.

: Toute famille orthonormée
d’un espace vectoriel euclidien E peut étre complétée pour
obtenir un BON de E. 21

. Soit E' un espace
vectoriel euclidien et p € £ (E).

o =
p est un projection orthogonale si et ssi et {Irrf(p)il(erz()p)' 26

Soit H un hyperplan de |'espace euclidien E.

1. H* est une droite vectorielle. Tout vecteur directeur de
cette droite H* est appelé un vecteur normal a H.

2. Soit@inormala H.VXdeE, d(X, H) = %

3. SoitB = (€)ic1,.ny Une BON de E et7i = X1 n;e; .un
vecteur normal a H . Alors,

4., H={{e€eE/Xx=)Y xeet X, xn =0 } et

équation de H dans B
|Z?=1xini|

e n 2
N p=y1 A i=1 i
ouxX=y"  xie; ki m

30




