Sup PCSI 2025-2026 Mathématiques

PROGRAMME DE COLLE 30
Révisions sur les équivalents et DL usuels et méthodes d’obtention

Chapitre 22 Espaces préhilbertiens réels
| Produit scalaire et norme

e  Définition d’un produit scalaire . Définition d’un espace préhilbertien réel E.

2
lapplication ¢ : ((55 }% :(]%/37)) est un produit scalaire sur le R-e-v E lorsque

5> o o

v gestbilinéaire :V(X,¥,2) € E3, (aX + py/Z) = a(X/2) + B(J/Z) et(Z/aX + BYy) = a(Z/X) + B(Z/Y)
v @estsymétrique:V(%,y) € E2, (X/y) = (J/%).
v @ estdéfinie positive : VZ € E, (/%) =0et[(#/F) =0=%=0
e Produit scalaire usuel (canonique) dans R", R, [X], M,,(R), C°([a, b], R), R[X].
e Regles de calcul et inégalité de Cauchy-Schwarz.
v VXEE (%/0)=0

V' V(X155 X, V1, V2, - V) € EMP, V(s @y By, e, Bp) € RMP (B i/ B0, Bidi) = Xiea Xy aiBi 0/ ). -
C.S

v V(&) € E (#/5)?2 GF/DG/P).
. Définition d’une norme .

l'application N : (lj _)JR) est une norme sur le R-e-v E lorsque
x - 1%l

v VZEEIZ|=0
v VZE€E[IZ=0e%=0]

v VX €E,VAER,IAX|l = [AllIZ]]
1.T

v Y@ € E2 |12+ 5l 2 1Z] + |I7]].Inégalité triangulaire

e Norme euclidienne (norme associée a un produit scalaire). Nouvelle écriture de 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
cs

v(Z,9) € B2, 1@/ L I

e Identité de polarisation¥(X,y) € E?, (x/y) = - [lIx + ¥l — lIx — ¥II] .
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Il Orthogonalité dans un espace préhilbertien E
e Définition de deux vecteurs de E orthogonaux: X L i lorsque(¥/1) = 0, d’un vecteur orthogonal & une partie X de E : i L
X lorsque VX € X, (X/%) = 0, de deux parties de E orthogonales:Y L X lorsque VX € X,Vy € Y, (X/9) =0
e  Définition de Uorthogonal d’une partie de E. L’orthogonal X+ = {ii € E/V% € X, (/1) = 0}.
e Lorthogonal X! d’une partie X de E est un sous-espace-vectoriel de E et X+ = (vect(X))*.
e  Propriétés:
v SiXcVYalorsYt c X*t.
v" Sideuxss-e-vF et G de E sont orthogonaux alors F et G sont en somme directe et G est un ss-e-vde F* et F est un ss-e-v de
GJ_
e  Caractérisation de Uorthogonal d’un ss-e-v de E engendré par une famille de vecteurs :
v SiF = vect(uy, ..., up) alors [¥ € F1 & Vi € [1,n], (X/w;) = 0].
v SiF =vect(uy, ..., u,) etG = vect(v_l’, ...,ﬁ) alors [F 1 G < Vi € [1,n],vj € [1,/], (w,/v) = 0].
. Définition d’une famille orthogonale, orthonormale, d’une base orthogonale et d’une base orthonormale.
e Base orthonormée de R®muni du p.s canonique . ldem dans R,,[X], M,,(R).
e  Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre. Toute famille orthonormée est libre.
e Théoréme de Pythagore : X 1 1 < ||X + l|? = [|¥]|? + ||u]|?. Et la généralisation de « = »: Si (U3, ..., Uy,) est une famille

orthogonale alors [[Xf; aiglI2 = Biqla PP

e Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt : Si (vy, ..., 7,,) est une famille libre de vecteurs de E alors il existe une famille
orthonormée de vecteurs (e, ..., &,) de E tel que Vi, e, € vect((vy, ..., ;).

lll Espace euclidien E

o  Définition d’un espace euclidien E.

e Existence d’une BON : tout espace euclidien de dimension non nulle possede une BON.

e Théoréeme de la base incompléte : toute famille orthonormée d’un espace euclidien peut étre complétée pour obtenir une BON
de cet espace.

e  Ecriture dans une BON : Soit B = (e, ..., &;,) une BON de U'espace euclidien E. Alors pour tout (¥,7) € E2 tels que ¥ =

Yk=1xiex et ¥ =i Yiex, ona: x, = (%/e), (X/¥) = Tk=1 xicyic et Xl =y Xkoq ™.




alors F* estle seul ss-e-vde E, orthogonal 3 F et supplémentaire de FdansEi.e. F@Ft =Eet F-1 L F

e Théoreme sur le supplémentaire orthogonal Si F est un ss-e-v de dimension finie d’un espace préhilbertien réel E

. Flest alors appelé le supplémentaire orthogonal de F.

e SiF estun ss-e-vde dimension finie d’un espace préhilbertien réel alors la projection orthogonale sur F notée pp est alors la

projection sur F et parallélement & F*.
e  Caractérisation du projeté orthogonal sur F :

= = o X) € F
v’ VX € E,pp(X) est le seul vecteur de E qui vérifie : {f _p;f:?;?) e FL-

v SiB = (uj, ..., up) est une base de F alors VX € E, pr(X) est le seul vecteur de E qui vérifie:
{ pr(®) = Xhoq ap
vj € [Lnl, (G - Tioy o /) =0
v SiB=(ej,..,e,) estune BON de F alors V¥ € E,pp(X) = Yr_,(ex/X) ey -

e  Caractérisation du projection orthogonale: Si E est un espace euclidien et F est un ss-e-v de E alors
fe ()
f est la projection orthogonale sur F si et seulement si fef=f .
Im(f) L Ker(f)

° Distance a un ss-e-v de dimension finie F:
v VEEEVfeF|Z-p@I <71
v _VZEE, d&F) =inf{||Z - f||/f € F} = min {|| - f||/f € F} = Ipr: DIl = I¥ — pr @l

e  Projeté orthogonal sur une droite vectorielle : Soit D = vect (i), droite vectorielle engendrée par . VX € E, pp(X) =

G/ -

(/)

e Hyperplan dans un espace euclidien: Soit H un hyperplan d’un espace euclidien E.
v Toutvecteur N engendrant H+ est un vecteur normal & H.
v Soit (&) une BON de E.Si N=Y , a;e, normal a H alors H = {31, x;&, / ¥ a;x; = 0}.

B e T T
VX € E,py(X) = ¥ (ﬁ/N)N et d(%, H) T o |

Chapitre 23 Séries numériques.
| généralités
Définitions :

Série de terme général u,, , notation; somme partielle de rang n
e Série convergente, divergente -nature d’une série

e Somme d’une série convergente- reste de rangn

e  Série grossierement divergente.

Condition nécessaire de convergence- Réciproque fausse. Y, ,so U, CV = n1—1>r-Poo u, = 0.

Il Opérations

Condition nécessaire et suffisante de convergence d’une série complexe.
Influence des premiers termes sur la nature et sur la somme d’une série.
Combinaison linéaire de séries convergentes et relation entre les sommes.
Nature d’une série Y.,50 Un, + Uy 19 Xipso Uy diverge et Y.,5( U, converge.

Nature commune de Y,,5¢ U, et Y0 AU, ol a € C* et relation entre les sommes.
Nature commune de Y50 U, €t s U, OU a € C* et relation entre les sommes.

Il Séries particulieres
Séries géométriques Y.,,50 a"

m
Séries de Taylor anof @ b—a)™

n!

n
Série exponentielle complexe Y.,,5q 1—,

- . 1 - 1 1 2
Série de Riemann anln_"" Cas particuliers Zi’vl=1;~+00 In(N) et Z;;S’l; = %.

IV Séries réelles et a termes positifs




Condition nécessaire et suffisante de convergence d’une série a termes positifs
sommes partielles.
Trois théoremes de comparaison :

: majoration de la suite des

Y=o Up CONVErge = Y00 U, CONverge.

Yinso U, diverge = Y. v, diverge
2) SivneN, 0<u,et 0<v, et u, =0(v,) (en particulier, u,, = o(v,) ou u,,~vy,)
Ym0 Un CONVErge = Yoo U, converge.

Yinso U, diverge = Y,..0 v, diverge

1) Si vn€eN, OSunSvnalors{

alo rs{

3) SivneN, 0<u,etu,~v, alors (X,soV, converge < .,o U, converge).
V Comparaison série-intégrale

Soit f une fonction continue et décroissante et positive sur [ng, +oo[. Alors,
la série Y.n5y, f (1) converge < la suite (f:o f(t)dt) converge.

VI Séries absolument convergentes
Définition : une série absolument convergente

Si la série de terme général u,, est absolument convergente alors la série de terme général u,, est convergente et

XS ue | < 2F&|ugl - laréciprogue est fausse.

VIl Lien suite-série. Séries télescopiques.

La suite (u,,) converge sietssi la série de terme général u,,,; — u, converge.

Questions de cours:

1. Premier et deuxiéme théorémes de comparaison.

2. Théoréme de comparaison série-intégrale

3. Théoreme de convergence d’une série absolument convergente.
4

Théoréme sur le supplémentaire orthogonal : si F est un ss-e-v de dimension finie d’un
espace E préhilbertien réel alors F' est le seul sous-e-vde E, orthogonal a F et

supplémentaire de F dans E .

5. Projection orthogonale sur une droite vectorielle et sur un hyperplan.




