Sup PCSI 2022-2023 Mathématiques Chapitre 10

Suites réelles et suites complexes

L’axe réel est orienté et gradué, la plan complexe est le plan muni d’un repéere orthonormé direct.

(N Des définitions de base
e Une suite réelle (resp. complexe) u est une relation qui associe un réel (resp. complexe) u,a chaque entier naturel n = n, ot
ny € N fixé. C'est donc une application de A = {ny,ny + 1,1y + 2, ..... } dans R (resp. C). Comme A est totalement discret,

une suite ne peut pas étre continue ou dérivable, n’a pas de limite en un réel mais pourra avoir une limite en +oo.
u est encore notée (U, )psn,- Parfois il est assez visuel de la noter u = (ug, Uy, Uy, v vvv vne ).
On note RN (resp. CN) 'ensemble des suites réelles ( resp. complexes)
e Une suite u est bien définie a partir de n, lorsque Vn = ny,u, existe.
e Une suite réelle est représentée sur I'axe réel par le « nuage » rectiligne formé des points d’abscisse u,, tels que n > n,,.
e Une suite complexe est représentée dans le plan complexe par les points de coordonnées (Re(u,,), Im(u,)) tels que n = n,,.
e **Deux suites u et v sont égales lorsque : u et v sont définies a partir du méme rang ny et Vn = ny,u, = v,.
e **Apartir des suites u et v, on définit les suites : au = (QUy,)p5y, OU @ constante, u + v = (U, + Vp)pon,, €L UV = (UpVy)pon,
e  **|asuite u complexe ou réelle est bornée lorsqu’il existe M réel /Vn = ng, lu,| < M.
e La suite réelle u est majorée lorsque :3m € R/Vn = ny,u,, < m. On dit que m est un majorant de u. m ne dépend pas de n.
e Lasuite réelle u est minorée lorsque :3m’ € R/Vn = ny,u,, = m’ .On dit que m’ est un minorant de u. m' ne dépend pas de n.
e La suite réelle est croissante lorsque : Vn = ng, u, < U, .
e La suite réelle u est décroissante lorsque : Vn = ng, U, = U, q- Indépendant de n
e La suite réelle u est strictement croissante lorsque : Vn = ng, u,, < Uy 41 -
e Lla suite réelle u est strictement décroissante lorsque : Vn = ng, u, > U,y 1 -
e **Lasuite réelle u est constante lorsque Vn = ng, U, = Uy, ie. lorsque Vn = ng, U, = Uy, .
e **y vérifie une propriété P a partir d’un certain rang lorsqu’il existe n; € N tq Vn > ny, u,, vérifie P.
e **|asuite réelle u est stationnaire lorsque u est constante a partir d’un certain rang.
n

3n+6 . :
—— U, + —— est stationnaire.
2n+2 2n+2

Exemple : Montrer que la suite u définiepar::ug = letvVn € Nyu, ., =

Prop : Une suite réelle bornée est une suite majorée et minorée.
** Une suite est bornée (resp. minorée ou majorée) a partir d’un certain rang est bornée (resp. minorée ou majorée).
**Un produit fini et une combinaison linéaire de suites bornées est bornée.

Démo

1. Les définitions des limites finies ou infinies.

**Def : La suite réelle (resp complexe) (u,) tend vers le réel (resp. complexe) L quand n = +oo lorsque :
Ve € R™,An, EN/VRnEN,(n = ny = |u, — L| < ¢).
On note alors lim u, = L ou encore u, — L.
n—-+oo n—+oo

Cela signifie que les réels u,, sont aussi proches que je le veux de L dés que n est suffisamment grand. Dans le cas d’une suite réelle ,
on peut remplacer |u, — L| < eparu, € [L— ¢, L+ €]

Def :La suite réelle (u,) tend vers +co quand n — +oo lorsque VA € R**,3n, EN/Vn eEN,(n > n, = u, = A).
On note alors lim u, = 4+ ou encore u,, — +oo.
n-+o n—-+co

Cela signifie que les réels u,, sont aussi grands que je le souhaite a condition de prendre n suffisamment grand . Attention u n’est par
forcément croissante.

Def :La suite réelle (u,,) tend vers —co quand n — +oo lorsque : VB € R™",3n, E N/Vn € N,(n =2 ny, = u,, < B).
On note alors lim u, = —oo ou encore u,, ——> —oo.
n—+oo -

n—-+oo

**Def: e Une suite convergente est une suite ayant une limite finie.

e Une suite divergente est une suite non convergente i.e. une suite de limite infinie ou sans limite .

NB : Trois cas possibles pour une suite réelle u : u a une limite finie ou bien u a une limite infinie ou bien u n’a pas de limite.
Deux cas possibles pour une suite complexe u : u a une limite finie ou bien u n’a pas de limite.
Application soit a €]1,+ [ et b € C/ |b| < 1. Montrer grace aux définitions que lim a" = +w et lim b™ = 0.

n-+oo

n-+co

n
Exercices : 1) Montrer gu’il existe un entier naturel N tel que Vn = N, (1 F %) € E, 3]

3) Montrons que : une suite de nombres entiers est convergente sietssi elle est stationnaire.




ll.  Application aux bornes sup/inf.

Rappel : Définition d’un maximum et d’un minimum d’une partie. Soit A une partie de R. m est appelé le plus petit élément ou
minimum de A lorsque m minore A et m est élément de A . m’ est appelé le plus grand élément ou maximum de A lorsque m' majore
A etm' est élément de A . On note, le cas échéant, m = min (4) et m' = max (4) .

Si A est un ensemble de réels minoré (resp. majoré) alors A n’a pas forcément de minimum (resp. de maximum). ex : A = |1, +oo[est
minoré par —3 mais aucun minorant de A n’appartient a A . Donc A n’a pas de minimum. Par contre, on constate que parmi tous les
minorants de A4, I'un d’entre eux est plus prés de A que les autres : il S’agit de 1. 1 est le plus grand minorant de A . 1 est appelé la
borne inférieure de A .

Théoreme(admis)-Définition :

1) Si A estunsous-ensemble de R, non vide et majorée alors I'ensemble des majorants de A admet un plus petit élément appelé la
borne supérieure de A4 et noté sup (4).

2) Si A estun sous-ensemble de R, non vide et minorée alors I'ensemble des minorants de A admet un plus grand élément appelé la
borne inférieure de A et noté inf (4).

Par définition, si A est une partie de R non vide et majorée alors sup(A) est le plus petit réel qui majore A.
Par convention : Si A est une partie de R non vide et non majorée, on dira que sup (4) = +oo.

Par définition, si A est une partie de R non vide et minorée alors inf(A) est le plus grand réel qui minore A.
Par convention : Si A est une partie de R non vide et non minorée, on dira que inf(4) = —oo.

Prop : 1. Si A a un plus grand élément alors A a une borne supérieure finie et sup(4) = max (4).
2. Si A admet une borne supérieure finie et sup(A) & A alors A n' admet pas de maximum.

1. Si A a un plus petit élément alors A a une borne inférieure finie et inf(4) = min (A4).

2. Si A admet une borne inférieure finie et inf & A alors A n' admet pas de minimum.

Théoréme de caractérisation de la borne supérieure avec des epsilon :
Va€EAa<M
Ve e R™,3a, €A/ M —€e<a,.
Va€EAa>m
VeeR™,3a, €A/ m+e>a,.’

Soit M un réel et A une partie non vide et majorée de R. M = supA si et ssi {

Soit m un réel et A une partie non vide et minorée de R. m = infA si et ssi {

Théoréme : Soit A une partie non vide de R..
M majore A et

SoitM € RU M = A) sietssi
o! (oo} el M{il existe une suite d’éléments de A de limite M.
{ m minore A et

Soitm € RU {—o}.m = inf(4) sietssi }., . . .. .
(=} (4) il existe une suite d’éléments de A de limite m.

Exercices :
1) Soit A = {1 = %/n € N*} .Déterminer sup (4) et inf (4). 1) idem avec 4 = {(—1)” a4 pﬁ/(p, n) € N*z}.

x+2y

2) Soit A = {x+y+1/(x, y) € [0,1]2}. Déterminer sup (A) et inf (4).

3) Soit A une partie de R non vide et bornée et A un réel non nul. On définit AA = {Aa/a € A}. Justifier que A et 1A admettent des
bornes supérieures et inférieures finies et trouver une relation entre ces bornes.

V. Les propriétés essentielles.

1. **CARACTERE BORNEE : Toute suite convergente est bornée.
Soit u = (u,,) une suite réelle de limite finie L.Soita € R.sia < L alors3an; € N/Vn > n;,u, = a. Sia > L alors3an,; € N/Vn >
n,, U, < a.Par conséquent, toute suite réelle de limite strictement positive (resp. négative) est strictement positive (resp. négative) a
partir d’un certain rang .
Toute suite de limite +oo (resp. —o0) n’est pas majorée (resp. minorée) ,mais est minorée (resp. majorée).
2. **UNICITE DE LA LIMITE : La limite d’une suite, si elle existe, est unique.
3. **LIMITEFINIE: lim u, = L ou L finie sietssi lim u, — L = 0 sietssi lim |u, —L| =0

n—+oo n-+oo n-+oo

sietssi il existe une suite réelle (&,) telle que nl—i>I-|I-loo &g, =0etVn,lu, — L| <e&,.

4. **OPERATION SUR LES LIMITES :
e Le produit d'une suite de limite nulle et d’une suite bornée est une suite de limite nulle.

e Soit u et v deux suites tellesque lim u, = Let lim v, = L' Alors,
n-+o n-+oo




v lim |u,| = [L].
n—+oo
v pour tout scalaire A non nul , lirP Au,, = AL
n—-+oo
v' siL + L' n’est pasune FI alors lirP U, +v, =L+ L.
n-—-+oo
v siLL’ n’est pasune FI alors lirP U, v, = LL.
n—>+oo
v' siL/L’ n’est pas une FI et v, ne s‘annule pas a partir d’un certain rang alors lir+n U, /v, =LJL.
n—->+oo
v sill =0etwv, > 0 (resp < 0) a partir d’un certain rang (v, réel) alors lirp 1/v, =+ (resp.—x)
n—-+oo
5. COMPOSITION (admis) : Soit f est une fonction de R dans R telle que a partir d’un certain rang, f (u,,) existe.
v Silimf(t) =m et lim u, =Let alors lim f(u,) =m
t-L n-+oo n—-+oo
v Sif(t)~,9() et lirJP u, = L et alors f(U,)~noi00gUn).
n—-+oo
voSif) =X ath + op(tP) et lim u, = 0 et alorsf (u,) = Yoo ax (Un)* + (U)P 0400 (1).
n-+oo S——
une suite
de limite
nulle

6. LIMITE D’UNE SUITE MONOTONE : Toute suite réelle monotone a toujours une limite. Une suite réelle u croissante a une

limite qui est sup{u, /n € N}, cette limite est finie si u est majorée et vaut +oo sinon. Une suite u décroissante a toujours une
limite inf{u, /n € N} qui est finie si u minorée et vaut —oo sinon.

7. LIMITE PAR ENCADREMENT ( Théoreme de gendarmes) Toute suite réelle encadrée par deux suites de méme limite finie tend
aussi vers cette limite. Toute suite réelle inférieure a une suite de limite +oo tend vers +oco. Toute suite réelle supérieure a une
suite de limite —oo tend vers —oo

8. PASSAGE A LA LIMITE DANS UNE INEGALITE : Si deux suites (réelles) u et v ont chacune une limite notée respectivement L et L’
et qu’ a partir d'un certain rang,u, < v, alorsL < L'.

Démo

MISES EN GARDE :

1. il ne faut pas confondre les propriétés 7 et 8 . La propriété 7 permet de prouver (sous hypothése) qu’une suite converge (et de
déterminer cette limite). La propriété 8 permet de comparer des limites de suites dont on connait I'existence des limites.

2. lim u,=L= hm |u, | = IL|. La réciproque est fausse saufsi L = 0. Par contre, hm u, =L hm lu, — L| = 0.

n—+oo
FI

3. Vnu,’ 2 evnlnlun)  Ces suites donnent les FI: 17,00, 4000 ... pour lever ces indéterminées, il faut d’abord étudier h,,
v, In(w,,).

NB : dés que vous savez que votre suite u une limite, donnez un nom a cette limite. Pour trouver sa valeur, il suffit souvent de
passer a la limite dans la relation (implicite ou récurrente) vérifiée par u.

Exemples : 1) Soit u et v deux suites réelles telles que : Vn,0 <u, <aet0<v, <bet lim u, + v, =a+ b. Montrer, par
n—+oo

encadrement que : 11m u,=a et lim v, =b.

n—+oo
2) Soientu et v deux swtes réelles convergentes. On note M,, = max(u,, v,) et m, = min(u,, v,). Justifier que : (M,,) et (m,,) sont
convergentes et exprimer leur limite en fonction de celles de u et de v.
3)Soit u une suite définie par :uy, = 3, u; = letVn € N,u,,,, = nu,,, + 2u,. Montrer que u est monotone a partir d’un certain rang
et qu’elle diverge.

4) Soitu,, = X.7_, k! . Montrer par encadrement que : U, ~,,n! .
5) Soit a € [0,1] et u la suite définie par : uy = aetvVn € Nyu,,, =1+ :ﬁ Montrer que u tend vers 1 etu, — 1~ %
6) Théoréeme de Césaro (SAVOIR REFAIRE) : Soit u une suite réelle , L un réel et v la suite définie par v, = l nluy.

a. ** Montrer que : llm u, = 0= lim v, = 0.En déduire que : 11m u,=L= hm v, = L. Démo.
n-+oo n—+oo

b. Montrer que : llm U, =+ = lim v, = +oco. Démo.
n—+oo

V. **Suites de nombres complexes ou suites complexes.

**Def : La suite complexe (u,,) tend vers le nombre complexe L quandn = +co lorsque :
Ve € R*™,An, e N/Vn €N, (n = ny = |u, — L| < €).0nnote alors lim u, = L ou encore u, = L.
n—-+oo n—-+oo

NB : Une suite complexe n’a pas de limite infinie.
**prop : u,, tend vers le complexe L qd n —» +oo sietssi lim Re(u, ) = Re(L) et lim Im(u, ) = Im(L). Démo.
n—+oco n—-+oo
**Prop : Toutes les définitions ou propriétés étoilées (**) sont valables pour des suites complexes. Toutes les propriétés nécessitant dla
monotonie ou caractére majoré ou minorée d’une suite réelle ne sont pas valables pour les suites complexes.

**SAVOIR REFAIRE Soit u une suite complexe, L un complexe et M un réel tel que M € [0,1[ et Vn € N, |u,..; — L| < M|u,, — L| .
Montrer que lim u, = L.

n—+oo



VI. Suites extraites

**Def : (v,,) est une suite extraite de la suite (u,,) lorsqu’ il existe une fonction ¢: N — N telle que : Vn, v,, = Uy,

NB : Nécessairement @(n) = n.
Exemples: les suites (t,,41), (Uzy), (Uynyq), (U,2) sont extraites de (u,,).

**Théo : Si la suite (u,,) tend vers L alors toute suite extraite de (u,,) tend aussi vers L.

Démo

**Théo: lim u, =Lsietssi lim u,, =Let lim u,,,; =L
n—+oo n-+oo n—+oco

Démo

De méme, lim u, = Lsietssi lim us, =L, lim us,,y =L et lim us,,, =L.
n—-+oo n-+oo n—-+oo n—-+oo

Exemples : 1) Montrer que si u est croissante telle que lim u,,, = +oalors lim u, = +o0.
n—-+oo n—+o

2) Montrer que si (Uy,,), (Us,,) et (Uz,41) convergent alors (u,) converge.

VII. Suites adjacentes

Déf.: Deux suites réelles u et v sont adjacentes lorsque I'une est croissante , I'autre est décroissante et u — v tend vers 0.

Représentation :

P G WY Y ¥ ) — —
&

My Y T

Théoréme : Deux suites adjacentes sont convergentes et de méme limite.

Démo

Inégalités : Si u et v sont adjacentes de méme limite L telle que u croissante et v décroissante alors :
2
VnEN,0<v,—L<v,—u,et V,p) EN* Uy <uy < S U, SUpy S SLS 0 SV, << <.

Exemples
1. Soit x un réel. Vn € N, on pose : u,, = 107"|10™x] et v, = 107™|10™x] + 10~™.Montrer que u et v sont adjacentes de limite x .
i K = n i — = iz i —
2. Soit Vn € N¥, u,, (Zkzlﬁ) 2vn etv, (Zk=1 ﬁ) 2Vn+1 .
a) Montrer que u et v sont adjacentes .
b) Donner une valeur approchée de la limite commune & 10~ prés par défaut.
c) Trouver un équivalent simple de S,, = 22:1\%-
) 1 1 41
3.S0itVn, S, = Zﬁzlz JUy = ZLlE —In(n) etv, = Z’;}:%; — In(n).
a) Montrer par encadrement que lir+n S, = +o0. (on pourra montrer queVk = 1, ﬁ <Iln(k+1)—1In(k) < % )
n—-+oco

b) Montrer en utilisant les suites u et v qu’il existe un réel y (appelé constante d’Euler) tel que : S,, = In(n) +y + o(1).

c) Déterminer une valeur approchée de y a 1072 prés.
1

o . — n -
d) Calculer la limite de T,, = X3—; Kk D)’

Théoreme des segments emboités: Soit (I,,)une suite de segments telle que : Vn € N, [, ; € I, et la longueur de I,, tend vers 0.
Alors il existe un unique point commun a tous les I,,.

Démo

VIII. Suites explicites

Def : Une suite u est dite explicite lorsqu’on connait le terme général u,, en fonction de n i.e. on connait une expression de u,,.

Exemples :u,, = (—1)"n! ouwu, = % r_(2k —1)(2k)

Parmi ces suites, on trouve les suites de la forme u,, = f(n) ou f fonction de Rdans R.

Prop : Soit L un réel ou un infini et u telle que : Vn,u,, = f(n) ou f fonction de Rdans R.
e SiL= lim f(x)alorsL = lim u,.
x>+ n—+oo
e Sif est monotone alors u est monotone de méme monotonie que f.
e Sif est bornée alors u est bornée.

NB : pour I'étude de ces suites u,, = f(n) , on pourra donc étudier f. Lorsque vous définissez f , indiquer clairement que sa variable
est réelle en I'appelant x et non n, de fagon a étre autoriser a dériver f.

n
Exemple : Soit A = {(1 ar %) /n € N*} . Déterminer supA et infA.




IX. Suites récurrentes

Def : Une suite u est dite récurrente lorsqu’il existe p € N* tel que u vérifie une relation qui exprime u,,,, en fonction de
Up, Uny1, ) Unsp—1 - UNe telle suite est dite récurrente d’ordre p.

Dans ce cas, pour déterminer les valeurs de tous les termes u,,, il faut et il suffit de connaitre les valeurs de uy, uy, ..., Up_q.

NB : Une suite est récurrente d’ordre p et entierement définie par la relation de récurrence et les valeurs de ses p premiers termes
Ex : Soit u la suite définie par : Vn € N*, u,,,5 — n%u,,; + In(M)u, = Vnetu, = 0,u, = 1,u; = —1. Calculons u, et us.
Déterminons une autre suite vérifiant la méme relation de récurrence .

Parmi ces suites récurrentes, on retrouve les suites arithmétiques, géométriques, arithmético-géométriques, récurrentes linéaires
d’ordre 2, périodiques, récurrentes d’ordre 1 de la forme u,,.; = f(u,)... Cf ci-dessous !

X. Suites arithmétiques , géométriques — arithmético-géométriques (Rappel)

Def : (u,,) est une suite arithmétique lorsqu’ il existe un réel ou complexe b tel que :vn € N,u,,., = u, + b . b est sa raison .
—

relation de
récurrence

Prop :Soit (u,) est une suite arithmétique de raison b . AlorsVn € N, u, = u, +nb
exmte
—ocosibréeletb <0
lim u, = Uy Sib =0 et YXp—oUp = (n+ Duy +

nn+1)

—b

n—+oo . , 2
+oosibréeleth >0

Def : (u,,) est une suite géométrique lorsqu’il existe un réel ou complexe a tel que :¥n € N, u,,; = au,, . a est sa raison .

Prop : Soit (u,) est une suite géométrique de raison a . Alors Vn € N ,u,, = uya™

Osilal <1 "
lim u, = Upsta =1 et Y u, = %uosia¢1
n — y 2 k=0 “k — -
n—+00 sgn(ug)o siaréel et a > let uy # 0 (n+ Dugsia=1

n'existe pas si aréelet a < —1

Def : (u,) est une suite arithmético-géométrique lorsqu’ il existe deux réels ou cpxes a et b tel que :-vn € N, u,,,, = au, +b.

Méthode : On cherche alors LE réel L tel que : L = aL + b (i.e. |a suite constante qui vérifie la méme relation de récurrence) puis on
montre que la suite (u,, — L) est géométrique de raison a. On peut alors écrire que : u,, —L = a™(uy — L) .

Xl.  Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Théo (admis pour l'instant) :

On cherche toutes les suites (hy)peny € CNvérifiant Vi € N, h,,,, + ah,,,; + bh, = 0 ou a et b constantes.

Suite complexe :Soit a et b deux complexes fixés. Posons (e.c) : 72 + ar + ¢ = 0 équation caractéristique

Si A,.# 0i.e. (e.c) adeux solutions complexes distinctes r; et 1, alors les suites (hy,)pey € CN vérifiant Vn € N, h,,p + ahy g +
bh,, = 0 sont les suites de la forme (ar* + B15"),.cn telles que a et [ deux constantes complexes.

SiA, .= 0i.e.(e.c)a une solution complexe double 7, alors les suites (h,)ney € CVvérifiantVn € N, by, , + ah, .1 + bh, =

0 sont les suites de la forme ((a@ + fn)1g") ey telles que a et § deux constantes complexes.

Suite réelle : Soit a et b deux réels fixés . Posons (e.c): 7> + ar + ¢ =0 .

SiA,.> 0i.e.(e.c)adeux solutions réelles distinctes r; et 1, alors les suites (h,),ey € RY vérifiant Vn € N, h,,, + ah,,, + bh, =
0 sont les suites de la forme (ar* + Br3") ey telles que a et f deux constantes réelles.

SiA, .= 0i.e. (e.c)a une solution réelle double 7, alors les suites (h,),cy € R" vérifiant Vn € N, h,,,, + ah,,,, + bh, =

0 sont les suites de la forme ((a@ + fn)rg ) ey telles que a et f deux constantes réelles.

SiA,.< 0i.e.(e.c)a deux solutions complexes conjuguées r = pe'® et 7 alors les suites (h, ) ey € RY vérifiant Vn € N, h,,,, +
ah,,,, + bh, = 0 sont les suites de la forme ((acos (n8) + Bsin (n6))p™ ),ey telles que @ et B deux constantes réelles.

Rque : les constantes a et 5 se déterminent grace aux valeurs des deux premiers termes de la suite : h, et h;.

Def : (u, )est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients constants lorsqu’ il existe deux réels a et b et une suite v telle
que :Vn € N, u,,, + au,,, + bu, =v,.

NB : Une telle suite est entierement définie par la relation de récurrence et ses deux premiers termes .

Prop : Soit deuxréels a et b et une suite v. On note E I'ensemble des suites u vérifiant : Vn € N, u,, ., + au,,; + bu,, = v,,.S'il
existe une suite t telle que : Vn € N, t,,,, + at, ., + bt, = v, alors les suites éléments de E sont toutes les suites de la forme:
(t, + h,,) ol h est une suite vérifiant Vn € N, h,, ., + ah,.; + bh, = 0.

Démo




Méthode pour étudier (u,,),cy € RN tq Vn € N, u,,, + au, ., + bu, = v,.
1. Limite:siL = lim u,etl = lim v, etL + aL + bL n'est pasune Fl alors L + aL + bL = L'.

n-+oo n-+oo

2. Expression explicite de u :
a. Jecherche une suite t particuliere vérifiant Vn € N, t,,,, + at,,,; + bt,, = v,,. Bien souvent t «ressemble» a v.
b. Japplique le théoréme précédent pour donner toutes les suites h vérifiant: vn € N, h,,,, + ah,,, + bh,, =0
c. Lasuite u est alors de la forme : u = h + t. (Cf chapitre application linéaire § équations linéaires)

Exemples

1. Soit (Up)ney € RN/uy = 1etu; = 1Vn € N,u,,, + 2u,,, + 4u, = 0. Déterminer u,, en fonction den .
2. Trouver toutes les suites réelles vérifiant : ¥n € N,u,,, + 2u,., +u, =e™ +n.

3. Déterminer toutes les fonctions f: R** — R** telles que : Vx > 0, f(f(x)) = 6x — f(x).

Xll. Suites périodiques

Def : (u,) est une suite périodique lorsqu’ il existe un entier naturel p non nul tel que : Vn € N, u,,,, = u,.p est une période de u.

NB : Une suite p —périodique est une suite de la forme u = (ao, Ay, Qg eeey A1, Qg Aqy Ay ey A g, Ay Ay, Ay v vy A1, e ) ie.u=
aou® + a,u™ + azu(2)+..+ap_1u(p_1) ouu® = (u,(ll))neN telle queul” = {é zi Z 5=E ;Eﬂ
asin = 0[3]
Ex : les suites 3-périodiques sont les suites de la forme Vn,u,, = {b sin = 1[3] i.e. de la forme :
csin = 2[3]
u=(a,b,c,a,b,c,ab,c,a,....)=au® + bu® + pu®
1sin = 0[3] 0sin=0[3] 0sin =0[3]
ouvn, u® ={0sin=1[3],u” ={1sin=1[3],u® ={0sin=1[3].
0sin=2[3] 0sin = 2[3] 1sin = 2[3]

Propriétés : Toute suite p —périodique prend au plus p valeurs distinctes, est bornée et ne tend jamais vers I'infini .
Une suite périodique est convergente sietssi elle est constante.

Démo

XIll.  Suites récurrentes vérifiant une relation de la forme : u,,, 1 = f(u,,)
Soit f une fonction de R dans R définie sur D . Soit u une suite réelle telle que : Vn € N,u,,; = f(u,).
On dit que u est une suite récurrente associée a f .
Alors Vn € N, uyp 3 = f o f(Ugnsr) €1V E N Uy, = f o f(uy,) ie. (Uy,) et (Uznyq) SONt récurrentes associées a f o f.

1) Définition de u : pour que u soit bien défini il faut et il suffit que : vn € N,u,, € D.

Prop: Si f(D) c D etu, € DalorsVn € N,u,, € D etu est bien définie .

Désormais, f(D) c D et u, € D donc u est bien définie .
Conséquence : Si D est bornée ou f est bornée (resp. majorée, minorée) sur D alors u est bornée (resp. majorée, minorée).

2) Limites possibles de u :

Prop:SiL = lim u,et L' =lim f(x) alors L = L’.
n—-+oo x-L

En particulier , Si lirP u, = L réel et f est continueen L alors L = f(L) i.e. L est un point fixe de f.
n—-+oo

Démo

Conséquence : Si f est continue sur D et Vn € N,u,, € D alors les limites possibles de u sont les points fixes de f dans D et les bords
de D qui n"appartiennent pasa D.

3) Monotoniede u :

Prop : Si f est croissante alors u est monotone (croissante si u; — u, = f(uy) — Uy = 0 et décroissante siu; — u, < 0 et lorsque u,
n’est pas connu, on étudie le signe de g(x) = f(x) — x en fonction de x pour connaitre le sens de monotonie suivant la valeur de u,.

Démo

Prop : Si f est décroissante alors les suites extraites (u,,) et (U,,,4,) sont monotones de monotonie contraire.
Lorsque la valeur de u, n’est pas connue, on doit étudier le signe de h(x) = f o f(x) — x pour connaitre le sens de monotonie.

Démo




[llustration :

4) Casou f est contractante i.e. lipschitzienne de rapport M € [0, 1].
Etapes et preuve a connaitre :
Def : f est lipschitzienne sur D lorsqu’‘il un réel M tel que pour tous a et bde D , |f(b) — f(a)| < M|b — a| . M est le rapport de
Lipchitz de f. f est contractante sur D lorsqu‘il un réel M € [0,1[ tel que pour tousa et bde D, |f(b) — f(a)| < M|b — al i.e.
lorsque f" est lipschitzienne de rapport strictement inférieur a 1. NB : toute fonction lipschitzienne sur D est continue sur D.

A savoir démontrer : si f est contractante sur D, de rapport M et L est un point fixe de f dans D alors L est I’'unique point fixe de f sur
D et lirln u, =L etvn,|u, — L| < M"|u, — L| . Démo
n—+oo

Exemples :

. . LLe . . _ 2 . . . .
1) Soit u une suite définie par : u, réel et Vn,u,.; = /1 + u,°. Etudiez la convergence de u et trouvez-en un équivalent simple.
2) Etudier la convergence de u telle que : Vn, u,.; = u2 +u, etu, = aréel. lllustrer ce résultat.

3)Soit u la suite définie par : u, € [0,%] et VneN, u,,, = sin (u,) . Montrer que u converge vers 0.
4) Etudier la convergence de u telle que uy = 0 et Vn € N,u,,; = In(1 + 2u,). lllustrer ce résultat.
. NP 5 ;
5) Soit u la suite définie par u, € E’Z] etVneN,u,,, =1+ ismui .
n

a) Montrer que u est bien définie et que u n” a qu’une seule limite possible notée A .
b) Montrer que (uy,) et (Uz,41)SO0Nt Monotones et convergentes.
c) Prouver la convergence de la suite u.

1

n+1
d) Montrer que |u, — 1| < (E) .

e) Ecrire un programme en python qui prend en entrée un réel € > 0 et qui retourne une valeur approchée de A a € preés.

XIV. Suites implicites

Déf : Une suite implicite est une suite dont le terme de rang n, u,, est la solution d’une équation ¢,,(x) = 0 dans un intervalle I,,

on(uy) =0 )

donné . u,, est alors entierement défini par : {
u, €I,

Exemples :

1. Soitn = 2et @,: (x » YR, x¥ —1).
a. Justifier que : pour toutn > 2, I'équation ¢,,(x) = 0 admet une unique solution positive. On note A,, cette solution.
b. Montrer que la suite (1,,) est monotone et convergente.
c. Déterminer la limite de la suite (1,,).

2. On définit la suite u par : pour tout entier naturel n, u,, est 'unique solution de I’équation tan(x) = x dans ]— g + nn,% + nr[[.

a. Justifier que Vn, u,, est bien défini. Représenter la suite u.
tan(u,) = u,

(ici, I, = ]—g + nrr,g + nrr[, @(x) = tan(x) — x . u, est défini par : {un c ]_§+ nrr,g+ nrr[) .
b. Etudier la monotonie et la limite de la suite u.
C. Uy, — NI~ %
d. Déterminerdesréelsa,betctelsque:u, =an+b + % + 0400 (1).

3. On définit la suite x par : pour tout entier naturel n, x,, est I'unique solution dans R** de I'équation : x + In(x) = n.

a. Justifier que Vn, x,, est bien défini. Représenter la suite x.




b. Etudier la monotonie et la limite de la suite x.
In(n) +o (ln(n)).
n

n

c. Montrer que x,, =n —In(n) +

Méthode : Etude d’une telle suite :

1) Définition : on fixe n arbitrairement, on écrit I’équation donnée sous la forme @, (x) = 0 et on vérifie que cette équation a
bien une et une seule solution dans I'intervalle I,, : on étudie ¢,, et on prouve que ¢, s’annule une et une seule fois sur [,
grace au TVI et a la stricte monotonie ... (TBCSM).

On justifie ainsi que la suite (u,,) est bien définie .
NB : ¢, est parfois bijective sur I,, alors 0 = ¢, (u,,) s'écritu,, = ¢,,~1(0) . Il suffit alors d’étudier ¢, ™! au voisinage de 0.
2) Monotonie: a) les intervalles I, permettent parfois de conclure directement . Sinon.

b) on cherche le signe de @, (u,+1) (en utilisant ¢, ., (u,,41) = 0) et on utilise la monotonie de ¢, pour conclure .

Si par exemple @, (U, 1) > 0 = ¢, (u,) et ¢, décroissante alors u,, > u,,, et la suite (u,,) est décroissante .
3) Bornée: a) les intervalles I, permettent parfois de conclure directement . Sinon.

b) ParleTVIappliqué a ¢, entre deux valeurs bien choisies, on peut encadrer la suite .

4) Convergence: a) les intervalles I,, permettent parfois de conclure directement .
b)Si I’on sait que u a une limite ( parce que u monotone par exemple), on passe a la limite dans la relation ¢, (u,,) = 0 , il est
parfois utile de la transformer et d’ utiliser les propriétés de la suite (u,) et notamment son caractére borné.

5) Développement asymptotique : le plus souvent on I'obtient en plusieurs étapes :

a) On obtient un équivalent a,, de u,, pour n au voisinage de +oo en utilisant des développements limités et équivalents
usuels dans la relation ¢, (u,) = 0.On pose alors :
U, =a, +¢&, telqueg, = o0,,(a,)

b) On obtient un équivalent §,, de &, pour n au voisinage de +co en réinjectant dans ¢, (a,, + &,) = 0 utilisant des
développements limités et équivalents usuels dans la relation ¢, (u,,) = 0 On pose alors :
&n = Op + 1y telque py, = 040,(&n)

c¢) Etonrecommence !!!!

NB : D’autres méthodes sont parfois suggérées par I’énoncé. Laissez-vous guider.



