Corrigé TD10
Dérivées niemes.
Ex 1 Soit a, b, c et d constantes réelles et a non nulle. Justifier I’existence et calculer la dérivée n*™¢ de chacune des fonctions
suivantes sur un domaine a préciser :

1) f . (x N cx+d)-

ax+b

b . . . . T
f estdeclasse C* sur Df = R\{— —} car f est constituée de fonctions de classe C* sur leur propre domaine de définition.

cx+d (ax+b)+d—— 1
flo = ax+b ax+b [d _: ax+b’
Donc, Vn e. Vx € Df f(")(x) = [d ——] qn S
’ ’ ’ a (ax+b)nt1’

1
2) f: (x = x3+2x2—x—2)'
f estdeclasse C* sur Df = R\{1,—1, —2} car f est constituée de fonctions de classe C* sur leur propre domaine de
définition.

1 1 1 , v . .
Vx € Df,f(x) = x3+2x2 ou o vy oty (x_l)(x+1)(x+2).le decompose f (x) en éléments simples. Il existe
o — 1 -4, B, C
troisréels 4,B et C tels que Vx € R\{1,—1,-2}, f(x) = DI DeD + ey + . Alors,
_ 1 B(x 1) C(x 1) _ 1 _1
vx € R\{1,-1,-2},(x — D)f(x) = DD =A+ + .Donc, 4 = llm(x 1)f(x) _>1—(x+1)(x+2) ;- De
méme,

1 1

B = 11m (x+ Df(x) = llm ——etC— 11m (x+2)f(x) = 11 — ==,

1 (x— 1)(x+2) 2 (x+1)(x-1) 3
A|n5|, Vx € R{1, —1,2},f(x) = (x—1)(xi1)(x+z) : (xil) ;(xil) :(x+2) Comme a, b etcsontdeclasse C® sur Df,vn €
—— ——

a(x) m c(x)
N,Vx € Df, f™(x) = %a(n)(x) —%b(”)(x) + %c(n)(x). Or,a(x) =H(x—1),b(x) =H(x+ 1) et c(x) = H(x + 2) donc,

a®(x) = H™(x — 1), b™(x) = HW (x + 1) et ¢™(x) = H™ (x + 2) avec H™ (x) = S

1 "
insi M () = 1. CV 1 D!, 1 (D"l
Ainsi, Vn € N, Vx € Df, f™(x) s 2y T3 et

3) f(x) = (3x% — x + 5)sin (xV/3)e*
1
af: (x = xz—bz)
5) f: (x » sin3(x) + cos3(x))
f estdeclasse C* sur Df = R car f est constituée de fonctions de classe C* sur leur propre domaine de On linéarise.
sin®(x) + cos3(x) = _LSL, (e* —e™™*)3 + % (e™* + e7%)3
sin®(x) + cos3(x) = _LSL, (e3%* — 3eX + 3e7ix — g73iX) +§(e3ix + 3ei® + 37 + ¢73W)
sin3(x) + cos3(x) = _LSL, (2isin(3x) — 6isin(x)) + % (2 cos(3x) + 6¢os (x)) = %[cos(3x) + 3 cos(x) — sin(3x) + 3sin(x)]
Donc, Vn € N,Vx € R,f(")(x) = % [3" cos (3x + ng) — 3"sin (3x + ng) + 3cos (x + ng) + 3sin (x + ng)]
6) f: (x » (4x? — 3x + 1)sin?(x)) (expression sous la forme H(x) + P(x)sin(2x) + Q(x)cos(2x) ou H, P et Q polynomiales)

. 3 ;

7)f: (x - in ej‘ puis calculer £ (0).
=a(x) =b(x)

8) f est de classe C*® sur R comme produit de telles fonctions.

n n ! ny 2
f(n)(x) = Xk=0 (k) a(k)(x)b(n_k)(x) = Zk=o0 (k) (nik)!xn_kgn_ke% = Y=o k! (k) xR

2 2 2
FM(x) = Xio k! (Z) (3x)"*e3* . Donc, fM(0) = X7_, k! (Z) on—k3n-k = nl (Z) 0°3° =n!.

Remarque: f(x) = x"( P o (3;) + (xp)) k=0 i. k+n 4 o(xP*™). Donc, comme TY s’applique a f & tout ordreen 0, le

k+n

k 0
polyndme de Taylor de f en 0 derangn + p est P, ,(x) = k 0 ; x**" et celui de rang n est B,(x) = i—lx" =x",

) 2
Ex 2 Soitn € N. Calculer de deux maniéres la dérivée n'*™ de f: (x — x2™). En déduire X7_, (Z) .

Ex 3 Soit f € C*(R*",R) . YneN", on définit g, par:Vx >0, g,(x) = x™1 f (l)

_1\n
lustifier que g,, € D™ (R**,R) et montrer ,par récurrence sur n, que :Vx > 0, g(")( x) = (xn%f(") C—C)
Application : déterminer la dérivée n®*m de (x— x™ 1in(x))

vneN’, on définit g, par:Vx >0, g,(x) =x""1 f G) Comme f € C*(R*,R) et (x - i) € C°(R* ,R) etVx > 0,% >
0, (x i (i)) € C*(R"™,R).De plus (x » x™1) € C*(R",R) . Ainsi, g, € C*°(R*",R).



Posons H,: " Vx > 0, g™ (x) = S Dk f(")( )

X1
T 1 (1 (-0t .
Initialisation : Vx > 0, g,(x) = f (—),donc g1(x) = -=f ( ) i f(l)( ) Donc H, est vraie.
Propagation : soit neN". Je suppose que H,est vraie. Alors : Vx > 0, g™ (x) = (n?l f(")( ) = (=1D)nx~+D) £V G)
Or, Vx >0, gpyq(x) = x@FD-1 £ (—) = xg, (x). Alors Leibniz assure que :

a0 =2 (M1 ) 4P g7 @ = xg8 VW + i+ D)
=0 pour k=2

= x[(-D" (- + D)0 (1) + ER(-D) e G+ a+nEE ™ (3)
_ D o (1) 4 U i (1) 4 (4 1) S g0 (1)

= EO™ e (L

T xn42 f x/"

Donc si H, est vraie alors H,,, {est vraie.

CCL : le théoréme de récurrence assure que YneN" H,est vraie.

Application : déterminer la dérivée n®*mede ¢@: (x— x" 1n(x)) Vx > 0, ¢ (x) = —x""1 In (i) Alors, d’apres ce qui précede,
0 W , . (=" 1\ (D))" im-1)!  (n-1)!
comme In est de classe C”sur R*", ¢ I'est aussi et Vx > 0, 9™ (x) = —Wln(n) (;) =~ (1)" =
X.

1
Ex4 Soitf:(x » —) .
s o)
a) Justifier que f est de classe C* sur R.
b) Montrer que pour tout entier n>1, la dérivée n*™ de f peut se mettre sous la forme :
P N . . .

™) = n—(x)+1 , ol P, est une fonction polynomiale. Donner une relation entre P,", P, et P, ., ?

(1+x2)""2
c) Déterminer et démontrer (conjecture puis récurrence) le degré et le coefficient du terme de plus haut degré de P, .

R\{1} - R
Ex5$0itf:<x 1 L)

= —e1-x
1-x

a) Justifier que f est de classe C® sur R\{1}.
b) Montrer que pour tout entier n>1, la dérivée n*™ de f peut se mettre sous la forme :
1

f™(x) =B, (ﬁ) ei-x , ou P, est une fonction polynomiale. Donner une relation entre P, (t), B, (t)et P, .1 (t) .
c) Déterminer, par conjecture puis récurrence , le degré et le coefficient dominant de B, .
d) Montrer que f est solution de : (1 — x)2y’ = (2 —x)y.
e) En déduire que :vn € N, Vt € R*,P,,,(t) = [2n + 1)t + t?]P,(t) — n®t*P,_,(t).
a) f estde classe C* sur Df = R\{1} car f est constituée de fonctions de classe C® sur leur propre domaine de définition.

1
b) H(n): " il existe P, fonction polynomiale telle que Vx € Df, f™(x) = P, (i) et ™ = B (u(x))e”(") 3
1

uG)=1=; 1-x t_l—x

B,(t)et".

1
Initialisation : Vx € Df, f(x) = ieﬁ u(x)et® = Po(u(x))e”(x) Py(t)et avecP,(t) =t, P, polynomiale.

(o]

u(x):ﬁ t=1i—x
Propagation : Soit n un entier naturel. Je suppose H(n) vraie.
Alors il existe P, fonction polynomiale telle que Vx € Df, f™ (x) = Pn(u(x))eu(x).
u(x)=u= ==
®) w0 _ =
(n+1) - - ulx ulx 1-x
Donc f (x) = (x) u'(x)P, (u(x))e +P (u(x))u (x)e == x)2 [P ( )+ P, (1 x)]e

fED ) = u(x)z[P () + P (u(x))]e“™. Posons P4 (£) = ¢2[P(t) + P ()].

Alors P, ., est polynomiale comme somme et produit de fonctions polynomiales et Vx € Df, f D (x)= [Pn+1 (11x)] el .

Ainsi, H(n + 1) vraie dés que H(n) vraie.
CCL:Vn € N, H(n) vraie par le théoréme de récurrence simple.
c)Vt ER,Py(t) = tetVn,P,,.,(t) =t?[Pi(t) + P,(t)]. Donc P, (t) = t>(1 + t) = t3 + t?, P,(t) = t?(3t? + 2t + t3 + t*) =
5+ 4t* + 2t3 .
Conjecture : "P, (t) = t>™*1 + Q,,(t) avec deg(Q, (t)) < 2n": H(n).
Initialisation : H(0) est vraie.
Propagation : Soit n un entier naturel. Je suppose H(n) vraie
Alors, P, (t) = t2™*1 + Q,,(t) avec deg(Q,(t)) < 2n.
Donc, P, (t) =t?[(2n+ Dt** + Q,,(t) + t2™*1 + Q,(t) ] = t2™3 + [(2n + D)t2™*2 + t2Q,,'(t) + t2Q,,(1)]
=Qn+1()




Puq () = 2773 + Q41 (t) et deg (£2Q,,(t) + t2Q,, (1)) < deg (t?Q,(t)) < 2 + 2n donc deg (Qn41(t)) < 2n + 2.
Ainsi, H(n + 1) vraie dés que H(n) vraie.
CCL:Vn € N, H(n) vraie par le théoréme de récurrence simple.
RQUE: P, ., (t) =t2[P,(t) + B,(t)]. CommeP, # 0 car f n’est pas polynomiale, deg(P,) < deg (B,) et par
conséquent, deg(P,(t) + P,(t)) = deg (P,(t)) donc deg(P,.1(t)) = de g(t?P,(t)) = 2 + deg (P, (t)).
Posons d,, = deg (P,(t)). Alorsd,,,; = 2 + d,, donc la suite (d,,) est arithmétique DoncvVn,d, =d, +2n =1+ 2n.
1

d)VxEDf(1—x)2f(x)—(1—x)2[ ]elx—[1+ ]e§=(2—x)f(x).

a(x) b(x)
e) a et b étant aussi de classe C® sur Df, Leibniz assure que Vx € Df,Vx € N,

n_ ( )a(k)(x)f’(n B (x) = P ( )b(")(x)f(" ) (x). Alors comme Yk > 3,a®™(x) = 0 etVk > 2,b%®(x) = 0.
(0) a@CF M) + (1) aP P + () @ ") = (5) bO@F W6 + (1) P Fr D)
(1 =200 + 20 = DD () + 222 0D () = (2 = ) f W () = nf "D ()

(1 —x)2f™D(x) + 2nlx — 1) +x — 2)f(")(x) +n2f-D(x) =0.
Alors, (1 —x)2P,44 (Lx) =N (2n(x—1) +x —2)P, (L) = 2p (11x) e
Donc, (1 — x)2 Pn+1( )+(2n(x—1)+(x—1)—1)1> ( ) n2p,_ (L) = 0.

2
Alors, en posant t = :x, 1—x= ?et teR* et (;) P, )+ (Zn( ) +—— 1)P (t) + n*P,_,(t) = 0.
Ainsi,Vn € N, Vt € R*, P, (t) = [(2n + 1)t + t2]P,(t) — n*t*P,_,(t).

1-x?%  (1-x)3 (1- x)] ei~x = [(1 —-x)

Ex 6 Soit (E): x?y" + 4xy' + 2y = sin (x) Soit g une solution de (E) sur R de classe C*.
1) Démontrer que: Vn € N,vx € R, x2g™+? (x) + (2n + 9)xg™*V(x) + (n® + 3n + 2)g™ (x) = sin (x + ng)
2) En déduire le polynéme de Taylorde g en 0 derangn tqn € N .
3) Résoudre (E) sur R™* en posant 8(x) = x*y(x) . Faites de méme sur R™* .
4) En déduire g et retrouver la valeur de g’(0) .

Ex 7 Trouver une relation entre Arctan™*?, Arctan @™ Vet Arctan™.

Ex 8 Soit f(x) = - x2

1. Calculer le plus efficacement possible £ (0).
2. Soitn E N. Déterminer f™(x) pour |x| # 1.
1L f)=—FS=x[14+x2+x*+x°+ -+ 2"+ 0,(x*™")] = x + x> + x5 + x7 + -+ + 22" + 0 (x*"*1). Comme f est
de classe C°° sur Df = R\{1,—1},TY s’applique afen0et Py, (X)x + x° + x> + x7 + --- + x?"*! est le polyndme de
f(">(0) 1 si n est impair
{ 0 si nest pair °

Taylor en 0 de rang 2n + 1 de la fonction f. J’en déduis que

Ainsi, f™(0) = {

2. Décomposons f(x) = l_xxz

n! sin est impair

0 si n est pair
X
T U+ zlix  14x
(G S G ). ]_(—1)""’111![ 1 1 ]

(x—-1)n+1 (x+1)n+1 - 2 (x—-1)n+1 (x+1)n+1]

=
I
||_|
I
N |-
—
®
| |~
[
[N
x|~
=
_—

Alors ¥n € N, Vax € Df, f™(x) =3[~
Ex 9
xz
1- 5 Six <0
2+x?
2(1+x2)

A) Montrer que la fonction :f:| x = est de classe C3 sur R mais n'est pas de 4 fois dérivable sur R .

six=0

x™In(x) six > 0
O0six=0

dérivable sur Rtet Vk € [0,n — 1]],f(") (0) = 0. Que peut-on en conclure sur les ensembles D™ (R,R) et C* }(R,R) ?

0six<0 n i (n+1)
X gy > 0) est de classe C™ sur R mais que f 0)

B) Soit n un entier naturel non nul . Soit f: (x - { ) . Montrer que f est de classe C™*~* mais pas n-fois

C) Soit n un entier naturel. Montrer que la fonction :f: (x - {

n’existe pas.
gx)six<0
A) Posons g(x) =1 ——et h(x) = 2(1+x2) etf: (x - { 1six=0 )
h(x)six >0
Adaptons le critére de classe C3 A f.
e g ethsontde classe C®sur respectivement R™*et R** . Par conséquent, f est de classe C*sur respectivement
R~*et R**EtVn € N,Vx < 0, f™(x) = g™ (x) et vx > 0, f™ (x) = h™ (x).
En particulier,
VX <0,f'(x) =g'(x) = —x,f"(x) =g"(x) = —let f"(x) = g"'(x) = 0 = g™ (x) = f(x) pour n = 3. Et,




—12x(x2-

Vx>0, (x) =h'(x) = (xZ_T)Z [ =h"(x) = (x2+1)3.f"'(x) =h"(x) = 2+1)4 et fP(x) =gP(x) =
12(5x*-10x2+1)

(x2+1)5

* limg(0=1=lim ko) * lme'=—1=lim K

+ Jm =1 lim K + g =02 lim i)

Osix<0
Le critére de classe C3 assure que f est de classe C* sur Ret f"":| x » _12x((:)cf—l13)c -0
W six>0

Montrons que '’ n’est pas dérivable en 0 :

£ "nr F G- _ 2
Vx < O,T(x) M =0etVx > 0 T(x) )-f"(0) — 12()( 41)
x-0 x=0 (x2+1)

Jen déduis que """ n’est pas dérivable en 0 et par conséquent, f n'est pas de 4 fois derlvable sur R.
x"In(x) six >0
O0six=0
Posons g(x) = Jf: In(x) . g est de classe C* sur R** car constituée de fonctions de classe C* sur

u(x) w(x)

Leur propre domaine de définition et d’aprés Leibniz, g (x) = X7_, (Z) u® () v®=9 (x)
9P () =3P_, (Z) w® () @0 (x) + u® () (x)

® = YyP~ nl o CDP Rl p—k-1) n -
g (x) Zk: ( )(n k)'x = X +(n_p)! 11’1 (x)

9P =372 (7) (~0P o — e — Dan +( — X" In(x)

®) () — p! p—k—1M@—k-1)! n—p
gP(x) = [Zk 0Gm k),k,( 1) ! +(n ln(X)]x

® (5) = [ (_1)p-k-1yP-1 EDE n-p _ n-p
g®P (x) [p.( 1) Zk=0(p_k) +(n pyln(x)] [A + B, ln(x)]x ou A, et B, sont réels.

gPx) = Ay x™ P + B,x"P In(x) ou A, et B, sont réels.
Si0 <p<nalors lirré x™ P In(x) = 0etdonc, lirra g® (x) = 0. Alors le critére de classe C" 'assure que f est de classe C"!
X X

n-p n-p 5
sur R* et f®); (x = {Ap x + Bpx. In(x) six > 0>'
O0six=0

Par contre, g™ (x) = A4, + B, In(x) donc lirr(} g™ (x) = +oo. Alors le critére de dérivabilité assure que f™~1 n’est pas
X—

. Donc lim T(x) = 0et lim t(x) = 12.
x—0%

B) Soit n un entier naturel non nul . Soit f: (x - { ) Montrer que f est de classe C™~! mais pas n-fois ;

dérivable en 0 et Cf™~1 a une tangente verticale en 0.
f est continue en 0

f estde classe C™ au moins sur R\ {0}
vk €1, n]],!‘i_r)r(l) F® (x) existe et est finie

x#0

C) Appliquons le critere de classe C™ : f est de classe C" sur R des que

Posons g : (x » x™ Vet w: (x » 0).
. lirré gx)=0=f(0) = lirré w(x). Dong, f est continue en 0.
X— X—

e getwsontdeclasse C* sur Rdonc f estde classe C"sur R\{0}etVx > 0,Vk € N,

; n+1)!
W _ 9P @six>0 _ ¥Xn+1—ksix >0
F900) = Y
w®(x)six <0 (n+ )! :
O0six<0
. vk € [1,n],lim g(k)(X) = 0 =lim a)(k)(x) . Dong, ]11)% f(k)(x) existe , est finie car nulle.
0 car n:’l)—k>0 x=0 fc::l)

Y'en conclus que f est de classe C™ sur R. En particulier f ™ est contiue sur R. De plus, f™ est dérivable au moins sur R\{0}

m+1) (= [+ D! six >0 L) () — — Tim FO+D e
etVx € R\{0},f x) = { 0six<0 Dong, lim f W=+ 0= lim f (x). Le critére de

x>0 x<0

n) n)
dérivabilité assure alors que ymw =n+1D! #0= 1

x>0 x<0
Autrement dit, f ™1 (0) n’existe pas.

M) (x)- M
%. Donc f™n’est pas dérivable en 0.






