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Corrigé du TD 13 Dérivation-Rolle - Accroissements Finis - Taylor Lagrange.
I et ] désignent des intervalles de R.
Ex 0 Rappel : f est dérivable en a et f’(a) = L sietssi f admet le DL, (a) suivant : f(x) = f(a) + L(x —a) + oa((x — a)).
f est dérivable a droite en a et f;(a) = L sietssi f admet le DL, (a*) suivant : f(x) = f(a) + L(x — a) + 04+ ((x — a)).
Applications : soit f: ] = R, g: I = R et h: f(I) » R deux applicationset a € I.
1) Démontrer que si f et h sont dérivables respectivement en a et f(a) alors h © f est dérivableena et (h o f)'(a) =
f@r (f(@). 4

2) Onsuppose a € I. Montrer que si f une application dérivable a droite et a gauche en a alors A,: est

(1 Lt rtamm)
h
prolongeable par continuité en 0.

3) Reégle de (monsieur) I'Hopital « soft ». On suppose que I = [a, b[ et f et g sont continues et dérivables en a et g’(a) # 0 et

_ fx) _ f'@
f(a)=g(a) = 0. Montrer que }(Ir%g(x) 7@

1. f ethsont dérivables en respectivement a et f(a). Donc, f admet un DL, (a) et h admet un DL, (f(a)). Il existe donc deux fonctions
cetBtellesque:Vx €D, f(x) = f(a) + f'(a)(x—a) + (x —a)e(x) et lime(x) =0
x—a

et vy € Eh(y) = h(f(@) + M (f(@) - f(@) + &~ f(@)6(y) et lim '6(y) = 0.
Alors, Vx € D, h(f(x)) = h(f(@)) + h'(f (@) (f(x) = f (@) + (f (x) — f(@))6(u(x)) et lim O(u(x)) = 0.

()
par composition

h(f(0) = h(f (@) + 1 (f(@)(f' (@ (x = a) + (x —a)e(x)) + (f'(@)(x — a) + (x — a)S(X))O(u(x))
R(F@) = h(F(@) + K (F@)f @ — @) + (x = &) (' (@8(u(0) + 208 (u() + 1 (f(@)e())
a(x)mo
hof(x)=hof(a)+ h'(f(a))f’ (@)(x—a)+ (x—a)a(x) eta(x) o 0. Ainsi, h o f admet un DL;(a) . Jen déduis que ho f est
dérivableena et (ho )’ (a) = h'(f(a))f'(a).
2. Onsupposea € I.Je suppose que f est une application dérivable a droite et a gauche en a.
Alors f(x) = f(a) + fi(@)(x — @) + 04+ ((x — @) et f(x) = f(@) + f () (x — @) + 04-(x — @).
Alors, pour h au voisinage de 0%, f(a + h) = f(a) + fy(a)h + 0g+ (R) et f(a — h) = f(a) + fy(a)(—=h) + 0¢+(h).

f@)+fg(@h+o+(h) )=(f(@)—fg(a)h+oy+ (h)
B (h) = L@xLazt) UL ACILE )( DT D) _ 11 0) 4 f3(@) + 00+(1). Do, lim Aq(h) = fi(@) + 3 (@).

De méme, pour h au voisinage de 07, f(a + h) f(a) + fyg(a)h + op-(h) et f(a—h) = f(a) + fd(a)( h) + 0p-(h).

h h f(@)+fz(@h+oo- (1) )=(f (@)~ fi(@h+0y-(h) , , . , '
A () = Her=rah) UL/ Uil )h( e ®) _ @)+ fia) +op- (1), Donc lim A, (h) = f7(@) + fa(@).

f(a+h)=f(a=h)
h r Hetes)

J’en conclus que ( est prolongeable par continuité en 0 par la valeur fy(a) + fa(a).

3. Onsuppose que I =[a,b[ et f et g sont continues et dérivablesen a et g’'(a) # 0 et f(a) = g(a) =0.

car f(a)=g(a)=0et pas de FI

f et g dérivables ena car g'(a)#0
Jics) o f@G=a)t0,(x-a) _ f'(@+0,(1) ~—— [f(@
g(x) g'@x-a)tog(x—a)  g'(@+0,(1)  x-a g'(a)

| Extrema et Rolle
Ex 1 Théoréeme de Rolle généralisé. Soit a un réel et f une fonction continue sur [a, +oo[ et dérivable sur |a, +oo[ et tq : lirP f) = f(a).
X—+00

Montrer qu'il existe ¢ €]a, +o[ tel que : f'(c) = 0.
1¢r cas f constante . Alors V¢ €]a, +o[ tel que : f'(c) = 0.
2eme c3s f non constante . Alors 3r €]a, +oo[ tel que : f(r) # f(a). Supposons par exemple f(r) > f(a).

fl@+r () f(a)+f(r)
2

admet un antécédent par f . Il existe un réel @ €]a, r| tel que f(a) =
fl@a)+7)
2

Sur [a, 1], f est continue donc ————

f(a)+f(r)
2
Travaillons sur [a, B]. f est continue sur ce segment donc admet un maximum M ce segment. Il existe donc un réel ¢ € |, B[ tel que : Vx €

[e,B], f(c) = f(x).Alors, f(c) = f(r) > % = f(a) = f(B).Donc, c € ]a, B[ c]a, +ol. Par suite, f est dérivable en c et ainsi, le
théoréme de condition nécessaire d’extremum assure que f'(c) = 0.

Ex 2 Rolle and Rolle and Rolle .... Soit n € N*.

Soit f € D™([a, b], R) telle que f(a) = f'(a) = f"'(a) =..= f® D (a) = 0 = f(b). Montrer quedc €]a, b[/f™(c) =0
Application : Soit f(x) = (x® — 1)™ Montrer que 3c €] — 1,1[/f™(c) = 0

f € D*([a,b],R) donc £, £, f”, f ..., f™ Dsont dérivables donc continues sur [a, b].

De plus f(a) = f(b).Donc le théoréme de Rolle assure qu’il existe ¢; €]a, b[ tel que : f'(c;) = 0.

Alors, f'(a) = f'(c;). Donc le théoréme de Rolle assure qu’il existe ¢, €]a, c,[tel que : f" (c;) = 0.

Alors, f''(a) = "' (c,). Donc le théoréme de Rolle assure qu'il existe c; €]a, c,[ tel que : f3)(c3) = 0.

Je peux ainsi construire les réels ¢y, ¢y, ..., Cp_q tels que Vk € [1,n — 1], f®) (c,) = 0eta < ¢,_q < Cp_y < <y < ¢y < b.
Alors, f™V(a) = f™=D(c,_,). Donc le théoreme de Rolle assure qu'il existe ¢ €]a, ¢,_1[S]a, b[ tel que : f™ (c) = 0.
Application : Soit f(x) = (x2 — 1)™ = (x — 1)™(x + 1)™.f est polynomiale donc de classe C ®sur R. f(1) = f(—1) = 0.

1% méthode : Soit p € [0,n — 1]. f P (x) = ¥7_, (Z)u(p_k) @)v®(x) otiu(x) = (x — D" et v(x) = (x + D etv®(x) =

Commep € [0,n—1], (k € [0,p] = n —k > 0= v®)(=1) = 0). Par conséquent, ¥p € [0,n — 1], f®P(-1) =0

Alors, le résultat précédent s’applique a f, il existe donc ¢ €] — 1,1[/f™(c) = 0.

2¢re méthode : de la factorisation f(x) = (x — 1)™(x + 1)™, je peux dire que 1 et —1 les racines de f et sont de multiplicité n dans f. Alors le
cours sur les polyndmes ( caractérisation de la multiplicité par les polynémes dérivés) permet d’affirmer que Vp € [0,n — 1]],f(”)(—1) =
F® (1) = 0. Alors, le résultat précédent s’applique a f, il existe donc ¢ €] — 1,1[/f™ (¢) = 0.

Sur [, +oo[ , f est continue donc ———= admet un antécédent par f . Il existe un réel  €]r, +oo[ tel que f(B) =

n-k
k)l(x+1) .



Ex 3 Soit a et b deux réels tq a < b. Soit f: [a, b] — R continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[.

1) Montrer que si f” ne s'annule pas sur]a, b| alors f est injective.

2) Endéduire que si f’ ne s'annule pas sur ]a, b[ alors f” est de signe constant.

3) Montrer que f’ vérifie la propriété des valeurs intermédiaires.

1)  Soit x et y deux éléments distincts de [a, b]. On note S le segment d’extrémités x et y. Comme f est %ontinue sur [a, b] donc sur S
et dérivable sur ]a, b[donc sur S, le théoréme de Rolle assure que : f(x) = f(y) = f's’annule sur S = f's'annule sur]a, b[.
Donc par contraposée, si f’ ne s’annule pas sur ]a, b[ alors f(x) # f(y).Donc si f’ ne s'annule pas sur]a, b[ alors f est injective.

2) 1% méthode : Je suppose que f’ ne s'annule pas sur ]a, b[. Alors d’apres 1) f est injective. Comme de plus f est continue sur
I'intervalle [a, b], f est strictement monotone sur [a, b] ( résultat de cours chap 5 bijection prop 39). Par conséquent, f” garde un
signe strict constant sur ]a, b|.
2éme méthode : Je suppose que f” ne s’annule pas sur ]a, b[. Imaginons un instant que f” change de signe.

Alors il existe c et d €]a, b[ tel que: f'(c) > 0 et f'(d) < 0. Alors nécessairement ¢ # d. Supposons par exemple ¢ < d. Comme f
est injective ( d'apres 1), f(c) # f(d). Par exemple f(c) < f(d).f est continue sur le segment [c, d] donc admet un maximum M
sur ce segment tel que M = f(u) avec u € [c, d].

f=1(e) = f'(c) > 0. Donc il existe @ €]c, d[ tel que

x—c?t x-c

lim f(x) f(d) = f'(d) < 0. Donc il existe B €]c, d[ tel que f(ﬁ; f(d) < 0 et par conséquent, f(B) > f(d).AlorsM = f(B) >

x—d~
f (o). A|n5|, u €]c, dJ. Alors la condition nécessaire d’extremum permet d’affirmer que f'(u) = 0 ce qui contredit I'hypothése « f’ ne

s’annule pas ». J'en conclus que f’ ne peut pas changer de signe.
3) Soitc etd deux réels de ]a, b[ tels que f’(c) < f’(d). Soit m un réel compris entre f’(c) et f’(d). Posons g(x) = f(x) — mx. Alors
g est continue sur [a, b] et dérivable sur]a, b[ et Vx €]a, b[, g’ (x) = f'(x) —m.Donc, g'(c) < 0 et g'(d) > 0. Comme g’ change
de signe sur]a, b[, g’ s’annule sur ]a, b[ par contraposée du résultat 2). Il existe donc un réel u €]a, b[ tel que g’(v) = 0 et par
conséquent, f'(u) = m. Ainsi, f’ prend toutes les valeurs comprises entre f’(¢) et f'(d).
f’ possede donc la propriété des valeurs intermédiaires.
Ex 4 Soit f dérivable sur [a, b] telle que f'(a) = 0 et f(a) = f(b) .

f(lx) f(C) > 0 et par conséquent, f(a) > f(c). Alors M = f(a) > f(c).

HE=TE) f(a) six €]a,b]
Démontrer qu'’il existe un réel ¢ dans Ja, b[ telle que: f(c) — f(a) = f'(c)(c — a). Indication : utiliser ¢: | x — x— .

La determmer six=a
Comment lire géométriquement ce résultat ?

(x)-f(a@)
Soit<p:<x {f Xx_fa six €]a, b]>

Osix=a
Comme f est dérivable sur [a, b], ¢ est dérivable donc continue sur ]a, b] et Vx €]a, b], ¢'(x) = [GG- 2 flf)ﬁx) [@) pe plus,
lim £&2-/@ f'(a) = 0 donc ¢ est continue en a et finalement sur [a, b]. De plus, @(a) = @(b) = 0. Donc le théoréme de Rolle assure

Z:all exﬁ;tz un réel ¢ dans ]a, b telle que ¢’ (c) = 0. Par conséquent, f'(c)(c — a) — (f(c) - f(a)) = 0 et ainsi, f(c) — f(a) = f'(c)(c— a).

Cela s’écrit aussi f'(c) = f(c) f( ) ce qui signifie que le coefficient directeur de la tangente T, a Cf au point C est égale le coefficient directeur

de la droite (AC) ; comme ces deux droites ont le point C en commun, cela signifie que ce sont une et une seule et méme droite .
Ainsi, il existe un point C de Cf telle que T, = (AC).

Ex 5 Soit f et g deux fonctions de classe C2 sur [a, b] (ie f’ et f” continues sur [a, b]) telles que :

f(a) =gla)et f(b) =g(b) etVx € [a,b], f"(x) < g"(x). Montrer que : Vx € [a, b], f(x) = g(x).

Posons Vx € [a, b], h(x) = g(x) — f(x). Alors h est de classe C? sur [a, b].

Vx € [a,b],h'(x) = g'(x) — f'(x) et h"" (x) = g" (x) — f""(x) = 0. Donc I’ est croissante.

1¢re méthode :

De plus, h(a) = h(b) = 0. Donc le théoréme de Rolle assure que h’ s’annule sur ]a, b[ en un réel c. Par conséquent, Vx € [a,c],h'(x) < 0 et
Vx € [c,b], '(x) = 0. Donc h est décroissante sur [a, c] et croissante sur [c, b] . De plus, h(a) = h(b) = 0.Donc nécessairement, h est
positive. Ainsi, Vx € [a, b], f(x) = g(x).

2ére méthode :

Alors h est convexe. Donc la courbe de h se trouve en-dessous de toutes ses cordes. Or, la corde (AB) reliant A(a, h(a)) et B(b, h(b)) est la
droite des abscisses puisque h(a) = h(b) = 0. Ainsi, la courbe de h se trouve en-dessous de I'axe des abscisses ce qui signifie que, h est
négative. Ainsi, Vx € [a, b], f(x) = g(x).

1l Accroissements finis
Ex 6 Théoreme de Accroissements finis généralisé : Soit a et b deux réelstqa < b.
Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b[ et telles que g’ ne s’annule pas sur]a, b[ .
a) Justifier que g(a) # g(b).
f'© _ f)-f@
b) Montrer qu'’il existe ¢ €]a, b|[ tel que : 7o 9@
Indication : utiliser la fonction ¢: (x - f(x) — f(a) — K(g(x) — g(a)) ou K est une constante a bien choisir !

Ex 7 Régle de (monsieur) I’Hopital
1. Regle de (monsieur) ’'Hopital : Soit f et g sont deux fonctions dérivables sur |a, b[ et telles que : :DLt

lim f(x) = 0 =lim g(x) et g' ne s’annule pas sur ]a, b[ et llm £ _ g,
x—a x-a atg'(x)

. a 0 ;4 0 X
Montrer, en utilisant les accroissements finis généralisés, que : lim 10
x—at g(x)

2. En utilisant les fonctions f: (x - x2 sin G)) et g = id, montrer que la réciproque de |a regle de I'Hopital est fausse.

=L.



g g q q cos(2x)—1 o5
3. Une application pratique : calculer 11m¥ de deux maniéres .
xX—

0 5x2+6x3
six#+0

f'(0)six=0

f)-£(0)
4.  Une application plus théorique : Soit f € C*([0,1[, R) . On définit la fonction g : [0; 1[—> R telle que g(x) = { x

a. Démontrer que g est de classe C* sur[0,1[.
b. Exprimer pour x €]0,1[ et n € N, g™ (x) en fonction des dérivées de f en x et des puissances de x.
c. Endéduire que g est de classe C* sur [0,1] et déterminer g(™ (0) On utilisera la régle de I'Hépital ci-dessus.

Ex 8 Encadrements et inégalités obtenus grace aux accroissements finis.
1. Montrer que : Vp € N\{0,1}, pi In (p+1) % . En déduire un encadrement de S,, tel que :

o= (ZLI%) —In (n) . Conclure a la convergence de Ia suite (S;,).
2. Caleuler lim x*(Arctan(x + 1) — Arctan(x))
X—+00

3. Majorer I'erreur commise dans les approximations suivantes : V10001 = 100.

Vx € R,3c € [x,x + 1] /Arctan(x + 1) — Arctan(x) = Arctan @Ox+1—-x)=

@ :
Alors, —1)2 < Arctan(x +1)— Arctan(x) < = d ncm < x%[Arctan(x + 1) — Arctan(x)] < 1+x2
xz
Comme = ~ +oo =1let — +oo— =1, llm xz(Arctan(x+ 1) — Arctan(x)) = 1.
3. \/10001 = \/10000 F1. 50|tf(x + /10000 + x) f est de classe C1 sur [0,1] et Vx € [0,1], |f'(x)| = |Nm000+xI < |2J10000| =

— AIors I'inégalité des accroissements finis appliquée a f entre 0 et 1 assure que : |\/10000 +1-— 100| = |\/10000 +1- \/10000| <

ﬁ |1 — 0| =. Donc 100 est une valeur approchée de /10001 a 0,005 preés.

Ex 9 Soit a, b, et c trois réels. Montrer qu'il existe un réel x €]0,1[ tel que : 4ax® + 3bx* + 2cx=a+b +c.

Posons f(t) = at* + bt3 + ct?. Alors f est polynomiale donc continue sur [0,1] et dérivable sur]0,1[. Alors I'égalité des accroissements finis
assure qu'il existe un réel x €]0,1[ tel que: f(1) — f(0) = f'(x)(1 = 0)i.e. f'(x)=a+b +ci.e. 4ax®+3bx*>+2cx=a+b+c.

Ex 10 Soit a et b deux réelstqa < b et f: [a, b] - R*, continue sur [a, b] , dérivable sur ]a, b|.

[0 _ 0-059

F©

fl@ ™

f continue sur l'intervalle [a, b] et ne s’annule pas sur [a, b] donc garde un signe strict constant sur [a, b]. Posons g(x) = In|f(x)].

Alors f est continue sur [a, b] donc g I'est aussi. f est dérivable et ne s’annule pas sur ]a, b[ donc g est dérivable sur ]a, b[ (puisque la valeur
')

)’

Alors I égalité des accroissements finis assure qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que g(b) — g(a) = g'(c)(b — a) i.e. In|f (b)| — In|f ()| ff((c)) b —a).

Montrer qu'’il existe ¢ €]a, b tel que :

absolue est continue sur R mais dérivable que sur R*)et Vx €]a, b[, g’ (x) =

)

IFDI_f'© , ol L9%_a).  1F ) MG N
Dong, In [— =——(b — a) et par conséquent, —— = e f© e. | =efO . Comme f conserve le méme signe sur [a, b >0
@l f(C)( Jetp quent. | r ) " conserv igne sur [a, b], - oy
f) _ L90p- a)
—= =efl
et ainsi, ) =e

Ex 11 On suppose que f est une application deux fois dérivable sur ]0,2[ . Soit deux réels u et v tels que 0 < u < v < 2 .En utilisant a
pxX)=fx)—-2f (x+") +f(v) + K(” " 50 K est une constante & bien choisir, démontrer que :

+ ne )
3c€]0,2[/ fw) -2 f (%) +f(v) = f (€
Soitp(x) =f(x)—2f (xw) +f(v)+K - X) ou K est une constante a choisir de sorte que @ vérifie les hypotheses du théoréme de Rolle.

f est une application deux fois dérivable sur]O,Z[ donc sur [u, v] donc @ I'est aussi. Et Vx € [u,v],¢'(x) = f'(x) — ' (xw) +—(x—v). De
alra+2 £ (5)+f )]
(v u)?
doncunréel d €]u, v[ tel que @'(d) = 0i.e. f'(d) — f' (d+v) += (d —v) = 0. De plus, f'est dérivable donc continue sur [u, v]. Alors,

v+d

I’égalité des accroissements finis assure qu’il existe un réel ¢ €]u, d[ telque: f'(d) — f' (V+d) f'(c )(— - d) ie. f'(d)—f (v+d)

f'(c )( ) AIorsf”(c)( ) +- (d —v) =0.Commed # v,== 2% 0et par conséquent, f"'(c) — K = 0.
4[f(u)+2 F(5)+rw)]

(v—u)?

plus, @(v) = 0. Choisissons K tel que ¢(u) =0i.e.K = . Alors @ vérifie les hypothéses du théoréme de Rolle et il existe

Ainsi,

=K = f"(c). Ven conclus que f(u) —2 f (uw) +f(w)=f"(c) %OU ¢ €lu,d[c]u, v[.

Ex 12 Justifier que si f est classe C! sur [a, b] alors f est lipschitzienne sur [a, b].
Soit f classe C! sur [a, b]. Alors f’ est continue sur le segment [a, b] doncy est borné. Alors il existe M € R tel que : V¢t € [a, b], |f'(£)| < M.
L'inégalité des accroissements finis assure alors que f est lipschitzienne sur [a, b].

Ex 13 Soit f I'application définie sur R par : f(x) =
a) Déterminer les limites possibles de u .

m et (u,) une suite de réels vérifiant : Vn N, u, ., = f(u,)-

, 1 (g .
b) Montrerque :VxeR, |f'(x)] < 2 En déduire la convergence de u . On note « sa limite.
c) Donner une valeur approchée de sa limite @ a 102 pres .

Ex 14 Soient f : ([a,b] = R) telle que f, f'et f''sont définies et continues sur [a, b] et f” est dérivable sur ]a, b[.



@
Montrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que : f(b) = f(a) +2e (f (@ +f' (b)) M
Indication : on introduira g(x) = f(x) — f(a) — @ (f )+ f' (a)) —A(x — a)3 ou A est une constante que I'on choisira judicieusement.
Soit g(x) = f(x) — f(a) — @ (f’(x) + f’(a)) — A(x — a)® ou A est une constante que I'on va choisir de sorte que g vérifie les hypothéses de
théoréme de Rolle. g est de classe C1sur [a, b] et deux -fois dérivable sur ]a, b[.
Et,Vx € [a,b],g'(x) = % ') —f'(a) — @ f"(x) —3A(x —a)? et Vx €]a,b[,g" (x) = @ (f""(x) —124).Donc, g(a) = g'(a) = 0.
F0)~F(@-LZ2(f (b)+1 (@)
(b-a)?
(d ) f""(d) — 3A(d — a)? = 0. Comme f’ est continue sur [a, d] et dérivable sur
”’(C)
12

Choisissons A tel que g(b) = 0. Donc, prenons A = . Alors, appliquons le théoréme de Rolle a g : il existe donc un réel d €

la, bl tel que: g'(d) = Oi.e. g'(d) =5 (f'(d) — f'(@)) -
Ja,d[et g'(d) = g'(a) =0, il existe un réel ¢ €]a, d][ tel que :g”(c) =0et doncM(f’”(c) — 12A) = 0 et finalement , A =

O F @=L W)+ @) _
(b-ay?

. Ainsi,

,,,(C) etj’en conclus que : f(b) = f(a) +—(f (@ +f' (b)) 19)b-a)® )(C)(b a)3

Ex 15 Soit a un réel et b un réel ou un infini tel que a < b.
Soit u et v deux fonctions définies sur un méme segment [a, b[ , a valeurs réelles et telles que :
e uetwvsont continues sur [a, b[ :DL7—
e uetvsont dérivables sur]a, b[
e VxE€]ab[ u'(x)| < v ().
Montrer en étudiant deux « bonnes » fonctions que : Vx € [a, b, |u(x) — u(a)| < v(x) — v(a).
APPLICATION : Soit f une fonction dérivable sur I'intervalle [a; +o] telle que :xglllwf(x) + f'(x) = 0. 0On pose h(x) = f(x)e*.

Soit € > 0. Montrer que : 34 > a/Vx = A, |h' (x)| < geX_
En déduire, en utilisant 1., que Vx = A4, |f(x)] < E + |h(A)|e~™.

Justifierque : 3B > A/Vx =2 B, |f(x)| < e.
Qu’en déduit-on sur f ?

oo T o

Ex 16 Soita € R™ et f:]a, +oo[— R de classe C* telle que lim f’(x) =LER".

1) Soit € € R**. Montrer qu’il existe A > 0 tel que : Vx > A, |f(x) f(4) —L

<t
A 3
< [ ) e |air)

2) Montrer que Vx > 0, |f(x) L|

3) Endéduire que f(x)~,oLx.
Soit ¢ € R**.
Comme liI_P f'(x) =L eR*, JA€]a,+o[/Vx = A, |f (x) —L| < i.

XxX—+00
Soit x > A. & _ L= (M— L)ﬂ+M.Alors
x x—A x X
o) f-r@  \xea , fwear) e reor@ | \xma] | [f@-aL
—i| = |(F o) A 2 | )+

—A x x - x—A x

f(X) L| < |f(X) f(A) L||X A| |f(A) AL|

Or d’aprés I'EAF, il existe ¢4 , € [A, x] tel queM f'(cy).

Alors, ¢, = A et par conséquent, |% - L| =|f'(cy) - LI < Z‘

De plus, 11111 ? = 1. Donc, 3B > a/Vx = B, |%| < 2.Alorsx =2 max (4,B) = f(x) f(A) L| | | < 2
x—+00
Enfin, 11111 |f(A)T_AL| = 0. Donc, 3C > a/Vx = C, |f(Al_AL| <§
x—+00
Alors x = max(4, B,C) = |M - L| |ﬂ| + |f(A)_AL| z + - = . Et par suite, Vx > max(4, B, C), |@ - L| <e

J'en déduis que lirll ? L et par conséquent, llm %x) 1 puisque L non nul. Et ainsi, je peux conclure que f(x)~,Lx.
X—

lll Taylor -Lagrange
Ex 17 Soit f une fonction de classe C2 sur R telle que : f et f” sont bornées. On note M, = sup|f|et M, = sup |f”]|.

1) Soit x et h deux réels . Justifier que |f(x + h) — f(x) — hf' (x)| < M2 LR

2) Endéduire que : Vx € R,Vh € R™™,|f'(x)| S%+M72h
3) Endéduire que f” est bornée sur R. On note M; =sup |f’|.
4) Montrer que M; < 2,/MyM, .

1) Appliquons I'inégalité de Taylor-Lagrange a f aveca = x et b = x + h. f est de classe C? sur R et |f”’| est majorée par M2 (donc f” est
bornée sur R). Donc T. L assure que |f(b) —[f(a) + (b —a)f'(a)]] < My,— b~ al ie. |[f(x+h)—f(x)—hf'(0)| < M2
2) Soitx € Ret h € R™.

zéme
car t<|t] LT car [t|=|-t|
)

Ihf' @ =1f(x+h) = f)l < |Ihf'(92<)l—|f(x+h)—f(x)||2 lhf' )= (fx+ W) —f)| = 2|]‘(x+h)—]‘(X)—hf’(X)I-
Dong, [Af' ()| = If (x + h) = f()| < Mzﬁ Et par conséquent,h|f' (x)| = [hf'(x)| < If(X+h) —f)l +Mzh—

Deplus, |[f(x+h)— fC)| < |f(x+h)|+ |f(x)] < 2M,. 1l s’en suit que h|f'(x)]| < 2M1+M2—et ainsi, |[f ()] < == 2M° th (car h > 0).



3) Vx€RVheRY™|f'(x)]< %+ . Comme 2240

majorants de |f’|. La fonction f’ est donc bornée.

4) Cherchons le plus petit majorant de |f’| qui soit de la forme 2o 4 Mt t h > 0.
% 4+ Mo Mz

2M,

Myh . . Myh
+ Tz est indépendant de x, tous les réels de la forme e + % tgh > 0 sont des

2o | My
3

Donc¢'(h) > 0 & —% Z2>0s ht> 4> il LS h > 2\/7 Donc ¢ est décoirssante sur |0, ZJ;[et coirssante sur | 2\/%,+oo[et
2 2

Posons @(h) = . @ est de classe C® sur R** ( car son expression ...). Et Vh > 0,¢'(h) = —

M2 Mo
ini ,ﬂ i Mo) _ 2Mo M2 _ 5
admet donc un minimum en 2 o, qui vaut ¢ (2 Mz) = 2\/@ t— = 2,/ MyM,. Comme tous les réels ¢ (h) tels que h > 0, 2,/MyM, est
M3

un majorant de |f’[. DOnc 2,/ My M, est supérieur au plus petit majorant de |f’|. Ainsi, My < 2,/MyM,.

F)=2f(2x)+f(3x)
09(x)-29(2x)+g(3x)°

D’aprés Taylor-Young , f(x) = f(0) + f’ (0)x+fT(0)x2 O] (0) x3 + 0y (x®). De plus, comme f est impaire, £(0) = f”(0) = 0.
Donc, f(x) = f'(0)x + — r~ (0) x3 + 0y(x?).
Alors comme }Clin 2x = 11m 3x =0,f(2x) = 2f'(0)x + Swﬁ +0o(x®) et f(3x) =3f'(0)x + 9wx3 + 0o (x3).
De méme, g(x) = (0)x+g “© 434 00(x®), g(2x) = 29’ (0)x + 8g MO 0o(x®) et g(3x) = 39’ (0)x + 9d © ( )%3 + 0 0 (x3).

Ex 18 Soit f et g deux fonctions de classe C3impaires et telles que g3 (0) # 0 .Calculer llm

Alors FE)-2fQu)+f(Bx) _ il (0)x+ (0)x3—2(2f (0)x+8f '© 3)+3f (0)x+9f 6( )x3+00(x3) 4" (0) 340 (x3) £ (0)+0p(1)
" 9()-2920+9(30)  g1(0)x+L D3 (29" 0)x+8L 2 (‘” )+39'<0)x+9g"}”’moo(ﬁ). ‘gT“”moO(acS) "' (@)+0o(1)’
pas deFI
Fo0-2£ 70 T I O 0y
" 1 flx x)+f(3x e ]
Alors ,comme g'"'(0) # 0, lim M 9 Gr) g (Gn) 7(0)

Ex 19 1. Trouver une valeur approchée rationnelle de ln( ) a10~* pres ( taylor Lagrange)

4
2. Démontrer que pour tout réel x € [0, 7], cos(x) = 1 — ; s i ; (Taylor reste intégral) .

In (E) =lIn ( i)

g: (t = In(1 + t)) est de classe C ®sur [0 ] etVn e N, vVt € [0 ,i],g(”“)(t) = Lt

(1+r)n+1

Donc, comme 0 € [0, +oo], I'inégalité de Taylor Lagrange assure que Vn € N*Vt € [0,—],, |g(t) Pn,ln(1+t),0(t)| <nl
1 | 1 n+1 1
In (E) = Prina+e0 (E)| = e |E T (nrD1onT

. . . 1 _a
Cherchons le plus petit entier naturel n tel que : —( Do < 1075
1 —4+n+1 n-3 — — —
—(n+1)1on+1 <10 e = +1) <10~ s " +1) <10 —-In(n+1) < (n—3)In(10) & (n—3)In(10) + In(n+1) > 0.
Posons h(t) = (t — 3)In(10) + In(t + 1). h est dérivable sur R* et Vt = 0, h'(t) = In(10) + i > 0.

Donc h est strictement croissante sur R*. De plus, h(2) < 0 < h(3).Doncn = 3 est le plus petit entier naturel n tel que : ———— < 1074,

(n +1)10"’rl
1) _ 1 _r 4
ln( ) Ps l“(1”)0(10)| (4+1)103+1 <10”

Donc P. ( ) >3 (1)k ‘1 —i—li+li=iestunevaleurapprochee ratlonnelledeln( )a 10~ *pres.
3,In(1+£),0 k=1 10k 10 2102 ' 3103 1500

n!
donc [g™ D (0)| = Tom =k

[t|™*
(n+1)!"

En particulier pourt = %,Vn € N7,

Alors,

_1yk k
Ex 20 Calculer la limite de S, T définies par:vn € N*, S, = Z’,}zl% = D= (;ki)l)'
D* (G Oh
1 Sy =%k P fe= 1T, ~Ppin 46,01
* (=1)"n! _
g: (t = In(1 + t)) est de classe C®sur [0, +oo[ et ¥Yn € N*, vt = 0, g"*D(¢t) = (1”)”“ donc |g™*V(0)| = W <
Donc, comme 0 € [0, +oo], I'inégalité de Taylor Lagrange assure que vn € N*Vt € [0, +oo[, |g(t) -P, ln(lﬁ) 0(t)| <n! (lrtllﬂ)‘
. . * — * — 1
En particulier pourt = 1,vn € N*, |g(1) — Py inc1+),0(1 )l = m = ml e.vneNY|In(2) + S, < (n+1)' =—
) 1 . _
Comme nl_l)rlloom =0,je feux conclure que nl—1>r-Poo S, = —In(2).
(=3)
2. Tn=Xk=0Gs0y = Pont1sno(=3):
sh est de classe C®sur [-3,3] et Vn € N*, vt € [-3,3], [sh®"*D(t)| < ch(3).
2n+2
Donc, comme 0 € [—3,3],I"inégalité de Taylor-Lagrange assure que : Yn € N*Vt € [0, +oo], |sh(t) — Py sho(t)l < ch(3) (lztlz+2)"
En particulier pourt = —3,Vn € N*, |sh(—=3) — P, sp0(— 3)| < ch(3) | e.Vn e N% |-sh(3) — T,| < ch(3) anior
. 371 cc 327‘L+2 ) 32n+2 ) 31’1 . L. .
Comme nl_l)r_}:lw: =0, nL+wm =0 (pulsque (m)nEN est extraite de (Z)neN)' Ainsi, je peux conclure que nl_l)IPOO T,, = —sh(3).

Ex 21 Soit f € C*(R,R) telle que Vn € N,Vx € R, |f™ (x)| < |x|.
1) Soitn € N .Déterminer le polynéme de Taylor en 0 de f de rang n.
2) Endéduire, en utilisant Taylor-Lagrange, que f est la fonction nulle.



Q)
f (O) = 0. Ainsi, tous les polynémes de Taylor

1) VneN, |f(“)(0)| < 10| = 0donc f™(0) = 0.Donc, Vn € N,Vx € R, Py ro(x) =2k
en 0 de f sont nuls.

2)  Soitx unréel non nul et S le segment d’extrémités O et x. Appliquons I'inégalité de Taylor-Lagrange a f sur S :

[t

(n+1)! ’

feC®(RR).vneEN,Vt €S, |f(")(t)| < |t| < |x|.Donc I'I.T.L assure que : Vn € N,Vt € S, ’f(t) = Pyro(®)] < Ix| , en particulier
N2 Bt

=0

~
*
-

o : ™ || ™*
pourt = x, j' obtiensVn €N, |f(x)| < |x |(n+1)’

|x|™

Or les croissances comparées pour les suites assurent que : llm —— = 0. Donc lim|x| —— L g = 0.De plus, lim [f(x)| = |f(x)]. Alors en
o (n)! no+oo M+! n-+oo

passant a la limite n —» +oo dans 'inégalité(*x*), ]’ obtiens : If(x)l < 0. Ainsi, je peux conclure que Vx € R*, f(x) = 0. Cette égalité étant
encore vraie pour x = 0, nous pouvons conclure que f est la fonction nulle.

Ex 22 Soit f une fonction de classe C2 sur 'intervalle [a, b] telle que : f'(a) = f'(b) =0
1) Justifier que f” s’annule sur [a, b].
2) Justifier qu’il existe un réel M tel que : pour tout x dans [a, b], |f" (x)| < M.

_ 2
3) Démontrer en appliquant deux fois la formule de Taylor-Lagrange que : |f(b) — f(a)| < %M.

4) Onsupposeque b = f(b) = 1eta = f(a) = 0.Montrer qu’il existe un réel c dans [a, b] tel que : |[f”"(c)| = 4.

1) On peut appliquer le théoréme de Rolle a f’qui en vérifie toutes les hypothéses. Il existe donc un réel ¢ € [a, b] tel que f’(c) = 0

2)  f” est continue sur le segment [a, b]ldonc y est bornée autrement dit, |f"'| est majorée sur ce segment. Il existe donc un réel M tel que :
pour tout x dans [a, b], |[f""(x)| <M.

ﬂ_ 2
3) Appliquons Taylor-Lagrange entrex = b ety = a—+b, f(a+b) f)+f' (b) (a+b ) < QM i.e. |f (a+b) f(b)| < -ar a) M.
atb 2
Appliquons aussi Taylor-Lagrange entre x = a ety = a—+b, ‘f (a+b) fl@)+f' (a) (a+b )’ < (2— |f (a+b) f(a)| < %M

Aors|f(b) - f(@) = [F(b) = F (2) + £ (22) - F(@)| < |£b) - f(‘””)|+|f(%)—f(a)|32%M=@M.

4)
IV Convexité
Ex 23 Soit f(x) = e~*", Etudier la convexité et les points d'inflexion de f-
est de classe C® sur RetVx € R, f'(x) = —2xe > et f'"(x) = (=2 + 4x2)e™™" = 4 (x% — l e =4(x——=)(x+-=)e*".Donc,
vz, V2
”» 1 1
ffx)>0=x¢ _\/_E‘\/_E]' Alors, f est concave sur
Ex 24 Soit f:[0 + oo[— R convexe.

1. Montrer que L) admet une limite L , finie ou infinie, quand x — +oco.

et convexe ailleurset Cf admet en —-= et en == deux points d’inflexion.

[\/_\/_] \/— \/—

2. On suppose que L est finie. Montrer que : (x = f(x) — Lx ) est décroissante et admet une limite quand x — +oo.
1 ( fx)-£(0)
L (x o ——=

Or, Vx >

) est croissante puisque f est convexe donc ¢(x) admet une limite L , finie ou infinie, quand x — +oo.
=[x )+f()D0nc, £+mfix) L+0=0L.

Rque : Si L est réel et non nul alors f(x)~ ;o Lx.

2. On suppose que L est finie. Soit 1: (x = f(x) — Lx ). Soit (x,y) € (R**)?tel que x < y.

Alors () =(x) = fO) = Ly = (f(x) = L) = ) = f(0) + L(x—y) = F2LE — 1]y - x)

f(y) f() fN-fx) _ o), v _f&) Donc lim fO)-fx)
y—x y y—x y- x’ y—>+00 y-x

< L.Etcomme (y — x) = 0,9 (y) — Y(x) < 0.)en déduis que ) est

0,{® f (X)
X

De plus, (y » —=—=——=) est croissante puisque f est convexe . Et

fO)-f )
y—x

= L. Par conséquent, la

f (Y) f =)

fonction (y = ) tend en croissant vers L. Ainsi,

décroissante. Et par consequent, 1 a une limite en +oo.

Ex 25 Soit I et ] deux intervalles, f: (I — J) une fonction convexe et g: (/ = R) une fonction. Montrer que :
® si g est convexe et croissante alors la composée g © f est convexe
® si g est concave et décroissante alors la composée g © f est concave.
Je suppose g est convexe et croissante . Soit x et y deux élémentsde [ et 1 € [0,1].
Comme f estconvexe, f (Ax+ (1 —AD)y) < Af(x)+ (1 - Df ().
De plus, toutes les images par f sont éléments de Jdonc f(Ax+ (1 —A)y) €] et f(x) €] et f(y) €]. Comme Af (x) + (1 — A)f(¥) estun
réel compris entre f(x) et f (), deux éléments de I'intervalle J, Af (x) + (1 — A)f(y) est aussi dans I'intervalle J
Alors comme g est croissante sur J/, g(f (Ax + (1 — 1)y)) < g(Af(x) + (1 = D f ().
Enfin, g étant convexe, g(/lf(x) +(1- A)f(y)) < Ag(f(x)) +(1- A)g(f(y)).
Méme preuve pour g concave et décroissante.

V Des équations fonctionnelles avec hypothéses de dérivabilité
Ex 26 Soit f dérivable sur R et telle que : pour tous réels x et y, f(x +y) = f(x?) + f(y). Montrer que f est nulle.
Alors £(0) = £(0+ 0) = £(0%) + £(0) = 2f(0) donc f(0) = 0.
Fixonsy € R.
e Lesfonctionu: (x - flx+ y)),v: (x - f(xz)) et w: (x » f(¥)) sont dérivables sur RetVx € R, u'(x) = v’ (x) + w'(x).



https://fr.wikiversity.org/wiki/Op%C3%A9rations_sur_les_fonctions/Composition
https://fr.wikiversity.org/wiki/Op%C3%A9rations_sur_les_fonctions/Composition

Donc, Vx € R, f'(x +y) = 2xf'(x?) + 0. En particulier, pour x = 0, f'(y) = 0. Ainsi, Yy, f'(y) = 0.Cela implique que f est constante sur
I'intervalle R et comme f(0) = 0, f estla fonction nulle.
OU BIEN
[EAN-F @) 0 LGN -FO) _ fG&) _ Fart)-0
x ’ x x x2-0
f&A-£(0)
0

x%i—

= f'(y).De plus, Vx #
JIOFIO)
t_

e  Par définition, lim
x-0

Or, f est dérivable en 0 donc ltirr(} = f'(0) € R. Donc par composition, lirré = f'(0) € R. Par conséquent, lirréw =
- xX— X
f'(0) x 0 = 0. Ainsi, par unicité de la limite f'(y) = 0. Cela implique que f est constante sur I'intervalle R et comme f(0) = 0, f estla

fonction nulle.

Ex 27 Montrer qu’il existe une unique fonction f définie, positive et dérivable sur R* telle que : f(0) = 0etVx = 0,f'(x) < f(x) .

La fonction nulle est solution.

Soit une fonction f définie, positive et dérivable sur R* et telle que : f(0) = 0etVvx =0, f'(x) < f(x).

Posons g(x) = f(x)e *.Alors g est dérivable sur R*et Vx > 0,g'(x) = (f’(x) - f(x))e"‘ < 0. Donc g est décroissante sur R* et comme
g(0) =0, g estnégative sur R*. Et par conséquent, f est négative sur R*. Comme, de plus, f est positive sur R, f est nulle sur R*.

Ainsi la fonction définie et nulle sur R* est la seule fonction définie, positive et dérivable sur R* telle que : f(0) = 0etVvx >0, f'(x) < f(x) .

Ex 28 Déterminer toutes les fonctions définies sur R**,dérivables et vérifiant :V(x,y) € (R**)?, f(xy) = f(x) + f(¥).
La fonction nulle est solution.

Soit f une solution. Alors f est définie sur R**,dérivable et V(x,y) € (R**)2, f(xy) = f(x) + f(y) (+%).

Alors f(1) = f(1x 1) = f(1)+ f(1).Donc f(1) = 0.

Fixons y € R**.

Par définition, limM = f'(y). Donc par composition,
fe)-f») o OU BIEN
im="—"== . u: (x o f(xy)) et v:(x — f(x) + f()) sont dérivables sur
par (+%) car f(1)=0 R** et Vx > 0,u(x) = v(x).
* fe)-fO) - _f) ~ 10— !
Or, vx € R™\{1}, xy=y = (x-1)y = y -D Donc, Vx > 0,u'(x) = v'(x) i.e. Vx > 0yf'(xy) = f'(x). Ainsi,

Donc lim £EXN~/») _ 1f'(1)- vx > 0,vy >0, yf'(xy) = f'(x). En particulier pour x = 1,,Vy >
X

>1 xy-y y / / / a .
0, yf'(y) = f'(1) donc f'(y) == ol a constante.
Alors, par unicité de la limite, f'(y) = if’(l) = % oua € R. Ainsi, il y

a
"
Jen déduis qu’il existe a et b deux constantes réelle telles que : Vy > 0, f(y) = aln(y) + b. Mais comme f(1) = 0, nécessairement b = 0. J'en

conclus que : f(y) = aln(y).

Donc les solutions de notre probléme sont nécessairement de la forme (x ~ aln(x)) ou a constante réelle.

Réciproquement : toutes ces fonctions de la forme (x + aln(x)) ou a constante réelle sont-elles solutions ?

Chacun de ces fonctions est définie et dérivable sur R**. De plus, V(x,y) € (R**)? aln(xy) = a(In(x) + In(y) = aln(x) + aln(y).

Donc toutes les fonctions de la forme (x = aln(x)) ou a constante réelle sont solutions . J’en conclus que ce sont exactement les solutions.

existe une constante réelle a telle que : Vy > 0, f(y) =

Ex 29 Déterminer toutes les fonctions continues sur R et telles que : Vx € R, f(x) = x2 + fox(x —t)f(t)dt.

Ex 30 Déterminer toutes les fonctions dérivables en O et telles que : Vx E R Vy E R, f(x +y) = f(x)f ().

L’exponentielle et les fonctions constantes égales a 0 et a 1 sont solutions.

Soit f une solution. Alors f est dérivable donc continueenOetVx € R VY ER, f(x +y) = f(xX)f(y).

Alors f(0) = f(0 4+ 0) = f(0)f(0). Donc f(0) = 0ou f(0) = 1.

Fixons y € R. Donc, u: (x - flx+ y)) etv: (x - f(x)f(y)) sont dérivables sur R et Vx, u' (x) = v'(x).

Vx €R, f'(x+y) = f'(x)f(y). En particulier pourx = 0, f'(y) = f'(0)f(y). Ainsi, il existe un réel a € R tel que : Vy, f'(y) = af (y).

f est donc solution de I'équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients constants et homogeéne : z' —az =0

Alors il existe une constante k réelle telle que : Vx € R, f(x) = ke®*.Comme f(0) =0ouf(0) =1,k =00uk =1.

Ainsi, les soutions de notre pble sont nécessairement de la forme (x = 0) ou (x » e®™)tga € R.

Réciproquement : la fonction nulle est solution mais toutes ces fonctions de la forme (x — e%*) ou a constante réelle sont-elles solutions ?
Chacun de ces fonctions est définie et dérivable sur R. De plus, V(x, y) € R?,e®(+Y) = gax+ay — paxpxb

Donc toutes les fonctions de la forme (x = e®) ol a constante réelle sont solutions . J’en conclus que la fonction nulle et les fonctions de la
forme (x = e®) ol a constante réelle sont exactement les solutions.

Ex 31 Soit f une fonction continue sur R telle que :pour tout xeR ,f(x) =1 — fox(x — t)f(t)dt . Montrer que pour tout xeR, "' (x) +
f(x) = 0. En déduire que f = cos .






