SUP PCSI 2022-2023 Mathématiques. CORRIGE TD 15 Polyn6mes
| Opérations, unicité des coefficients, degré, les polyndmes dérivés.

In(1+x) _ k— k 5 _ vk 1
TR k=1 (DR agx® + 09 (x™) ol ay _2p=1; .

Ex 1 Produit de deux fonctions polynomiales. Montrer que : f(x) =

(—1)k1 1

Le cours assure que In(1 +x) = Y7_, x* 4+ 0y(x™) ety = n_o(=D)*x* + 0y (x™) et
ak=01""2) %
P(x) Q(x)
f(x) = somme des termes de degré inf an de P(x)Q(x) + 0o (x™).
o sij>1 ;
or, P(x)Q(x) = ity cxx¥ oty = X qwjvp—; et wy=1 J J=2 et v; = (—1)/
0sij=0
—_1)j-1 . _1)k-1
Donc, ¢y = Ugly = 0 et Vk € [1,n], ¢, = }‘zl% (-DkT = ?:1( 1; = (=1)kt Z}Ll%
o In(1+x) _ . 1 1
Ainsi, f(x) = n1+xx = Yhaa (D T ax* + 0o (x™) o ay = Z?:g = Z};§=1;

Ex 2 Déterminer tous les polyndmes P € R[X] tels que P(X?) = (X? + 1)P(X) par analyse-synthése. Dans I’analyse, on cherchera d’abord le

degré d’un tel polynome.

Le polynéme nul est solution.

Analyse : Supposons qu'il existe un polynéme P € R[X] non nul tel que : P(X2) = (X2 + 1)P(X).

Posons d = deg(P).

Alors, deg(P(X?)) = deg((X? + 1)P(X)).Or,degP x deg(X?) = 2d et deg((X? + 1)P(X)) = deg((X? + 1)) + deg(P) = 2 + d.
Donc,2d =d + 2doncd = 2.

Ainsi les solutions non nulles de notre probléme sont nécessairement de la forme P(X) = aX? + bX + ctelsquea, b et c réelseta = 0.

Ces polyndmes sont-ils tous solution ? Prenons P(X) = aX? + bX + c tels que a, b et c réels et a = 0. Alors,

PXH) =X+ 1DPX)=aX*+bX? +c = (X2+1)(aX2+bX+c)<:>—bX3+(b—c—a)X2+bx=0@{b_li:‘zfo(:»
c=-a -

(b0

Ainsi, les solutions de notre probléme sont tous les polyndmes de la forme a(X? — 1)tq a € R ( pour a = 0, on retrouve le polynéme nul).

Ex 2 bis Solutions polynomiales d’une équa. diff.

1. Chercher toutes les fonctions polynomiales solutions de I'équation différentielle (E): (x% + 1)y" — 2y = —x.

2. Déterminer une solution polynomiale ¢ non nulle de (EH).

3. En déduire toutes les solutions de (E) en les cherchant sous la forme y(x) = k(x)¢@(x) ( c'est ce qu’on appelle la méthode de variation
de la constante pour les équa.diff. d’ordre 2 a coefficients non constants)
1. Soit P une fonction polynomiale réelle.

1er cas P = 0. Alors P n’est pas solution de (E).

2tmecas P # 0. Posons d = deg(P). Alors deg(x? + 1) P (x) = deg(x? + 1) + deg(P"'(x)) = {

Et le cas échéant, codom(x? + 1) P"(x) = codom(x? + 1)codom(P") = d(d — 1)codom(P).
lerss-cas sid < 2. Alors deg((x2 + 1DP"(x)— 2P(x)) = deg(P(x)) = d. Donc pour que P soit solution de (E) il faut que

d = deg((x? + 1)P"(x) — 2P(x)) = deg(—x) = 1. Posons P(x) = ax + b.

AlorsVx, (x2 + DP"(x) — 2P(x) = —x © Vx,—2(ax+b) = —x @ a = %et b = 0. Donc P: (x - %x) est la seule solution polynomiale de

2+d—-2=dsid=2
—oosid <2

degréinfa 1.

° 2¢rsscas sid = 2. Alors d(d — 1)codom(P) — 2codom(P) = (d? — d — 2)codom(P) = (d — 2)(d + 1)codom(P).
Donc sid = 2 alors deg((x? + 1)P” (x) — 2P(x)) < d = 2. Posons P(x) = ax? + bx + c.
Alors Vx, (x2 + 1)P"'(x) — 2P(x) = —x & Vx, (x?2 + 1)(2a) — 2(ax? + bx + ¢) = —x & 2a — 2c = Oet — 2b = —1.
Sa=ceth= i Donc P: (x >a(x?+1)+ %x) tq a # 0 sont les solutions polynomiales de degré 2 .
Donc sid > 2 alors deg((x? + 1)P” (x)) = deg (—2P(x)) mais codom((x? + 1)P"'(x)) # codom (2P(x)) .Donc, deg((x? +
DP"(x) —2P(x)) = deg(P) > 2. Par conséquent, Vx, (x% + 1)P" (x) — 2P(x) # —x . Donc, (E) n’a pas de solution polynomiale de degré
supérieur a 3.
Ainsi, les solutions polynomiales de (E’) sont les fonctions (x Halx?+1)+ %x) tga € R.

2. @:(x » x? + 1) est une solution polynomiale non nulle de (EH) .

Eneffet, Va,x2 4+ 1= x2+1+> |- % donc @ est la différence de deux solutions f; et f, de (E). Or la différence de deux solutions
f1(%) - ;%)
= 1 X = 2 X

d’une équa. linéaire est une toujours une solution de I'’équation homogene associée.

3. Comme (x - g) est une solution particuliere de (E). Il reste a déterminer toutes les solutions de (EH).

Soitf: R — R fonctions deux fois dérivable sur R et k: (x = %) Alors k est deux fois dérivable sur R et
VX €ER, f(x) =k(x)(x2+1),f (x) =k’ (x)(x? + 1) + 2xk(x), "' (x) = k"' (x)(x? + 1) + 2xk’ (x) + 2k(x). Donc,
f solutionde (EH) © Vx € R, (x2 + D[ k" (x)(x% + 1) + 2xk’' (x) + 2k(x)] — 2 k(x)(x?2+1) =0
S VxeR, (x2+ D[k"(x)(x? + 1) + 2xk'(x)] = —x © k'est solutionde l'edl1 (EH1): (x?> + 1)y’ + 2xy = 0.
mRésolution de (EH1) :

In—— 1

2X_ Alors A: (x = In(x2 + 1)) est une primitive de a sur R et e=4®) = = In@*+1) = o "Gz = oy

1+x2

Posons a(x) =



Donc les solutions de (EH1) sont toutes les fonctions de la forme (x . 1:

2) ou ¢ constante réelle.
X

mRetour a (EH):

f solution de (EH) < il existe une constante c telle que Vx, k'(x) = —

1+x2
& il existe deux constantes réelles c et d telle que Vx, k(x) = cArctan(x) + d.

& il existe deux constantes réelles c et d telle que Vx, f(x) = cArctan(x)(1 + x2) + d(1 + x?2).

Ainsi, les solutions de (E) sont toutes les fonctions de la forme (x - cArctan(x)(1 + x?) + d(1 + x?) + g) tq ¢ et d constantes réelles.

Ex 3 Degré et unicité des coefficients
Soit f(P) = (X2 + X)P"(X) + 2X + DP'(X) .
1) Montrer que VP € R, [X], f(P) € R,[X].
2) Soit P € R[X] tel que P # 0 et tel qu’il existe A un réel vérifiant f(P) = AP.

On note d = deg(P) et P = ¥%_, ax X" tqa, # 0.

a) Démontrerque:A=d(d+1)etVk €{0,1,...,d —1},apq = %ak.

b) Endéduireque:Vk € {0,1,...,d},,a;, = (d(_d%!k&!!)zao.

c) Démontrer qu'il existe un seul polyndme Qg unitaire, (i.e. codom(Qy) = 1) tel que f(Qy) = d(d + 1)Qy.
1)Soit P € R, [X]. Alors il est évident que f(P) € R[X]. De plus,
deg((X? +X)P"(X)) = 2 + degP" < 2 + deg (P) — 2 = deg (P) et deg((2X + 1)P'(X)) = 1+ deg(P') <1+ deg (P — 1 = deg (P)
Donc, deg (f(P)) < max (deg ((X2? + X)P" (X),deg ((2X + 1)P'(X)) < deg (P). Donc, f(P) € R, [X].
2) P =3¢ a,X* # 0tel que d = deg(P) donca, # 0.
2) Alors, P’ = {zgzlakk){k—l sid>1 g pr {zgzz agk(k - DXx*2sid > 2

0sid=0 0sid<1

lercas:d = 0. Alors, f(P) =0 = OP. Donc A = 0.
2émecas:d = 1. Alors, f(P) = 22X+ Daget AP =az X+ a,_;.
Comme f(P) = AP, (2X+ 1)a; =2da; X+ Aay.DoncA=2=d(d+ 1) eta; =ag =d(d + 1)a,. OK!!
3éme cas . d > 2. Alors,

d d
F(P) = (X2 + X) Z ack(k — DX*2| + 2X + 1) Z agkxt1
k=2 k=1
d d d d
- Z agk(k — 1X* + Z agk(k — X1 4+ Z 2a,kX* + Z agk X1
k=2 k=2 k=1 k=1
a-1 d d-1

d
k=2

d-1
= Z[akk(k — D)+ agy k(e + 1) 4+ 2ack + agpq (k+ D] X5 + agd(d — DX + 2a,X + 2a, X + 2daygX® + a; + 2a,X

apk(k — DX* + Z Qs k(k + DXE + Z 2a,kX* + Z Qs (k + DXF
k=1 k k=0

=1

k=2
a-1

= Z[akk(k + 1)+ app (b + D2 X+ agd(d + DX+ aq + 2(a; + 2a)X
k=2
Alors, f(P) = AP & a; +2(a; + 2a,)X + Y82 apk(k + 1) + agiq (k + 1)) X* + agd(d + 1)X4 = ¥¢_, 1a, X* et les coefficients d’un
( a; = Aa,
- 2(ay + 2a;) = Aa,y
vk € [2,n], apk(k + 1) + ay (K + 1)? = Aa,,’
add(d + 1) = Aad
A=d(d+1)car a; # 0,
[ a, = d(d + 1)a, = &2,

12 0
d(d+1)-2 d?+d-2 d+2)(d-1
— ) a = a _ (@+2)( )a1

At a; 2 1=, 1 2
__(d(d+1)—k(k+1)) __ (d*-k*+d-k) __(d-k)(d+k+1)
vk € [[2,1’1]], A1 = (k+1)2 ax = (k+1)2 k — (k+1)2 k
S A=dd+1)etVk €{0,1,..,d — 1}, az.; = %ak.
Ainsi, A =d(d+1)etVk €{0,1,..,d — 1}, ap41 = %ak.

(d+k)!
b)vke€{0,1,..,d},|lay =————=a .
{ } [(;‘ (d—FK)!(kD) OLH(k)
da)!

Initialisation: a, = @0

a,. Donc H(0) est vraie.

Propagation: Soit k € {0,1,...,d — 1},.]e suppose que a; = %ao.
Alors. qu. . = @TO@HkED) - ([@oio@+k+1) @+ __[@-0@reD@+R)! o (deks)!
PR T (kt1)2 K7 D2 @-RNkD* 0 (d—k-1)!(d-k)E2ERFD? 0 T (d—k-1)!(@FDD? O

Donc H(k + 1) est vraie.

CCL : Le théoréme de récurrence finie assure que Yk € {0,1, ..., d}, a; = (@tk):

(d—Fk)!(k!)2 o-



c) En raisonnant par équivalence dans la question 2a. , on a, d’une part, montré que les polyn6mes P = ZLO a, X" tel que: a; € R* Vk €

{0,1,..,d},a; = %ao sont les polyndmes non nuls vérifiant f(P) = d(d + 1)P. En prenant ay = EZ?))Z! ay=1lie.ay= ﬁ, le
d

(d+K)!

etVk € {0,1, ...,d}, ay = W

polynome Q; = ¥¢_, axX*tqa, = a, est I'unique polynéme unitaire vérifiant f(Qy) = d(d + 1)Qq.

&)

Il Taylor-Divisibilité-Racines : nombre de racines, relation coeff-racines.

Ex 4 Formules de Taylor pour les polynomes
1. Déterminer tous les polyndmes P € R, [X] tels que: P(—1) = 1,P’(—1) = —2 et P’(—1) = 3.
2. Déterminer tous les polyndmes P € R[X] tels que P(3) = P’(3) + P”(3).

Ex5

1. Déterminer un polyndme U de degré 2 a coefficients dans Z qui admet 1 4 /2 comme racine.

2. SoitP = 2X° —4X* —2X3 4+ 3X? — 5X — 4. Déterminer le reste de |a division euclidienne de P par U.
3. Endéduire P(1+V2)

Ex 6
1. Déterminer tous les polyndmes de R[X] qui vérifient P(X + 1) = P(X).
2. Endéduire tous les polynémes P de R[X] tels que : (X + 3)P(X) = XP(X + 1).
1. Les polynémes P constants vérifient P(X + 1) = P(X).
Soit P un polyndme non constant. Imaginons un instant que P(X + 1) = P(X). DoncVz € C,P(z+ 1) = P(2).
P étant non constant , le théoréme de d’Alembert Gauss, P admet au moins une racine complexe a. Alors P(a) = 0. Alors P(a + 1) =
P(a) = 0.Donc, a + 1 est racine de P . Alors P(a + 2) = P(a + 1) = 0. Donc, a + 2 est racine de P . On montrer alors facilement par
récurrence que Vk € N, a + k est racine de P. Ainsi, P a une infinité de racines donc P est le polynéme nul ce qui contredit le fait que P n’est
pas constant. Ainsi, il n’existe pas de polynéme non constant vérifiant P(X + 1) = P(X) et les polynémes constants sont les solutions de notre
probléme.
2. Le polyndme nul est solution et c’est le seul polyn6me constant solution carsiA € Ralors (X +3)A=X1<=31=0< 1=0.
Analyse : Soit P un polyndme non constant.
Supposons que XP(X +1) = (X + 3)P(X). DoncVz € C,zP(z + 1) = (z + 3)P(2).
En particulier pour z = 0, 0P (1) = (3)P(0) et ainsi, P(0) = 0.
=
En particulier pourz = —1, (—1)5@ = (2)P(-1) et ainsi, P(-1) = 0.

=0
En particulier pour z = —2, (=2) P(—1) = P(-2) et ainsi, P(=2) = 0.

=0
Donc 0,—1 et —2 sont racines de P . Alors il existe Q € R[X] tel que : P(X) = X(X + 1)(X + 2)Q(X).
Alors XP(X + 1) = (X + 3)P(X) sécrit X(X + (X + 2)(X + 3)Q(X + 1) = (X + 3)X(X + 1)(X + 2)Q(X) . Donc,
XX+DX+2)(X+3)[Q(X+1)—Q(X)] = 0. Comme le polynéme X (X + 1)(X + 2)(X + 3) n’est pas le polyndme nul ( puisque ‘il est de
degré 4) et que la multiplication interne de R[X] est integre, je peux affirmer que Q(X + 1) — Q(X) = 0i.e.Q(X + 1) = Q(X). Alors d’aprées
ce qui précede, Q est un polyndéme constant. Ainsi, P(X) = AX(X + 1)(X + 2) tel que 1 € R* ( car P non sconstant)
Donc, les solutions de notre probléeme sont de la forme AX(X + 1)(X + 2) tel que A € R ( en ajoutant le polyndme nul).
Synthése : Soit P = AX(X + 1)(X + 2) telque A €ER. AlorsXP(X + 1) = XAX + 1)(X + 2)(X + 3) = (X + 3)P(X). Donc P est bien
solution.
Ainsi, les solutions de notre probléme sont tous les polynéme de la forme AX(X + 1)(X + 2) tq 1 €ER.

Ex 7 Déterminer le reste de la division euclidienne d’un polynéme P de K[X] quelconque par B = X% — (a + b)X + ab avec a et b deux
scalaires.
Le théoréme de la division euclidienne assure qu’il existe deux uniques polyndmes R et Q tels que : P = BQ + R et deg(R) < deg(B) = 2.
Donc deg(R) < 1i.e. il existe deux scalaires u et v tels que R = uX + v.
Deplus, B=(X—a)(X—b).Donc, P=(X—a)(X —Db)Q + uX +v.

T

lercas:a + b.

. P(a)=T(a)+ua+v=ua+v { P(a)—P(b) =ua—ub (L, «L;—1L,) .
Alors, comme a et b sont racinesde T, {P(b) ZT(b) +ub+v=0+ub+v Alors, bP(a) — aP(h) = bv — av (L, « bL; —aL,)’ Ainsi,
_ P(e)-P(D)
- a—b __ P(a)-P(b) bP(a)—aP(b)
"], = bP@-aP®) et —b A b-a
b—a

2¢me cas:a = b.
. . P(a):T(a)+ua+U=ua+U {—U:P(a)_Pl(a)a
Alors, a est racine au moins double de T. { P'(a) = T'(a) +u = u . Alors, = P'(a) .

Ainsi,R = P'(a)X + P(a) — P'(a)a.
Ex 7 bis Soitn € N et 6 € R. Déterminer le reste de la division euclidienne de P = (cos(#) X + sin (8))" par B = X2 + 1.

Ex 8 Soit . € N*. Montrer que 1 est racine de P = X?® — nX™*1 + nX"! — 1 et déterminer son ordre de multiplicité. Factoriser P par (X —
1)%



Ex 9 Montrer que P = X* + 2X? + 4X — 1 n’a que des racines simples.

P=X*+2X?+4X —1doncP’ =4X3+4X +4 =4(X?+ X + 1).0n’est pas racine de P.

Soit a € C.
i : P(a) =0 {a4+2a2+4a—1=0 {a4+2a2+4a—1=0

a est une racine multiple de P(:){P'(a) —0® 4B +at1)=0 = o =

3 2 — 2 2 — 2 — 2 -1 =
{axa +2a%2+4a-1 —0(:}{—01 —a+2a +4a—1—0@{a +3a—1—0@{ a*+3a—-1=0 _,

ad=-a-1 al=—-a-1 axa?=—-a-1 a(l-3a)=—-a-1

_ —3-V13 _ -34/13

a’*+3a—-1=0 a?+3a-1=0 a?+3a-1=0 =Ty oua =T

Z= 1‘:) 22 1= ~ 1la+2=0 < 2
a—3a“=—-a-— 3a°—2a— —OLZHLZ_BL1 —1lla+2= eta ==

Ainsi, P n’a que des racines simples.

Impossible

Ex 10 1. Soit n € N*. Déterminer les réels a et b tels que : (X — 1)?divise aX™*! + bX™ + 1 et on déterminera alors le quotient.

2.

Déterminer tous les couples de réels (a,b) tels que X% + aX + 1 divise X* — X + b.

Ex 10 bis Soit n € N*.

1. Montrer que (X — 2)(X — 3) divise (X —3)?" + (X —2)" — 1
2. Déterminer le quotient. (indication : on écrira(X —2) = (X —3) +1puis X —-3) =X —-2)—1).
1. NotonsP = (X —3)?"+ (X — 2)" — 1. Alors, P(2) = (—-1)*" + o —1=0et P(3) = 0"  +(M"-1=0.Donc2et3
=0 carnz1 =0 carnz1
sont racines de P . Le cours assure alors que (X — 2)(X — 3) divise (X —3)?" + (X —=2)" — 1.
2. P=(X=3)"+((X-3)+1)" = 1= -3+, (;) X =30 — 1= (X = 3)" + Xy () (X = 3)%

= (x-3)

=X-3)

oma[B e s

- (T e
=(X-3) (Zj:;l (an— 1) X — 2)j(_1)2n—1—j> n
=(X-3) (Zj:;l (an_ 1) X - 2)1’(_1)2n—1—j> +

n—-1

= -9

j=0

or, (g ) e i 4 4) () 00 = -1

Donc,

P=(X-3) Z

n-1

j=1

2n—1

(X _ 3)211—1 N n (X _ 3)k—1
+ kZl ()

(=2-1""+) (51

() e L))o
k=j

n-1
n

)M—@ﬂ

k=0

& N—

n

)(=1)

<2nj_ 1) (=1)2=1-J + "z_:l (k :l— 1) (f) —D | x—2) |+ (Z
k=)

n

=(x-3)

n-1

ey (1)
k=0

|

1

S (1) -1

n
k=0

G

R

)

JEERUC

2n-1

2n—1
J

x-2) |+ (ijn (

- @) )

271—1(
j=n

yX—DK—n“*ﬁ)

~1-((1-D"-1)=0.

2n—1

; )en“ﬂﬁa—mﬂ

an-1(2n—1
j=n -

P=(X—3XX—2)< ﬁ%((

J

v (

) (f) (—1)k—f> X - 2)1‘—1> +(

(

J

) (1 (x - 2)1)

le quotient recherché!

Ex 10 Ter Soit n € N et a € R. Montrer que X% — 2Xcosa + 1 divise X™sina — Xsin(na) + sin(n — 1)a.

Ex 10 Quater Montrer que X2 + X + 1 divise X3! + X82 + x5,



Ex 10 Quinquies (exercice de cours) Pour quelles valeurs den, B = (X2 + X + 1)* divise-t-ilP = (1 + X)" — X" — 1
B=X?+X+1)?=X-)*X—-j»?*.Donc,
B divise P & les racines de B sont racines de P avec une multplicité dans P au moins égale a celle dans B
& jetj2(=)) sont racines de P de multplicité au moins 2 .

< j estracine de P de multplicité au moins 2.
car P esta cae??éels (théo 84) RAPPEL :
~ - 1+)H)"—j"-1=0 —H"r—j"—1=0(1 . £ . =
s =rO=0ef o e Tl sy | A
n(1+j) -nj =0 G -] =0(2) 1,j et j%sont les racines 3émes de l'unité.
Or, équation(2) < (—j2)"1— "1 =0 & (=1)*"1j20-1) _ jn-1 - o j et j%sont les racines de 1 + X + X2
3_1-(11_1() )= (=9 .(n_l)] < =D"j J 14j+/2=0
(Gl —1=0¢%j =(-1) Vk € N, j3k = 1,j3k+1 = j j3k+2 = 2,

1 sinimpair

& jD =! —1sinpair © nimpairet j* D =1
— e
impossible.
& nimpair et n — 1 est un multiple de 3
& il existe k et p entiersnaturelstq:n =2k +letn=3p+1.
©3IpeN/n=6p+1.
Soitp € Netn = 6p + 1. Regardons si I'autre équation (1) est vérifiée:

(_jZ)n _jn —1= (_j2)6p+1 _j6p+1 —1= _j12p+2 _j6p+1 —1= _j12pj2 _ijj_ 1 _j2 _} —1=0. OK!

()

VkEN,j3k=1
Donc les solutions de notre probléme sont tous les entiers de la forme 6p + 1 tels que p € N.
X
Ex 11 Soit f |a fonction sur R\{1} définie par : f(x) = :Tx

Justifier que f est de classe C*sur R\{1} .

Montrer que pour tout n € N, il existe un unique polynéme P, € R[X] tel que : Vx € R\{1},f™ (x) = %.
Déterminer le degré et le coefficient dominant de P, et justifier votre réponse . Et Calculer B, (1) .

Vérifier que f est solution d’une équa.diff. En déduire que : P, 1 (X) =n(X — 1)P,_;(X) + ((n +2) —X)Pn(X).
En déduire que : pour tout entiern = 1, P, (X) = —nP,,_1(X) .

Démontrer, par I'absurde, que pour tout entiern = 1, P, n’a que des racines simples .

Soit n et k entiers tels que : 0 < k < n. Trouver une relation entre P,fk) et P,_, et en déduire la valeur de P,fk)(l).

o 1-X)? 1-x)" 1-Xx)k
En déduire que : P (X) = nt (14 (1 = X) + S0 4 o 4 E2500) = (3 0250,
1. Df=R\{1} et f est de classe C“sur Df puisque son expression n’est constituée que de fonctions de classe C “sur leur propre de

domaine de définition.

O I R R

e*Pp(x)
(1_x)n+1

2. Pourtoutn € N, posons H (n) : « il existe un unique polynéme P, € R[X] tel que :Vx € R\{1}, f™(x) =

e* _ ¥R
1-0! 1—x)0+1
Py =1 ( )

)
Propagation : Soit n € N ; supposons H(n) vraie. Alors il existe un unique polynéme P, € R[X] tel que : Vx € R\{1},f™(x) = LalCo Ry

(1-x)n+1
e*P(x)(1 —x)™ L
Donc, Vx € R\{1}, f ™D (x) = e*(B, (x) + f’;l (x))(l —0) 1+ (n+1)e*B,(x)(1 —x) "2

D () = e"[(Fn(x)+PT1’(x))(l—x)+(n+1)ﬁz(x)].
(1_x)7’l+2

Posons P4 (X) = (P,(X) + B,/ (X))(1 —X) + (n+ D)B,(X) = (1 = X)B,'(X) + (n + 2 — X)B,(X).

Initialisation : Vx € R\{1},f(x) = f@(x) =

Donc, H(0) est vraie.

Alors, Vx € R\{1}f"+D(x) = i:’;")ln(fz) et P, est un polynéme a coefficients réels ( puisque produit et somme de polyndmes a coeff. réels).

Donc H(n + 1) est vraie dés que H(n) est vraie.
CCL : Le théoreme de récurrence assure que pour tout n € N, H(n) est vraie.
Py(X)=1
{Vn EN, P,y (X)) =1 —-X)P,/X)+ (n+2—X)P,(X).
=  Déterminons le degré et le coefficient dominant de P,, par conjecture et preuve par récurrence.
PX)=1-X)P'X)+0+2-X)P,(X)=2-X
X)) =1-XP'X)+1+2-X)PLX)=01-X)-D+B-X)2-X)=X?>+6X+5
PX)=1-XP,'X)+R2+2-X)P,(X)=(1-X)2X+6)+(4—X)(X2+6X +5)=—X3+ -
Donc deg(P,) = 0 et codom(P,) =1
deg(P;) = 1et codom(P;) =—1
deg(P,) =2 et codom(P;) =1
deg(P;) = 3 et codom(P;) = —1
Conjecture : deg(P,) =net codom(B,) = (—1)™ Montrons par récurrence cette conjecture.
H(n)

Initialisation : H(0) est vraie
Propagation : Soit n un entier naturel tel que H(n) vraie i.e. deg(P,) = net codom(P,) = (—1)™. Montrons H(n + 1) :
Onsaitque P, (X)) =1 —-X)R,(X)+(n+2—-X)B,(X)



Or, deg((n +2- X)Pn(X)) =deg(n+2—X)+deg(P,)=1+n
Et deg((1—X)B,' (X)) = deg(1—X) +deg(R,) =1+ (n—1) =n < deg((n+ 2 — X)B,(X)).
Donc deg (Ppy1(X) = deg((1 = X)B,/(X) + (n+ 2 — X)B,(X)) = deg((n+ 2 —X)P,(X)) =n+1
Etdeg codom(P,,,1(X)) = codom((n + 2 — X)P,(X)) = codom(n + 2 — X)codom(P,(X)) = (-1)(-D)" = (=)™,
Conclusion : le théoréme de récurrence simple assure alors que : ¥n € N, deg(B,) = n et codom(B,) = (=1)".
= Posons a, = P,(1). Alorsa, =1et Vn € N,a,,, = P, (1) = (1— 1)75,;’(1) +(+2-1DP,1)=m+1P,1) = (n+ Da,.
Par conséquent, Vvn € N,a, # Oeta, = a— =[Iiz 1aZ:1 = [1Rzi(k + 1) = [[%., k = n!. Ainsi, ¥n € N, P,(1) = nl.

e*(x-1)—e* e*(x-2) (x-2)
4., Vx € Df,f,(x) = (x—1)2 = (x—1)2 = f(x)

Donc f est solution de I'équation différentielle linéaire homogeéne : (x — 1)y’ — (x —2)y =0

u(x) v(x)
Vx € Df,(x — 1) f'(x) = (x — 2) f(x). D'une part, ¢ et 8 étant C* sur Df et égales, Vn € N, o™ = 9™ Dautre part,
@ (x) w(x)

la formule de Leibniz assure que : Vx € Df, Vn € N,

0™ () = (1) uo® 60 + (1) w@om ) + (5w @62 )t (1) u® ()80 )
=0 car Vk=2,u®=0

o™ (x) = (x = DFO*D(x) + nf ™ (x). De méme, 6™ (x) = (x — 2)fF ™ (x) + nf @D (x).

Ainsi, ¥n € N, Vx € Df, (x = Df D00 +nf W () = (x = 2)f P (x) +nf "D ().

Ainsi, Vn € N,Vx € Df, (x — D)f ™D (x) + (n — x + 2)f ™ (x) — nf »D(x) = 0.

e*Ppiq(x) e*Py (x) e*Pp_1(x)

Donc, (x — 1) oot +(n—x+2) o n e 0
_ P _ Phx) o P
DOnC, (1—x)n*+ + (n x+ 2) (1—x)n+t n(l x) (1—x)n+1 -

Donc, —P, 1 (x) + (n — x + 2)P,(x) — n(1 — x)P,_;(x) = 0.

Ainsi, Vn € N,Vx € Df,— P, (x) + (n — x + 2)P,(x) — n(1 — x)P,_; (x) = 0.

Soitn € N. Posons H(X) = — P, 1 (X) + (n — X + 2)P,(X) — n(1 — X)P,_,(X). D’apreés ce qui précéde, ,Vx € Df, H(x) = 0. Donc H admet
une infinité de racines. J'en déduis que H est le polynéme nul .

Jenconclus que : P (X)) = (m =X + 2)P,(X) —n(1 — X)P,_1(X).

5. Soitn=>1.

Jesaisque: P (X)) =(1—X)P,X)+(n+2-X)P,(X) etP 1 (X) = (n— X+ 2)B,(X) —n(1 — X)P,_1(X).

Alors, (1 =X)B,/(X)+(n+2—-X)P,(X)=(n—X+2)P,(X) —n(1—X)P,_,(X) .

Donc, (1 — X)[P,'(X) + nP,_,(X)] = 0.

Comme (1 — X) n’est pas le polynédme nul et que le produit polynomial est intégre, nécessairement, P, (X) + nP,_;(X) = 0. Ainsi, pour tout
entiern=>1,P,(X) = —nP,_1(X) .

6. Soitn > 1. Supposons que a soit une racine au moins double de P,. Comme E;(l) *0,a + 1.

Alors P, (@) = '15"(05) = 0.Donc, P,,_;(a) = —lﬁ"(a) = 0. Donc « est racine de P,,_;.

(Pa(@)—(n+2-a)Pr_; (@) _
(1-a)

= 0. Donc

De plus, P,(a) = (1 — a)P,_; (a) + M+ 2-a)P,_;(a);donc, P,_; (a')

a est racine au moins double de P,,_.

Nous venons de prouver que : a est une racine au moins double de P,= a est une racine au moins double de P,,_;.

Alors, en appliquant cette propriété a P,,a P,_4,..., P;, on obtient successivement :

a est une racine au moins double de P, = a est une racine au moins double de P,,_;

= «a est une racine au moins double de P,,_, = « est une racine au moins double de P,,_;

........ = «a est une racine au moins double de P,.

Mais P, n’a aucune racine donc P, ne peut pas avoir de racine double.

7. Soitnetk entierstelsque:0 <k <n.P,(X) = —nP,_,(X) donc B;'(X) = —nP’',,_;(X) =n(n — 1)P,_,(X). Donc, B, (X) =
n(n—1)P,_,(X) = —n(n — 1)(n — 2)P,,_5(X). Ainsi, par itération (ou récurrence finie sur k), on obtient :

k Dkn! k -1
JX )(X) —( )k; i (X). Par conséquent, P( )(1) = (-1)kP,_, (1) = )k; (n—k)! = (—D*n!
8. Appliquons Ia formule de Tayloren1a P, :
(1) -1 1-X 1-X)"
Pa) = T ™ (x — 1% = 3, E0 (- 1)k = Rl L =0k = (14 (=3 + S0 GO

lll Relation nombre de racine/degré - Forme scindée - Relations coefficients/racines.

Ex 12 Déterminer tous les polynémes de degré 3 multiple de X — 1 et dont les restes des divisions euclidiennes par (X — 2), par (X — 3) et par
(X —4) sont égaux.

Analyse : Supposons qu’il existe un tel polyndme P de degré 3 multiple de X — 1 et dont les restes des divisions euclidiennes par (X — 2), par
(X —3) et par (X — 4) sont égaux.




deg(R) < deg(X —2) =deg(X —3) =deg(X —4) =1
P=(X-2)Q,(X)+R(X)
P =(X-3)Qs:(X)+R(X)
P=(X-40.,X)+R(X)

Alors P(1) = 0 et il existe Q,,Q3, Q4 et R des polyndmes tels que

Alors, deg(R) < 0i.e.R est un polynéme constant. PosonsR = a € R.

PosonsT = P — R = P — a. Alors deg(T) = deg(P) = 3 puisque deg(P) > deg(R).

Deplus, T = (X —2)Q,(X) = (X —3)Q5(X) = (X —4)Q,(X). Donc 2,3 et 4 sont racines de T. Comme deg(T) = 3, ce sont les seules
racines de T et sont simples dans T et T est scindé sur R .

Il existe donc un réel A nonnultelque : T =AX —2)(X —3)(X —4)etP=AX-2)X-3)(X—4) +a.

Alors,0 =P(1) =A4(1—-2)(1-3)(1 —4) + @ = —61 + a. Donc, 61 = a.

Ainsi, P=AX -2)(X=3)(X—4) + 61 = A[(X —2)(X = 3)(X —4) + 6].

Synthése : Soit A un réel non nulet P = A[(X — 2)(X — 3)(X — 4) + 6].

Alorsdeg(P) =3 et P(1) = =61+ 61 = 0i.e. 1 est racine de P ; par conséquent, X — 1 divise P.

Deplus, P=X-2)[AX -3)X —-4D]+61=X-3DAX -2)X—-4]+61=X—-H[A(X —-2)(X—3)] + 61etdeg(6) =0< 1=
deg(X — 2) = deg(X — 3) = deg(X — 4). Donc 6 est le reste commun des divisions euclidiennes de P par (X — 2), par (X — 3), par (X — 4).
Ainsi, P est solution.

CCL : Les solutions de notre probléme sont tous les polynémes de la forme A[(X — 2)(X — 3)(X — 4) + 6] tel que A réel non nul .

Ex 12bis Déterminer tous les polyndmes P de R[X] de degré 5 tels que P + 10 soit divisible par (X + 2)3 et P — 10 soit divisible par (X — 2)3
(indication : considérer P’).

Analyse : Supposons qu’il existe un tel polynéme P.

Alorsdeg(P) =5 etil existe A et B dans R[X] tq P + 10 = (X +2)3AetP — 10 = (X — 2)3 B. Donc —2 est racine au moins triple de P +
10 et 2 est racine au moins triple de P — 10. Alors —2 est racine au moins double de (P + 10)' = P’ et 2 est racine au moins double de (P —
10)" = P'.Jai donc trouvé 4 racines de P’ comptées avec leur multiplicité. Comme deg(P’) = 4, P’ est scindé sur R et

Doncilexiste A € R* tq P’ = A(X — 2)?(X + 2)? = A(X? — 4)? = A(X* — 8X? + 16) et par suite P = A(——§X3+16X)+301‘1[361R.

A(T+——32)+ﬁ+10=0(L1)

A(2-2+32)+p-10=0(02)

De plus, P(—2) + 10 = 0et P(2) —10 = 0. Donc, . Et par conséquent, (L1) 4+ (L2) donne: 8 =

0. Par suite 4 (_—32+ & 32) =—-10donc A = — =,
3 . 128
Ainsi, P = —% (X? - —X3 + 16X) est la seule solution possible de notre probleme.
5
Réciproquement : P = —%58 (? - §X3 + 16X) est bien degré 5 et vérifie : P + 10 = (X + 2)3|

Ex 12Ter Soit P un polynéme de degré 2023 tel que P(0) = 1 et Vk € [1,2023], P(k) = k. Calculer P(—1).

PosonsT =P — X.

Comme degP > deg(X),deg(T) = 2023. De plus, Vk € [1,2023],T (k) = P(k) — k = 0. Donc, les entiers 1,2,3, ...,2022, 2023 sont 2023
racines distinctes de T. Comme le nombre de racines est égal au degré de T, T est scindé a racines simples et il existe un réel A non nul tel

que: T =A(X — 1)(X —2)..(X — 2023) = A[[2223(X — k). V'en déduis que : P = ,11‘[2023()( k) +X De plus, 1 = P(0). Donc,
1=P(0) = AT[2%%3(=k) + 0 = A(—1)2°23[[29%3 ) = —1(2023)!. Ainsi, A = [122%3(X — k) + X.

Par consequent

P(-1) =

(2023)'6t = (2023)‘

M2o23(-1—k)—1=— S [0k + 1) — 1 = (2023), (M%) -1 = ﬁ(zozm) —1=2024—1=2023.

(2023)I (2023)'

Ex13Soit P = X3+ X?+1.

1. Justifier que P admet une racine réelle et deux racines complexes conjuguées. On ne demande pas de les déterminer. On les note
ay, 0,03 .
2. Calculerayayaz , a; +a, +az et aja, + a1a3 + arz as.
3a+a a?+az? | ai+ay?
3. Endéduire a;® + ay? + az?, a;® + @, + as 2a123 1a223 1a222
4. Déterminer le reste de la division euclidienne de X7 par X3 + X2 + 1.En déduire a;” + a;” + a3’
- R- R ) o2 _ ( _) e 5
1. Etudions P: (t 346241 . P est dérivable sur Ret P'(¢t) = 3t2 + 2t = 3t (t + 5) D’ou les variations de P :
x 2 0 +
—00 - = 0
_ 3
P'(x) + - n

P (x) . / \ /y+oo

~ = 2 R . L = L, = =, .
CommeP (0)=1>0,P (—5) = 1. Grace aux variations et valeurs, et limites de P et la continuité de P, P s’annule une et une seule fois sur

Ren un réel a,eta; €] — 00,—§ [.

Comme P est de degré 3, P a trois racines complexes comptées avec leur multiplicité et dont une seule réelle ( d’aprés ce qui précede) . Les
deux autres racines sont donc complexes non réelles. Et comme P est a coefficients réels, ces deux racines complexes sont conjuguées. Soit
a, et az = @, ces deux racines complexes non réelles.

2. D’apres le cours, en notantag = 1,a; = 0,a, = 1,a; = 1les coefficientsde P, a; + a, + a3 = —Z— =—leta,a,a; = (— 1)3a° =-1.
as

Deplus, P=X34+X24+1=X—a))X —a,)X —a3) = X3 — (a; + a, + a3)X? + (a,a, + aya; + aya3)X + @, a,as. Donc par unicité
des coefficients, je peux identifier ces derniers et jobtiens a,a, + a,a; + a;a3 = 0.



a; + 2Re(a,) = —
RQUE: a; + a, +@; = a; + 2Re(ay) et a,a,@; = a;|ay|*et aja, + a,@; + a,@; = 2a;Re(a,) + |a,|?. Donc, a|ay|? = -1
2a;,Re(ay) + |a,|> =0
3. Alors,a? +a2+a?= (a1 +a, + a3)? — 2(q ay + ayaz + aa3) = 1.
Puis, a3 + a3 + ad = (a? + a? + a?)(ay + a, + a3) — (@?a, + aZa; + a %as + ;a2 + a2 + a a?)
= -1 —(a1az(ay + a2) + @y a3(a; + a3) + araz(a; +as))
—1—(ayay(ay+ a, + a3 —a3) + aya3(ay + a, + a3 — ;) + aa3(a+a, + az — ay))
—1—(aya;(—1—a3) + apa3(—1—ay) + @y a3(—1 — a3))
-1 —(—aa, —ay03 —a a3 — 3a0,a3)
—1-(0+3) = —4.

fi a?+az? | aitasz? | e ita,® e tapttas®-ag? | e tHapttast-an? | agttaytragt-as®
Enfin, >t -t T = 3 + + >

a az as a
1-a,? | 1-aj?

a,? as

1-a,? a?az?+alas?+aq ey’ 3 (@@ +ayas+a,as)?=2(a apas?+a a2 as+a,2a,as)

1 1 1
a,? + az? az? T ay? + ay? + as? —3= a2a?ag? (ayazaz)?
—2aiayaz(a+ata -2(-1)(-1
_ 123(11 2ta) g (1)( ) _3- s,
4. Effectuons la division euclidienne :

X7 X3+X%2+1
—1X7j;X6j;X4) X*—X3+X%2-2X+3
—X6— x*
— (=X —X5-X3
X5 —X4+x3
—(Xs;tX4;|:X2)_
—2X*4+X3-X2
—(=2X*_2X3 —2X)
3X3-X%2+2X
—(3X343X>
—4X%+2X -3
Alors —4X? + 2X — 3 est le reste de la division euclidienne de X7 parX3 + X2+ 1 et Q = X* — X3 + X2 — 2X + 3 est le quotient.
OnaX’ = P(X)Q(X) —4X? + 2X — 3. Donc, pour chaque racine a de P,a’” = P(a) Q(a) —4a? + 2a — 3 = —4a? + 2a — 3.

-3

=0
Donc, a;” + ay” + a3’ = —4(a > + a2 + ag?) + 2(ay +a, + a3) —3=—4—2—-3 = -5,

Ex 14 Montrer que P =1 — X();, Di_ X 13),(X 2 + -+ (= 1)"% est scindé dans R[X] et trouver sa forme scindée.

Soit k € [1,n]. Le monéme U (X) = (- 1)pw C7 Dp Hp;O(X — j) Admet k comme racine désquep — 1 > ki.e.p > k. Donc,
4 Kk=1) k(k—l)(k—z) k(k=1)...(k—=k+1)

P(k)=1— 1U(k)—1—2p1U(k)—1 = S e (C D

_ _ k! k! Kk k' k k _1\p1k-p — _ 1\k —
P(k) 0'(k k)! 1(k—1)! +2!(k—2)' 3'(k 3)' + +( 1) 0!k! Zp:O (p)( 1) 1 - (1 1) =0

Dong, les entiers 1,..,n sont n racines réelles distinctes de P. Or deg(P) = deg(U,) =n car Vp € [0,n — 1]],deg(Up) < deg(U,).

Donc P est scindé sur Ret P = codom(P) [[3=1(X — k) avec codom(P) = codom(U,,) = ﬂ

Ex 14bis Factorisation et application Soitn € N*et P = 1 + X + X? + --- + X", Factoriser P sous forme scindée dans C[X] . En déduire
2ikm
s i(e n = 1) puis [T3Z 1smk—
Soit z un complexe. Comme P(1) = n # 0, je suppose que z # 1.

n—-1
=0 2z"—1=0¢c zestracineniémede l'unitéetz # 1

P =0 1+z+22++2zv A
car z+1

= 3ke[ln-1]/z= eZU‘%.

Donc les complexes eZik% tq k € [1,n — 1] sont les racines de P. Ce sont n — 1 racines distinctes de P. Comme P # 0 et deg(P) =n—1, ce

sont les seules racines de P et sont toutes simples dans P. Ainsi, la forme scindée dePsurCestP = 1[[}zi(X — eZik%) =[IRziX — eﬁk%).

Alors, Tz (¢ = 1) =Tzi-1) (1- ¢ ) = (O iz (1- e ) = (- R P = (D)™ n

2ikm n—1ikm

ik \n—1
n 1 _ _Tn-19:cr k_” L on-1 kn n—1 _ i Zk —
De plus, en —1|=[[pz12isin—en = (2i) fom 1sm iy e ) =(2e" [Tez 1sm n
_ .(n-1)m k1T n—1 (n— 1) _ . km mn(n 1) _ .(n—1)n k1T in(n— 1)
=2""1e 2 ( n 1Sl‘n7)enzk 1"—2" 1t ( [ 1sm7)en 2 =2""1e! ( nlsin )e 2 =
km km km
on- 1 L(n iy} 4 (Hn 1sm )_ on- 1(em)n 1( - 1sm n) = n-— 1( 1)n 1( n 1sm )

km — L 1 . km n
Par conséquent, 2"~ 1(=1)"" 1( nlsin )— (=)™ n, A|n5|,( k=13m7) =

Ex 14Ter Soit P = 3X° - 10X* 4+ 15X3 - 15X?+ 10X — 3. Trouver la forme scindée de P sur R .

Ex 15 Soit 7 un entier strictement positif et P, = % [(X + D)2 — (X — )2+,

1. Montrer que P, appartient a R [X]. Préciser le terme dominant de P,.



2.  Montrer que P, est scindé sur R et déterminer sa forme scindée.
3. Montrer qu'il existe un polyndme @, de R[X] tel que : P,(X) = Q,(X?).
4. Factoriser Q,, sous forme scindée dans R [X].
3 1
5. Calculer les sommes : S, = ¥}, cotan® (T) et T, = Yp 1@
6. Prouver I'inégalité suivante : Vx € ]O, [ cotan®(x) < L< 12
X sin?x

7. Endéduire la limite de 211\{:1% quand N — +oo.

1. W . [22n+1 (anj- 1) (i)kx2n+i-k _ yzn+1 (an;l- 1) (_i)kX2n+1—k] — %[ 2nt1 (anj- 1) ik — (—i)k)XZ""'l‘k] _

[22n+1 (Zn + 1) (1— (- 1)k)ikX2n+1—k]

2n+1 2n+1 ky2n+i-k 2n+ 1\ opi1pinsi-2p-1| _ 1 2n+1 y2m—2
[an )2 X+ ] [Z1<2p+1<2n+1(2p+1 jEr+ixin+i-2p =7 g=o 2p+1 (=1)Pix=n-<p
mealr
_ 2n+1 2 2n+1 o2
h [Zv °<2p+1>( oree ] =[50 (g 1) Corxen)
J’en déduis que P, est a coefficients réels (et méme entiers) et deg P, = 2n et codom( B,) = (Zn ol

) )=2n+1.

2. Soit z un nombre complexe.

. i\ 2n+1
P(@=0 (z+ 1)2’”1 (z D At AL Gl N (Z—H)

i = =le Z—” est racine (2n+ 1)°™ de l'unité

zZ—1l

<:>E|ke[[02n]]z—+l—e 2n+1 4:)3k€[[02n]]z(1—e 2n+1)—(—l)(1+e zn+1)

o  3ke [[1,2n]],z(1 —e —) - (—) (1 +e n—)
car lrézalité
est impossible
pour k=0
. 20 KT km
(—l)<1+e 2"”) (=02 Cos( km )e n+1

. km
(1—9212n+1) (-20) sin(zz+1

or,Vk € [[1,211]],%21 €]0, n[\{g}. De plus, tan est injective sur]O,n[\{g} (puisque strictement croissante et positive sur ]Og [et strictement

km 1
< 3k € [1,2n],z = —cotan( )=—
{tznl o)~ )

km
)e 2n+1

croissante et négative sur | ;—r,n[). Donc, les réels j tq € [1,2n] sont tous distincts et sont donc 2n racines distinctes de P,. Comme
an|-—-—

(ZTL+ 1

deg(P,) = 2n, ces racines sont toutes simples dans P, et P, est scindée sur R: P, = (2n + 1) [[22, <X = ﬁ)

(2n+1

3. Po=Tpeo (3 4 1) (COPKEOD =5 (501 1) (1P = 0 (%) avee 0u) = Zpoo (1P (35 1 )X

p=0\2p+1 2p+1
an—p
z’racinede Q, © Q,(z) =0 P, (2) =0 < 3k € [1,2n],z = ;,m Donc les réels u;, = #tels que k € [1,2n] sont racines
(ZTL+1) an(2n+1)
de Q. Ces racines ne peuvent pas étre d|st|nctes car deg(Qn) = ndonc Q, a au plus n racines distinctes.
1 1 1
Mais = = = 7. DONC UL = Uy, Uy = Upp—q, ey Up—1 = Upn—_(n—1)- D€ PlUs, tan est
@n+1-kK)m (=k)m (=K 2 km
tan( 2n+1 ) tan(n+ +1) tan(zm_l) ( tan(2"+1)) tan(znﬂ)
strictement croissante et positive sur ]0,% [ etvk € [1, n]] il ]0,%[. Donc les réels u;, = #tels que k € [[1,n] sont distinctes. Ainsi
1 e
les réels u, = ———— tels que k € [1,n] sontn racines distinctes de Q,,. Comme deg(Q,) = n, les réels———— tels que k € [1,n] sont les
wn(z5) tan(55)
seules racines de Q,, et sont toutes simples dans Q,,. Enfin, codom(Q,,) = codom(B,) = 2n + 1. Ainsi, @, = 2n + 1) [Ir-; (X = ﬁ)
an®\ —
k ( L (2n+1) (2n+1)! (2n+1)2n(2n—1) 2:;1 1
—_yn 2 () i — _%n-1 _ _ 3len-2) _ 6 B 0=
4. S, = Y-, cotan (2n+1) somme des racines de Q, 3 T 1)0(2n+1) P p— —
u
2n+1
a”‘p:(_l)p(2p+1)
. . c;:eff. de Q,
et T, n_ 1 —yn sin® (gez) +0s*(5urs) =yr_ 1+ 05(5e7) =y [1 " 1 ]_n+n(2n—1) _ 2n(n+1)
- 1 . km \ — =1 . [Z3 - =1 . kmt \ =1 km - - |
Sln2(2n+1) sz(m) sz(zn+1) ¢ nz(m) 3 3
cos (x) 1 2 < 2 < 2 . <4<
5. Soitx € ]0 [ eyt szx S sin®(x) <x tan*(x) S sin(x) < x < tan(x).
carsin(x)z0

et tan (x)=0
Or, sin est concave sur]O,g[ et tan est convexe sur]O,g[(car Vx € ]0,%[,sin”(x) = —sin(x) < 0 ettan”(x) = 2(1 + tanz(x)) tan(x) > 0).

Donc sur ]O E[ la courbe de sin est en-dessous de sa tangente en 0 et la courbe de tan est au-dessus de sa tangente en 0. Ainsi,

1
carvx € ]O [ sin(x) < x < tan(x)et flnalementh((x)) = cotanz(x) SSSooan
" ™ 2( km ) < 1 < 1
6. Soitn € N*. D’aprés ce qui précéde, comme Vk € [1,n],—— st € ]0,2[, cotan (2n+1 < (k_n)z < le(k_n).
2n+1 2n+1,

n 2( km ) <yn 1 __—yn < Gn+)? (2n+1) 1 < .. n@n-1n’ n 1 _ 2n(n+1)m?

Alors, Yk=1 cotan (2n+1 = &k=1 (k_n)z = k=1smz(2 +1) e T <= 7 Xie= 12 Sn- Ainsi, 3(zn+1)? = “k=1k2 = 302n+1)?°
2n+1



n(2n-1)m? 2n*n? _ w? | 2n(n+1)m? 2n*n? _ m? . . n 1 A L.
Or, ~ =—et ~ = —. Dong, les deux suites qui encadrent ) i_, — tendant vers la méme limite
77 32n+1)? TP 30n?) T 6 3(2n+1)? " F®3un?) " 6 ’ ! Yk=1 k2
~ J’en conclus que lim Y7 -
P q o Zike=132 = ¢

Ex 16 Polynomes d’interpolation de Lagrange

. . P . . . . _ (X-b)(X-c), _ X-a)(x-c) _ (X-a)(x-b)
Version simplifiée Soit a , b et c trois réels distincts. On pose A(X) = )=o)’ X)) = C—0)0=0), et C(X) = TR

1. Montrersanscalculque:A+B+C =1

2. Soit P € R,[X]. Montrer que P = P(a)A + P(b)B + P(c)C et que cette écritrue de P comme combinaison linéaire de A, B et C est
unique.

Version compléte Soit (ay),—o.n (n + 1) réels distincts.

1. Montrer qu'’il existe un unique polynéme L; € R, [X] tel que : L;(a;) = 1let Vk € [0,n]\{i}, L;(ax) = 0.On donnera son expression
sous forme factorisée (scindée).

2.  Montrerque )7-, L; = 0.

Soit P € R, [X]. Montrer que P s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des polynémes Ly, ..., L.

4.  Application : On pose N (X) = [Tr=o(X — ap).
Soit a et b deux réels tels a < min {a; /k € [0,n]} et b > max {a,/k € [0,n]}.
Soit f:([a, b] = R) une application .
a. Montrer qu'il existe un unique polyndme P de R, [X] tel que : Vk € [0,n], P(ay) = f(ay).
b. On suppose de f est de classe €™V sur [a, b].

i Montrer que Vx € [a, b],3c €]a, b[, f(x) — P(x) =
NG (£~ P©) =@ (F) PO

ii. Justifier que M = supyg p)|f @) existe.
iii. En déduire que Vx € [a, b], |[f(x) — P(x)| <
Version compléte
1. Soiti € [0,n].
L; € R, [X]
Li(a) =1
Vk € [[O,n]]\{l}, Li(ak) =0

W

N(x)

(n+1),f"+1(c) (indication : on utilisera la fonction W (t) =

|b _a|n+1

|N(x)| et suppg pilf — Pl <

- (n+1)' (n+1)|

un polynéme non nul
de degré inférieuran .
qui admet n racines distinctes [@Qg» A1, - Qj—1,Aj41., Ay SONtles seules racines de L;,

L; € R, [X] est scindé aracines simples elles sont simples et il existe un réel A tq:

< Lia) =1 = Ly(X) = ATTk=o(X — i)

vk € [0,n]\{i}, ay est racine de L; k=i

etLi(aq) =1
Li(X) = ATke=0(X — ax)
ki
ad 1= Al—ll‘r{lzo(ai _ ak) A ad LI.(X) Hn (a —a )]._[k O(X ak)
k#i

Ainsi, L;(X) = ]'[k O(X a;) estle seul polynéme de R,, [X] tel que : L;(a;) = let Vk € [0,n]\{i},L;(ax) = 0.

0(a —ayg)
kzl

2. SoitT = (XFoL) —1
deg (T) < max (deg(L,),deg(L,), ..., deg(Ly), deg (1)) = n.

vk € [0,n],T(ax) = (X, ZL(_/ak) —1=1Lg(ar)—1=0.Donc, ay,a,, .. a;a, sontn + 1 racines distinctes de T. Donc T a
=0sii+k

strictement plus de racines que son degré et est ainsi le polynéme nul. ]’'en conclus que Y;7-, L; = 1.

3. SoitP € R,[X].

P est combinaison linéaire des polynémes Ly, Ly, ..., L, ©3(Ag, A1, ..., A,) € R*1/P =31 AL

&3, Ay, s 1) € RY/P =TI AL etV € [0,n], P(ay) = Tig AiLi (ar) = ALi(@) = A

SP =YY", P(a)L;

Donc si I'écriture de P comme combinaison linéaire des polynémes L, L, ..., L,, existe alors cette écriture est unique et P =

o P(a)L;. _

SoitT =P — Z?ZOP(ai)LL- .

deg (T) < max (deg(P),deg(LO),deg(Ll), ..,deg(L,)) = n.

vk € [0,n], T(ay) = P(ay) — X%, P(a) M = P(ay) — P(ay)Ly(ay) = 0.Donc, ay, ay, ...a;, a, sontn + 1 racines distinctes de

=0siizk
T. Donc T a strictement plus de racines que son degré et est ainsi le polyndme nul. J’en conclus que P = ¥, P(a;)L;.
Ainsi, P =Y ; P(a;)L; est'unique écriture de P comme combinaison linéaire des polyndmes L, Ly, .., L.
5. Application : On pose N (X) = [[i=o(X — ay). Soit a et b deux réels tels a < min {a, /k € [0,n]} et b > max {a, /k € [0,n]}.

Soit f:([a, b] = R) une application.

c. SoitP =Y, f(a;)L; Alorsdeg(P) < max(deg(Ly),deg(L,),...,deg(L,)) = ndonc P de R, [X].
Etvk € [0,n], P(ay) = X, f(a)L; (a) = fla)Li(ap) = f(ak) Donc P convient. Montrons que c’est le seul qui convienne :
Soit Q un autre de R, [X] vérifiant Vk, § (a;,) = f(ay). Posons T = P — Q. Alors deg(T) < max(deg(P),deg(Q)) < net
vk, T(ay) = P(ar) — Q(ay) = f(ax) — f(a,) = 0. Donc, ay,ay, ...a;, a, sontn + 1 racines distinctes de T. Donc T a strictement
plus de racines que son degré et estainsi le polyndme nul. 'en conclus que P = Q. ]’en conclus que P = Y7, f(a;)L; estle seul
polynéme de R, [X] vérifiant Vk, P(a;,) = f(ay).

d. On suppose de f est de classe C™*D sur [a, b].
iv. Soit x € [a, b].



lercasx € {ag.a,....a,} Alors (f(x)—ﬁ(x))=0et1V(x)=0dochc E]a,b[,w=0=(f(x)—ﬁ(x)).

28mecas:x & {ag.as,...a,}. Alorsoubienx < agoux > a, ouilexiste k € [0,n —1]/a;, < x < Apyq-

Rangeons les réels x,ay,a4,..,a, par ordre croissant et nommons -les by, by,.., b4, tels que by < by < -+ < b, qiet {x,aq,a4,..,a0,} =
(bo,by,.., bpsy }. Posons Vt € [a,b], W (t) = N(x) (f(t) - 15(1:)) —N@) (f(x) - P'(x)).

Alors W est de classe C™*V sur [a, b] car f et P le sont. De plus, W(by) = W(b;) =..= W(b,,,) = 0. Donc le théoréme de Rolle assure que
W' s'annule enc; g €]bg,bi[,ency 4 €]by, by[,..,ency , €]by, byiq[. Wprend donc au moins n + 1 la méme valeur 0.

Alors, le théoréme de Rolle assure que W'’ s’annule en ¢, o €]cyg,¢11[,ency g €]ci 1,611+ C2n-1 EIC1 n—1,C1n[. Donc, Wprend donc au
moins n la méme valeur 0.

On réapplique ainsi le théoréme de Rolle 3 W®) qui prend donc au moins n — 1 la méme valeur 0 et ensuite, W® prend donc au moins n — 2
la méme valeur 0....Donc, Yk € [0,n] W& prend donc au moins n — (k + 2) la méme valeur 0.

En particulier, W ™s’annule au moins 2 fois sur ]a, b[ . Alors le théoréme de Rolle assure que W ™*Ds’annule au moins 1 fois sur ]a, b|

en un réel c. Or, Vt € [a, b], W™D () = N(x) (f("“) (t) — P+ D) (t)) — N+ (p) (f(x) - ﬁ(x)) avec N+ (¢) =
(n+ 1! et P+ () = 0 (car deg(P) < net deg(N) = n+ 1 et codom(N) = 1) . Donc, N(x) (f(”“)(c)) =(mn+1)! (f(x) - ﬁ(x)).

- . RE)(rm+9)
Ainsi, Or,(f(X) - P(x)) =T
Ainsi, dans les deux cas, 3¢ €]a, b[, f(x) — P(x) = (Zf?):fnﬂ(c)

v. f®*Dest continue sur [a, b] donc |f ®* V| est continue sur le segment [a, b]. Ainsi, | f ™*1|est majorée sur [a, b] Donc, M =
Supjqp | f Y| existe et est finie.

vi. Vx € [a,b], 3¢ €la, b, F(x) = P() = (10 f™1(€) dome |f(2) = PG| = [ 41 (0)| = B 11 0] S Ve -or,
NGO = IMTimolx = @0l = Mimolx — axl < TTieolb — al = |b—al™** .Donc, vx € [a,b], If(x) = P()| < ;i [b — al™* . yen

P M 1
déduis que supjq p)If — P| < mlb —a|™*t

Ex 17 Soitn € N*,P = (X2 — 1)" et L,, = P™), niéme polynoéme de Legendre.

2
1. Donner une expression de L,.En déduire lavaleurde Y7_, (Z) .

2. Justifier que : pour tout I € [0,n — 1] , X2 — 1 divise P .
3. Montrer que : pour tout I € [0,n — 1], P® a au moins [ racines distinctes dans | — 1,1[.
4. Endéduire que L, est scindé sur R et que toutes ses racines sont dans | — 1,1] .

L P=(X?-D"=(X-DMX+D"etP = (x*—1)" =55, (1) (D kX,
degP = 2ndoncdeg(L,) = 2n —n = net codom(P) = 1 donc codom(L,) = @ et

2
De plus, d'aprés Leibniz, L, = S, (1) (X = DM® (X + )M = 32 (}) )(n 5 (X =D FEX DR =3 (p) (- DR+ D
n n—k 0% RN Tl \2
Donc, comme Y3, codom (( ) -1 "X +1) ) =0 (k) # 0. codom(L,) = n! Y¢_, (k) .
2 | 2 |
Jen déduis, par unicité des coefficients et en particulier du coefficient dominant, n! Y.3_, (Z) (2n) . Dong, Yp- (Z) =@ _ (Zn)_

RQUE: Ly, = Bit-q (3 (- D" () () Cor R =3 (7 )( Dk O x2kon, o

(2k-n)!

=
p=EJ sin pair

p=EJ +1 sin impair

2. 1 et —1 sont les racines de P et sont de multiplicité n dans P . Donc, pour tout [ € [0,n — 1], 1 et —1 sont racines de P(). Donc, pour tout
le[0,n—1],X?— 1 divise PO

3.Jesais que P(1) = P(—1).De plus, P est continue et dérivable sur [—1,1] donc le théoréme de Rolle assure que P’ s’annule sur ] — 1,1[ en
unréel ¢;. Alors, P'M = P’(¢;) = P(—1) = 0. De plus, P’ est continue et dérivable sur [—1,1] donc le théoréme de Rolle assure que P’
s‘annule sur] —1,¢;[ etsur]cy, 1[ enunréel c, 4 et c, 5.

Soit I € [0,n — 2] Supposons que, P a au moins [ racines distinctes ¢; 1,¢; 2, ..., ¢;; dans] —1L,1[tq—1 < ¢4 < ¢p < - < ¢; < 1.
Comme je sais de plus que PO (1) = PO(=1), j'aidonc: PO(=1) = PO(1) = PO(=1) = --- = PO(=1). De plus, PO est continue et
dérivable sur [—1,1] donc le théoréme de Rolle assure que PU+1) ¢annule sur] —1,1[enciy11,Cre1.2 - Caraa1td—1 <11 <1 <
Cr12 < €2 < < Oy < 0y < Cpraer < L

5. Enappliquant le théoréme de Rolle 8 P™~D qui s’annule (n-1) fois entre -1 et 1 et qui s’annule en 1 et —1, le théoréme de Rolle assure
quel, = P®™ sannule sur] —1,1[enc,q1,Cnz, ) Cpn - DONC, Cp1,Cra, -, Cpp SONt distinctes n racines réelles distinctes de L,

Comme deg(L,,) =n, les réels ¢, 1,Cn 2, -, CnnsONt les seules racines de L, et elles sont toutes simples dans L,, et L,, est scindée sur R et ses
racines sont toutes dans | — 1,1].

Ex 18 Soit P € R[X] tel que P scindé sur R et deg (P) = 2. On note A le coefficient dominant de P et a;,. ., & les racines de P de multiplicités
respectives non nullesm,,..,mg;ous € N*. a,,.., a; étant réels, on peut les ordonner. On impose donc: a; < a, <...< a,.
On aainsi, P = A[Tn=1 (X — a) ™.

1. Exprimer deg(P) en fonction de my, .., m.

2. Quelle est la multiplicité de a,.., a5 en tant que racines de P'? (multiplicité nul " = " pas racine)

3. Ici, je suppose que s = 2 (i.e. P a au moins deux racines réelles distinctes). Justifier que pour tout k € [1,s — 1], il existe ¢;, €

]ak; ak+1[ tel que W(Ck) =0.



1 deg(P) = Yo deg (X — a)™) = Niey my.
2. @y est racine de P d’ordre de multiplicité m,, i.e. P(ay) = P'(ay) = P"'(ay) =..= P™ D (a,) = 0 et P™I (a;,) # 0. Donc,
(P (ag) =..= (P ™2 (q) = 0 et (P ™D (a,) # 0. Donc, ay, est racine de P’ d’ordre de multiplicité m;, — 1, avec, par convention, si
my, — 1 = 0 alors ajn’est pas racine de P'.
3. Soitk € [1,s — 1]. Le théoreme de Rolle s' applique a P sur [ay, a1 ]: P est continue sur [a, aj4] et
dérivable sur Jay, a1 [ et P (ay) = 0 = P (ay,) donc il existe ¢, € lay, a1 [ tel que P'(c,) = 0.
4. ¢4,Cy, .., Cs_q SONt (s — 1) racines distinctes au moins simple de P'. Et @, est racine de P’ d’ordre de multiplicité m; — 1
, &5 est racine de P’ d’ordre de multiplicité m, — 1, ..., et a; est racine de P’ d’ordre de multiplicité mg; — 1.
Nous avons donc déja s — 1+ Y5_,(m;, — 1) racinesdeP".0Or,s =14+ Yj_(mp — 1) =s—-1+QCicyme) — Qroy D =s—1+
deg(P) — s = deg(P) — 1 = deg (P"). Donc les racines déja trouvées sont les seules racines de P’ et P’ est scindé sur R et

S s—1
H(X - ak)mk‘l] l_[(X - ck)] oun = deg(P) = Zk_lmk.
k=1 k=1 B

P'=2n

1. Soitz e C.
P2)= 2 +z* + 1=07*+7+1=0=Z=joul=§ & z* = jouz* =2
2im 2im
&zestuneracine4itmedej =es oudeji=es
zim 2kin _zin _zkin
<3k €e03]/z=eze s ouz=e 12e =
i ki i kit

Les complexesesez ete ee 2 tqk € [0,3] sont 8 racines distinctes de P. Comme deg(P) = 8, elles sont toutes simplexes dans P et la

forme scindée de P dans C sont P(X) = [[3_, (X — e(i?nJ'% )(X — e_(i?n an )
Done P(X) = [Tio (X* — 2cos (Z+ ) x + 1) ;
s s s '3 V3 Y3
pP= (X2 —2cos(g)X+1)(X2—2cos(g+E)X+ 1)(X2— 2cos(g+n)X+1)(X2 —2cos(g+7)X+1)
P=(X*-V3X+1)X?+ X+ D(X2+V3X +1)(X2 - X + 1).

1. a. Soit x un réel. Posons g,: (t - In(1 — 2xcos(t) + x2)). f (x) existe dés que g, est continue sur [0, 7r].

1.b. Soit x € R. (t » 1 — 2xcos(t) + x?2) est continue sur |0, 7[.

De plus, A= 4(cos?(t) — 1) = —4sin?(t) < 0. Donc pour toute valeur de x, 1 — 2xcos(t) + x2 > 0. Alors, comme In est continue sur R**,
y: (t » In(1 — 2xcos(t) + x2))est continue sur |0, 7[.



lc.Six=1,g;: (t - ln(Z - Zcos(t))) n' est pas définie en 0 et tend vers —oo en 0, donc n’est pas non plus prolongeable par continuité en 0.
Six # 1,pourt =0, 1—2xcos(t) +x*=1—-2x+x2=(1—x)2>0.Donc g,:(t » In(1 — 2xcos(t) + x%))est continue en 0.

Ainsi, g,.: (t = In(1 — 2xcos(t) + x?)) est continue en 0 si etssi x # 1.

De méme, g,: (t = In(1 — 2xcos(t) + x2)) est continue en 1 si etssi x # —1.

1.d. Ainsi, six € ]R\{—l,l} alors g, est continue sur [0,7] donc f(x) existe.

o e 2k _2kn
2.a.Soitn € N*. (1—2xcos( )+x) [ 1(x—eln)(x—e Ln)=Hﬁ=1(x—eL2n)H2=1(x—e ’Zn)

_xHl (x—1)(x+1)1_[ ( —ei%)n:;i(x—e_i%)]—i-i-l( 2n 1)=<x;n__11>(x+1)=<(x?i>( +1)

= (;;"_-11) (™ + D(x+ 1).
2b. Soit x réel tel que |x| # 1 et n entier naturel non nul .
Sp(x) = % _,In (1 — 2xcos ( ) +x2) = —ln []'[ (1 — 2xcos ( ) +x )] Zln [(x;_zl) (x+ 1)].
2.c. S, (x) est une somme de Riemann de g, sur [0,7]. Comme g, est continue sur [0, n],nlier Sp(x) = fongx(t)dt = f(x).
1er cas |x| < 1.Alors nl—i>Too x*" =0 donc nl—i»IPoo Sp(x) =0.
2tme cas |x| > 1. Alors x? > 1et 0 < x™2 < 1 donc lim (xz)" =0et nETm(x‘z)” =0.

Alors, $,(x) = ZIn [( @+ 1] ="In[x2n (22 2")( +1)] ZInfx?"] +ZIn [(“J{’j—‘l”)(xﬂ)]
Sp(x) = —2n1n|x| +- ln [( Zn) (x+ 1)] = 27tn|x| +—ln [( )(x + 1)] Ainsi, liTan(x) = 2mtn|x|.

- _( Osilxl<1
Ainsi, f(x) = {annlxl sifx| > 1

Je remarque que f est prolongeable par continuité en 1 et en —1 par la valeur 0 puisque liTl 2mtin|x| = 0.
X—->T

V Décomposition en éléments simples

5
Ex 23 1) Calculer I = [} d

0 t44+3t3+4t243t+1

3
Cdt.

0 t3+41

dt apres avoir justifié son existence. Faites de méme avec | =

2n+1
3. Calculer lim SyolU Sy =XYn_ .
No+oo N N En—lnz(n+2)2
« 5 . AR ool 3—2x*
4. Déterminer I'expression de la dérivée nieme de f(x) = AL

Ex 24 Soit I'équation différentielle (E) : x(x + 1)y" + (x — 2)y’' — y = 0. Vérifier que (E) admet une solution polynomiale ¢ puis résoudre
(E) sur]2; +oo[ en cherchant les solutions sous la forme f (x) = k(x) ¢(x).

EX 25 Soit P € R[X] tel que P scindé sur R et deg (P) = 2. On note A le coefficient dominant de P et @, .., ag les racines de P de
multiplicités respectives non nulles m4,..,mgous € N*. a4,.., g étant réels, on peut les ordonner. On impose donc: a; < a, <...< a@,. On
aainsi, P = A[Tj=1(X — a) .

l. Décomposition en éléments simples de %guand P est scindé sur R. On pose F(t) = 7 ((t))
1. Donner une expression de P’ grace a la forme scindée de P. (on utilisera la formule (Hk 1P =)
2. Endéduire que Vt € Dy, F(t) = Y5 17

5t"‘—16t3+3t +20t 4
3. Application : Déterminer f —— . > ... dt (on précisera sur quel intervalle on travaille).
—4t*+t34+10t2-4t-8

Comme P = A[[j-1 (X — ak)mk/ P'=2%51((X = a)™) TTjaa (X — @)™ = A X5y mye (X — o)™ [[j=1(X — ;)™ .Donc,

pourtoutt € D.

j*k Jj*k
— AXfmy My (t—ap) k1 l_[§=1(f—0¢j)m’ my(t—a)™et H§=1(t—0¢j)m’ H?:l(f—aj)mj
P _ jzk _ s jzk _ s Mlt=a )™ Gk s Mk
B(t) AT, (t—a )™ k=1 T8, (t—a)™ k=1 (t—ag)™ By (t-ap™ — “k=1(t-ay)
Jj*k

4_ 2
Application: f(t) = % i((t? avec P(t) = t5 — 4t* + t3 + 10t% — 4t — 8. f est continue sur Df donc admet des

primitives sur tout intervalle inclus dans Df. De plus, P(t) = (t — 2)3(t + 1)%( our obtenir cette factorisation j'ai remarqué que -1 et 2 sont
racines de P, j’ai cherché leur multiplicité dans P en regardant si ces valeurs étaient racines de P’, P" ..et ensuite j’ai comparé nombre de

racines trouvées avec deg(P)). Donc Df =R\{2, —1}. Et d’apres ce qui précéde, Vt € Df, f(t) = — 5+ Donc F: (t-3n|t—-2|+
2In|t — 1| + cste) est la forme générale d’ une primitive de f sur tout intervalle inclus dans Df.

1l. Décomposition en éléments simples de — guand P est scindé sur R a racines simples.

On suppose ici que m; =m, =..=m; = 1 i.e, toutes les racines de P sont réelles et simples . On pose Vt € D, G (t) = 5o
La décomposition en éléments simples de G est de laforme : Vt € D, G(t) = X5 1% ol uy, .., usconstantes réelles.

4. Soitj € [1,s]. Justifier que ﬁ(arj) # 0 et montrer que lim (t a])G(t)

1
k 1P(oz)t ay

P(a)

5. Endéduire que:Vt € D, G(t) = (Cestla decomposmon en éléments simples de G).

6. Application : simplifier Sy = 3N _. puis calculer sa limite .

1
n3-2n2-n+2
(f—aj) _ 1
F=1(t—ar) A= (t—a)
k)

D'autre part, P(X) = A[[=1 (X —ay) doncP'(X) = AX5 (X — ) [lio (X — ) = le:1 Hi:1(X —a;)

ik ik

D’une part, Vt € D, (t—a )G(t) = . Dong, tle (t—a)G(t)

Ank 1(“1 @)



Donc P'(a;) = A ¥5- 1]'[ 1(0{ ai) = ATIi- 1(0{ ai) . Ainsi tll)rlrzl(t - aj)G(t) == (1
5.

Ainsi, Vt € D, G(t) =
6.

i#j
. (t-aj)u (t=ay)u , i _1
Enfin, (t ])G(t) =¥s_ #’ck uj + ¥y !k Uk . Donc, tll)rlrzl(t - aj)G(t) = u; et parsuite, u; = P(a))’
k#j J Y
g & 4
k=117(ak) t—ay’
1

Sy=YN_ 3755 - Posons P(X) = X3—-2X2—-X+2etG(t) = m AlorsP(X) = X?2(X—-2)-(X—-2)=(X-2)(X?>-1) =
X-2)(X+ 1)(X — 1). Donc P est scindé a racines simples. Par conséquent, le résultat précédent s’applique et

V€D 6O = it o * Fai 2t tora T3

Alors, Sy = Lr;ﬁﬁ%%ﬁ D e Y R P B L) Yiler EoR ) N sl i) e

= (o) () G i) oG a ) (e

Sy = = 5 = Donc 11m Sy =1

6 3(N-1) ' 6N 6(N+1) 6

11l. Partie polaire d’un pdle simple ou double.
Soit F = é une fraction irréductible.

7.

8.

(

Montrer que si a est un pole simple de F alors sa partie polaire est —tel quea = a) ou B(t) = B(t)(t —a)

Montrer que si a est un pole double de F alors sa partie polaire est - )2 ( — % eth = (E) ()

ol B(t) = B(t)(t — a)?

Soit F(t) = ﬁ tel que B(a) # 0. Dong, en notanti la partie polaire dans la décomposition en éléments simple de F, on a :
F(t) = T EEZ; Donc, % ={t—-a)F(t)=a +30 C(t) (t — @) et par suite, AE ;= P—»a% = %i_}r’g(t —a)F(t) =a.

Soit F(t) = #ﬁt)a)z tel que B(a) # 0. Donc, en notant i a)2 + s la partie polaire dans la décomposition en éléments simple de F,
ona: F(t) = +£© pon &=(t—a)zF(t)=a+b(t—a)+C(t)(t—a)2etparswte A@ _ Jim 40

(t- a)z (t- a) B "B B(t) B(@) ~ t-aB®
c(t)

lim(e — @)?F(t) = a. De plus, (E) ) =2(t—a) FOO+(t—a)’F({t)=b+ (E) (©)(E = @)? +2(t — @) fia et et par suite,
( ) (a)—hm( ) (t) = b.

VI Les fonctions polynomiales
Ex 26
A chaque fonction polynomiale f (resp.g), on associe le polynéme P (resp. Q).

1.
2.

Justifier de deux manieres que tout polyndme a coefficients réels et de degré impair a toujours une racine réelle.
Quelles sont les fonctions polyndmiales f vérifiant : Vn, f™(0) = 0 ?
Existe-t-il des fonctions ¢ non nullles telles que VYn, ™ (0) = 0 ?
Si f et g sont deux fonctions polynémiales de degré 6 ayant 6 racines en commun, quelle relation y-a-t-il entre ces deux fonctions ? Sion
ajoute que f(x)~;9g(x), que peut-on dire de f et g?
Que peut-on dire si ¢ ou ¥ n’est pas polynomiale mais ¢ et ¥ s’annulent en 6 valeurs communes et sont équivalentes au voisinage de
+oo ?
Démontrer que si f et g sont deux fonctions polynémiales qui coincident sur un intervalle I non vide et non réduit a un point alors f = g
partout et f et g ont les mémes coefficients.
Que peut-on dire si @ ou ¥ n’est pas polynomiale mais ¢ et ¥ coincident sur un intervalle non vide et non réduit a un point ?
Parmi les courbes suivantes, quelle sont celles qui ne peuvent pas étre la courbe d’une fonction polynomiale de degré 5 ? Et expliquer
pourquoi ? On précisera pour chaque courbe, si cette courbe peut étre la courbe d’une fonction polynomiale et le cas échéant de quel
degré ?
1. Premiere méthode : en appliquant le TVI a la fonction polynomiale associée qui est continue et dont les limites en 40 et
en —oo sont de signes opposés.
Deuxieme méthode : en utilisant le fait de que tout polyndme réel non constant admet un nombre de racines complexes (dont
réelles) égale a son degré mais posséde un nombre pair de racines complexes non réelles.
2. Seulela fonction polynomiale nulle vérifie vn, £ (0) = 0 puisque Taylor affirme que : si f est polynomiale alors vt €

R f(t) =¥N_ L@ gy N e Net N = deg (P).

n!
3. Fetgsontalors scindées avec les mémes racines et méme multiplicité donc il existe un réel A non nul tq : Vt € R, f(t) = Ag(t). Side
plus, F(X)~ 4o g (X) A = Let f = g.
@ et ¥ n’ont alors en commun que ses 6 valeurs... ailleurs elles peuvent étre totalement différentes.
4. PosonsT le polyndme tel que T = f — g. Alors T est polynomiale et admet touts les réelles de I'intervalle | comme
racine. Comme | contient au moins deux réels distincts, I contient tous les réels compris entre ces deux réels donc |
contient une infinité de valeurs qui constituent une infinité de racines de T. Ainsi T est le polynéme nul donc f = g.

0six>0 et W (x)=

et ¥ peuvent n’étre égales que sur I et nulle part ailleurs comme le prouve les fonctions @(x) = { .
pet¥p gales q P P PO =12 4 1six<0

{Osix>0
—1six <0~



—1 0

—1 =]

—1 a4

—1 5

—1 =]

=20

==

—za]

NON, ce n’est pas la courbe d’une fonction polynomiale de degré 5. En effet,
cette fonction g s’annule 7 foissur R (en a, b ... et t) et ne peut donc pas étre
polynomiale de degré 5.
g pourrait par contre étre polynomiale. Dans ce cas, ses racines réelles sont toutes
simples puisqu’aucune tangente aux points d’abscisses a, b, ¢ ..., t n’est horizontale. Cela
signifie que g’ ne s'annule pasena,nien b ..., ni ent. Et par conséquent, ces racines
réelles sont simples. Mais elle pourrait aussi avoir des racines complexes ....
de degré 7 de la forme :
gx)=16(x—a)(x—b)(x—c)(x—d)(x—e)(x —s)(x —1t)

Ou de degré 9 de la forme

gx)=23x—a)(x—b)(x—c)x—-d)(x—e)x—s)(x—t)(x®* +x+1)
Ou de degré 11 ou 13 de la forme
gx)=23x—a)x—b)(x—c)x—d(x—e)(x—s)(x — ) (x> + D*(x2+x+ 1)

NON, ce n’est pas la courbe d’une fonction polynomiale de
degré 5. En effet,

cette fonction g s’annule une infinité de fois sans étre la
fonction nulle. Donc, |g n’est pas polynomiale du tout. On
remarque en outre que sa dérivée s’annule aussi une infinité
de fois sans étre la fonction nulle.

NON, ce n’est pas la courbe d’une fonction polynomiale de degré 5. En effet,
cette fonction g tend vers +o0 en +oet en — oo . Or une fonction
polynomiale de degré 5 tend vers deux infinis opposés en +o0 et en — o,

Par contre, g peut étre polynomiale : g s’annule 3 foissur R ena,b,etcet g’
s’annule en a mais pas en b, ni en c. Donc a est racine au moins double de g
et b et ¢ sont simples. g peut avoir d’autres racines complexes...g tend vers
vers +0o0 en +ooet en — oo, donc si g est polynomiale alors deg(g) est pair et
codom(g) > 0.0npourrai avoir

g(0) =4(x —a)*(x —b)(x — ©)

gx) =13(x —a)*(x = b)(x —c)(x*> + 1)

Ou encore

Ou encore .....




NON, ce n’est pas la courbe d’une fonction polynomiale de
degré 5. En effet,

cette fonction g ne tend pas vers l'infini en +0. g n’est
d’ailleurs pas polynomiale du tout car elle n’est pas constante
et tend vers une limite finie L en +o0. Or, toute fonctino
polynomiale non constante tend vers l'infini en I'infini.

o

NON, ce n’est pas la courbe d’une fonction polynomiale de degré 5. En effet,

cette fonction g’ s’annule 7 fois sur R et g’ ne peut donc pas étre polynomiale de degré 4.
g pourrait par contre étre polynomiale. Dans ce cas, a, b, ¢, d, et e sont les seules racines
réelles de g mais g peut avoir des racines complexes (deux a deux conjuguées puisque g
est une fonction réelle). D’apres les tangentes de Cg aux points d'abscisses a, b, c,d et e,
a, d et e sont des racines réelles d’ordre de multiplicité au moins 2, b et ¢ sont simples et
De plus, étant donné les limites de g en 1o, deg(g) est impair et codom(g) > 0.on
pourrait avoir :

g(x) =16(x —a)*(x — b)(x — ¢)(x — d)3(x — e)?

impossible Cf exemple ci dessous .

Ou
g(x) =157(x —a)>(x — b)(x — c)(x — d)?(x — e)?>(x? —x + 1)*(x? + 1)?
Ou ...

Oui c’est possible que g soit une fonction polynomiale de degré 5. En effet,

g ne s’annule que deux fois sur R en a et b qui sont de multiplicité au moins 2.

g’ ne s’annule que 3 fois sur R

les limites de g en +oo sont infinies et opposées.

g pourrait peut-étre étre de la forme : g(x) = —=7(x — a)?(x — b)?

NB : Comme deg(g) = 5 et a et b ont des multiplicités p et g supérieures a 2. Alors, 0 <
5 —a— b < 1. Par conséquent, le quotient Q (x) de la division euclidienne de g(x) par

(x — a)P(x — b)? est de degré 0 ou 1. Mais si deg(Q) = 1, cela signifie que Q (x) = ux +
v avec u et v réels et Q a une racine réelle —v/u distinctes de a et b . Donc g aurait une
autre racine réelle ce qui est exclu. Ainsi deg(Q)=0i.e. Q =cste non nulle et ainsi, p + q = 5
doncp=2etq =3o0up =3etq=2etgn’apasdautres racines complexes.

Ainsi, si g est polynomiale de degré 5 et a la courbe ci-contre alors nécessairement :

g@x) = A(x —a)* (x —b)3 ou g(x) = A(x —a)*(x — b)? avec1 € R™".

Alors g'(x) = A(x —a)(x — b)?(x — c)ou g'(x) = A(x — a)?*(x — b)(x — ©).

Or on lite sur la courbe que g’ s’annule en a mais sans changer de signe ( g’ est négative a
gauche et a droite de a) . Par contre, g’ s’annule en changeant de signe en b (positive a
gauche de b et négative a droite de b) . Donc nécessairement, g’(x) = A(x — a)?(x —
b)(x — c) et donc

g(x) = M@E=@)3(x — b)2. Pour calculer A, il suffit de prendre une valeur de g particuliére
(autre que g(a) et g(b)....)

NB : 'allure de Cg au voisinage de a est celle d’une fonction polynomiale de degré impair
lors que I'allure de Cg au voisine de b est celle d’une fonction polynomiale de degré pair.
En reprenant 'exemple précédent (exemple 5) et en faisant le méme type de
raisonnement, on voit la puissance (x — a) est impaire supérieure a 3, celles de (x —

d) et (x — e) sont paires supérieures a 2. .

Dans I'exemple 3, la puissance de (x — a) est paire sup a 2.










