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TD 15 Polyndmes

I Opérations, unicité des coefficients, degré, les polynomes dérivés.

In(1+x) _ . 1
= Xk (D T e x* + 0o (x™) ol @y = Z’;=1; .

Ex 1 Produit de deux fonctions polynomiales. Montrer que : f(x) =

Ex 2 Déterminer tous les polyndmes P tels que P(X?) = (X2 + 1)P(X) par analyse-synthése. Dans I’analyse, on cherchera
d’abord le degré d’un tel polynéme.

Ex 2 bis Solutions polynomiales d’une équa. diff.

1. Chercher toutes les fonctions polynomiales solutions de I’équation différentielle (E): (x2 + 1)y" — 2y = —x.

2. Déterminer une solution polynomiale ¢ non nulle de (EH).

3. En déduire toutes les solutions de (E) en les cherchant sous la forme y(x) = k(x)@(x) (c’est ce qu’on appelle la méthode
de variation de la constante pour les équa.diff. d’ordre 2 a coefficients non constants)

Ex 3 Degré et unicité des coefficients
Soit f(P) = (X2 + X)P"(X) + (2X + DP'(X) .
1) Montrer que VP € R, [X], f(P) € R, [X].
2) Soit P € R[X] tel que P # 0 et tel qu'il existe A un réel vérifiant f(P) = AP.
Onnoted = deg(P) et P =X¢_,a,X*tqay # 0.
a) Démontrerque: Al =d(d+ 1)etvke{0,1,..,d—1}, a3, =

b) En déduire que : Vk € {0,1,...,d},, a; = % o

c) Démontrer qu'il existe un seul polynéme Q, unitaire, (i.e. codom(Q,) = 1) tel que f(Q,) = d(d + 1)Q,.

(d-k)(d+k+1)
(k+1)? ke

Il Taylor-Divisibilité-Racines.

Ex 4 Formules de Taylor pour les polynomes

1. Déterminer tous les polynémes P € R,[X] telsque: P(—1) = 1,P'(—1) = =2 et P"(—1) = 3.
2. Déterminer tous les polynémes P € R[X] tels que P(3) = P’(3) + P”(3).

Ex5

1. Déterminer un polyndme U de degré 2 a coefficients dans Z qui admet 1 4+ v/2 comme racine.

2. SoitP = 2X> —4X*— 2X3 + 3X? — 5X — 4. Déterminer le reste de la division euclidienne de P par U.
3. Endéduire P(1+v2)

Ex 6
1. Déterminer tous les polyndmes de R[X] qui vérifient P(X + 1) = P(X).
2. En déduire tous les polynémes P de R[X] tels que : (X + 3)P(X) = XP(X + 1).

Ex 7 Déterminer le reste de la division euclidienne d’'un polyndme P de K[X] quelconque par B = (X —a)(X —b) avecaet b
deux scalaires.
Ex 7 bis Soitn € N et 6 € R. Déterminer le reste de la division euclidienne de P = (cos(8) X + sin (0))" par B = X% + 1.

Ex 8 Soitn € N*. Montrer que 1 est racine de P = X?" — nX™*! + nX"™"! — 1 et déterminer son ordre de multiplicité. Factoriser
P par (X — 1)%

Ex 9 Montrer que : X* + 2X% + 4X — 1 n’a que des racines simples.

Ex 10 1. Soit n € N*. Déterminer les réels a et b tels que : (X — 1)2divise aX™*! + bX™ + 1 et on déterminera alors le quotient.
2. Déterminer tous les couples de réels (a,b) tels que X? + aX + 1 divise X* — X + b.

Ex 10 bis Soitn € N*.

1. Montrer que (X —2)(X — 3) divise (X —3)"+ (X —2)"—1

2. Déterminer le quotient. (indication : on écrira(X —2) = (X —3) + 1 puis X —3) = (X —2) —1).

Ex 10 Ter Soit n € N et a € R. Montrer que X2 — 2Xcosa + 1 divise X"sina — Xsin(na) + sin(n — 1)a.

Ex 10 Quater Montrer que X2 + X + 1 divise X311 + X82 4 x15,

Ex 10 Quinquies Pour quelles valeursden, B = (X% + X + 1) divise-t-il P = (1 + X)" — X" — 1



Ex 11 Soit f la fonction sur R\{1} définie par : f (x) = :Tx .
Justifier que f est de classe C®sur R\{1}.

Montrer que pour tout n € N, il existe un unique polyndme P, € R[X] tel que : Vx € R\{1},f™(x) = %.
Déterminer le degré et le coefficient dominant de P, et justifier votre réponse . Et Calculer 2,(1) .

Vérifier que f est solution d’une équa.diff. En déduire que : P, ;(X) = n(X — 1)P,_,(X) + ((n +2) — X)P,(X).
En déduire que : pour toutentiern > 1, B,(X) = —nP,_,(X) .

Démontrer, par I'absurde, que pour tout entiern = 1, P, n’a que des racines simples .

Soit n et k entiers tels que : 0 < k < n. Trouver une relation entre Pn(k) et P,,_; et en déduire la valeur de P,fk)(l).

—x)2 _y\n _wk
En déduireque:Pn(X)=n!(1+(1—X)+%+---+%)— '( }jzo(lk)‘() )

© N oV Pk w N E

lll Relation nombre de racine/degré - Forme scindée - Relations coefficients/racines.

Ex 12 Déterminer tous les polynémes de degré 3 multiple de X — 1 et dont les restes des divisions euclidiennes par (X — 2), par
(X — 3) et par (X — 4) sont égaux.

Ex 12bis Déterminer tous les polyndmes P de R[X] de degré 5 tels que P + 10 soit divisible par (X + 2)3 et P — 10 soit divisible
par (X — 2)3 (indication : considérer P’).

Ex 12Ter Soit P un polyndme de degré 2023 tel que P(0) = 1 et Vk € [1,2023],P(k) = k. Calculer P(—1).

Ex13Soit P = X3+ X2+ 1.

1. Justifier que P admet une racine réelle et deux racines complexes conjuguées. On ne demande pas de les déterminer. On
les note ay, @y, a5 .

2. Calculeraja,as , a; +a, +a; et a;a, +aya; +a, as .

3. Endéduire o, + a,” + a3?, a;% + a,® + a3?, “2:?32 “1:‘;32 + “1:;122

4. Déterminer le reste de la division euclidienne de X7 par X3 + X2 + 1. En déduire a;” + a,” + a3’

X(X-1) _ X(X-1)(X-2) X(X-1)...(X—n+1)

Ex 14 MontrerqueP =1 — % +— 3| + -+ (=1 - est scindé dans R[X] et trouver sa forme
scindée.
Ex 14bis Factorisation et application Soitn € N*et P = 1+ X + X2 + -+ + X"~ 1. Factoriser P sous forme scindée dans C[X] . En

2ikm
, . — —_— . _ . km
déduire [T7Z1 (e n — 1) puis ]—I}}:}SMT.

Ex 14Ter Soit P = 3X% - 10X* + 15X3 - 15X% + 10X — 3. Trouver la forme scindée de P sur R .

Ex 15 Soit n un entier strictement positif et B, = % [(X + D)2+ — (X — ).
1. Montrer que P, appartient a R [X]. Préciser le terme dominant de P,.

2. Montrer que P, est scindé sur R et déterminer sa forme scindée.
3. Montrer qu'il existe un polynéme Q,, de R[X] tel que: P,(X) = Q,(X?).
4. Factoriser @, sous forme scindée dans R [X].
. _n 2 ( km _vn 1
5. Calculer les sommes : S, = X}_; cotan (—2n+1) et T, = Zk:l—sinz( -
2n+1
6. Prouver I'inégalité suivante : Vx € ]O,E[, cotan®(x) < iz < _12 .
1 2 X sin“x
. . . N _ N
En déduire 1\}1_1}1110o Sy ol Sy = Xy=17>

Ex 16 Polynomes d’interpolation de Lagrange

. . igs s . .o _— _ x-p)(x-0), _ x-a)(x-c) _
Version simplifiée Soit a, b et c trois réels distincts. On pose A(X) = abao ,B(X) = T etC(X) =

(X-a)(X-b)
1. Montrersanscalculque:A+B+C=1
2. Soit P € R,[X]. Montrer que P = P(a)A + P(b)B + P(c)C et que cette écritrue de P comme combinaison
linéaire de A, B et C est unique.
Version compléte Soit (a;,)y—o., (1 + 1) réels distincts.
1. Montrer qu’il existe un unique polynéme L; € R,, [X] tel que : L;(a;) = let Vk € [0,n]\{i}, L;(a;) = 0.0n donnera son
expression sous forme factorisée (scindée).
2. Montrer que -, L; = 0.
Soit P € R,,[X]. Montrer que P s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des polynémes L, ..., L,,.
4. Application : On pose N(X) = [17-o(X — ap).
Soit a et b deux réels tels a < min {a, /k € [0,n]} et b > max {a, /k € [0,n]}.
Soit f:([a, b] = R) une application .
a. Montrer qu’il existe un unique polynéme P de R, [X] tel que : Vk € [0,n],P(a;) = f(ay).

w



b. On suppose de f est de classe C(™*1) sur [a, b].
i Montrer que Vx € [a, b],3c €]a, b[,f(x) — P(x) = %f"“(c). (indication : on utilisera la fonction

W) = N (F(©) — P@®)) = NO(f(x) — P(x))).

ii. Justifier que M = supyq ) |f™**| existe.

4, . M
iii. En déduire que Vx € [a,b],|f(x) — P(x)| < D)

M
(n+1)!

IN(x)| et Supjgplf — Pl <

|b_a|n+1_

Ex 17 Soitn € N*,P = (X2 — 1) et L, = P™,
n 2
1. Donner une expression de L,.En déduire la valeur de Y7_, (k) .
2. Justifier que : pour tout ! € [0,n — 1], X? — 1 divise P® .
3. Montrer que : pour tout! € [0,n — 1] ,P® 3 aumoins [ racines distinctes dans] — 1,1].
4. En déduire que L, est scindé sur R et que toutes ses racines sont dans | — 1,1] .

Ex 18 Soit P € R[X] tel que P scindé sur R et deg (P) = 2. 0n note A le coefficient dominant de P et a;, .., a, les racines
de P de multiplicités respectives non nullesm,,..,mg; ous € N*. a;,.., a5 étant réels, on peut les ordonner. On impose donc :
a; < a, <...<ag.Onaainsi, P = A[[[o;(X — a;)™*.
1. Exprimer deg(P) en fonction de m,,..,m;. On note D = R\{a;, a5, .., ay].
Quelle est la multiplicité de a,, .., a, en tant que racines de P'? (multiplicité nul " = " pas racine)
3. Ici, je suppose que s = 2 (i.e. P a au moins deux racines réelles distinctes). Justifier que pour tout k € [1,s — 1], il
existe ¢, € |ay, .| tel que P'(c,) = 0.
4. Déduire de ce qui précéde que P’ est aussi scindé sur R et donner sa forme scindée.

Ex19 SoitneN. On va étudier I'existence et les propriétés des polyndmes P, tels que :Vt eC\{0}, B, ( t+ %) =t"+ tin .
Montrer que si P,existe alors P, est unique.

Justifier que Py(X) = 2 et P, (X) = X puis en développant (t + %)2 déterminer P, (X).

Montrer que : pour tout neN, P, existe et pour tout neN, P, .,(X) = X.P,.1(X) — B,(X).

Déterminer le degré de P, et son terme dominant (avec preuve) .
Montrer que : pour toutn € N*, P, est scindé dans R[X] et déterminer sa forme scindée

o ukw N R

e P ;s s 3T
En utilisant les résultats précédents, donner les valeurs de cos (E) et cos (E)

IV Factorisation en produit de facteurs irréductibles de R[X].

EX 20 Soitn € N*. Factoriser les polyndmes suivants en produit de facteurs irréductibles de R[X]
1. P= X% + X* + 1.

P= (1—-X?3 + 8Xx3.

P=X%+1

P = X™ — R"™ ol R réel strictement positif

P=X?"—2cos(0) X" +1 oub € [0,

ukhwN

EX 21 Factoriser les polyndmes réciproques suivants en produit de facteurs irréductibles de R[X]
1. P=X® +2X°+3X* +2X*+ 1.
2. P=X"—5X°+8X5-4X*—4X3 +8X2—-5X+1.

EX 22 Sommes de Riemann. Soit f la fonction définie par : f(x) = fon In(1 — 2xcos(t) + x?) dt (ou x variable réelle)
1. Domaine de définition de f.
a) Compléter la phrase : f(x) existe dés que .............
b) Montrer que pour toutx € R, g,: (t = In(1 — 2xcos(t) + x2))est continue sur ]0, 7.
c) Montrer que g,: (t » In(1 — 2xcos(t) + x?))est continue en 0 si etssi x # 1. Tourver une condition nécessaire et
suffisante sur x pour que g, soit continue en .
d) Endéduire que f est définie que R\{—1; 1}.

2. Soit x réel tel que |x| # 1 et n entier naturel non nul, on note S,, (x) = %ZZ=1 In (1 — 2xcos (%n) + x?).
. n _ km 2y _ (%P1
a) Montrer que: []}_,(1 — 2xcos ( " ) +x°) = ( — )(x +1).

b) En déduire S, ().
3. Endéduire une expression simplifiée de f(x) selon que |x| > 1ou |x| < 1.



V Décomposition en éléments simples

ts R S, . . N

Ex 23 1) Calculer I = f ———————dt apres avoir justifié son existence. Faites de méme avec ] =
0 t4+3t3+4t2+3t+5 )

N n+

n=1 2(n+2)2'

0 ¢3+1

3. Calculer lim Syou Sy =
N—-+o0
3-2x*

4. Déterminer 'expression de la dérivée nieme de f(x) = T

Ex 24 Soit I'équation différentielle (E) : x(x + 1)y” + (x — 2)y’ — y = 0. Vérifier que (E) admet une solution polynomiale ¢
puis résoudre (E) sur ]2; +oo[ en cherchant les solutions sous la forme f(x) = k(x) (x).

EX 25 Soit P € R[X] tel que P scindé sur R et deg (P) = 2. On note A le coefficient dominant de P et a;, .., a, les racines
de P de multiplicités respectives non nullesm,,..,mg; ous € N*. a;,.., ag étant réels, on peut les ordonner. On impose donc :
a; < ay <...< ;. Onaainsi, P = A5, (X — a,)™ .
. - s . p’ Lo P’
|. Décomposition en éléments simples de Fguand P est scindé sur R. On pose F(t) = [;’T(tt)) pour toutt € D.
1. Donner une expression de P’ grace ala forme scindée de P.(on utilisera la formule ([T¢=; P) = -++)
2. Endéduire queVt € D, F(t) = X7 - Vrmag . (c’est la décomposition en éléments simples de F !1)

. . . 5t*—16t3+3t2+20t—4
3. Application : Déterminer [ ——————
t5—4t4+t34+10t2—4t—8

Il. Décomposition en éléments simples de > quand P est scindé sur R a racines simples.

.. . . ; . 1
On suppose ici que m; = m, =..= m, = 1i.e_toutes les racines de P sont réelles et simples . On pose Vt € D, G(t) = o

dt (on précisera sur quel intervalle on travaille).

La décomposition en éléments simples de G est de laforme : Vt € D, G(t) = ;_1”—(’;00 Uy, .., Usconstantes réelles.

4. Soitj € [1,s]. Justifier que ﬁ’(aj) # 0 et montrer que lim (t ])G(t)
1 1
= 1P (ay )t

’((l

5. Endéduireque:Vt € D, G(t) = (c estla decomposmon en éléments simples de G).

6. Application: On pose Sy = XN_g m Determlner la limite de Sy quand N — +oo,

lll. Partie polaire d’un pdle simple ou double.
. A ., .
Soit F = 5 une fraction irréductible.

7. Montrer que si a est un pdle simple de F alors sa partie polaire est Ltel quea = ﬂ ouB(t) = B(t)(t — a)

b
X-a )2+( @)

8. Montrer que si a est un pole double de F alors sa partie polaire est
B(t) = B(t)(t — a)?

_A@ =(4 \
telquea = 5@ eth = (B) () ou

VI Les fonctions polynomiales

Ex 26

A chaque fonction polynomiale f (resp.g) , on associe le polynéme P (resp. Q).

1. Justifier de deux manieres que tout polyndme a coefficients réels et de degré impair a toujours une racine réelle

2. Quelles sont les fonctions polynémiales f vérifiant : Vn,f(")(O) =07
Existe-t-il des fonctions ¢ non nullles telles que Vn, (p(") =07

3. Sif et g sont deux fonctions polynémiales de degré 6 ayant 6 racines en commun, quelle relation y-a-t-il entre ces deux
fonctions ? Si on ajoute que f(x)~,,g(x), que peut-on dire de f et g?
Que peut-on dire si ¢ ou ¥ n’est pas polynomiale mais ¢ et ¥ s’annulent en 6 valeurs communes et sont équivalentes au
voisinage de 400 ?

4. Démontrer que si f et g sont deux fonctions polynémiales qui coincident sur un intervalle non vide et non réduit a un point
alors f = g partout et f et g ont les mémes coefficients.
Que peut-on dire si ¢ ou ¥ n’est pas polynomiale mais ¢ et ¥ coincident sur un intervalle non vide et non réduit a un
point ?

5. Parmi les courbes suivantes, quelle sont celles qui ne peuvent pas étre la courbe d’une fonction polynomiale de degré 5 ? Et
expliquer pourquoi ? On précisera pour chaque courbe, si cette courbe peut étre la courbe d’une fonction polynomiale et le
cas échéant de quel degré ?



