Sup PCSI 2021-2022 Mathématiques Chapitre 19

Familles libres, génératrices, bases d’'un K-e-v.
Espaces vectoriels de dimension finie.

Dans tout le chapitre, (E , +,.) est un K-e-v.

Familles libres, génératrices et bases d’un K-e-v E.

1. Famille libre, famille liée.

1Def. : Soit. /= (uy, Uy, . ., Uy, ) une famille de vecteurs de E .

1. .7 estlibre lorsque : la seule maniére d’écrire O—E) comme combinaison linéaire des vecteurs U, Uy, .., U, est |'écriture (ou
la combinaison linéaire) dite triviaIeO—E) = 0u; + Ou,+.. +0u, ; autrement dit, lorsque : I'équation Y1, a;u; = 0
d’inconnue (@4, a5, ..., @,) € K™ admet (a4, a3, ..., &,) = (0,0, ...,0) comme unique solution .

On dit aussi que les vecteurs Uy, Uy, . ., U, sont linéairement indépendants.

2. .7 estliée lorsque . n'est pas libre i.e. lorsqu’il existe une écriture non triviale de O_E) comme combinaison linéaire des
vecteurs Uy, Uy, .., Uy, i.e. lorsqu’il existe (@q, ay, ..., a,) # (0,0, ...,0) tels que Y-, a;u, = 0 . On dit aussi que les vecteurs
Uy, Uy, . ., U, sont linéairement dépendants.

2Caractérisation (ou déf. équivalente) :
1. Lafamille (U7, Uy, .., Uy,) est liée si et ssi 'un de ces vecteurs est une combinaison linéaire des autres vecteurs.
2. Llafamille (u7, uy,.., ;) est libre si et ssi aucun de ses n vecteurs n’est une combinaison linéaire des autres.

Démo :1. (uy,4y,.., Uy, est lice=3 (ay,ay, ..., ) € K/ (g, @y, ..., ay) # (0,0, ...,0) et Yo, = 0.
<3 (a,az, .., ay) € K™, 30, € [Ln]/a;, # 0 et XL, au; = 0.

<3 (ay,az,...,ay) € K™, 30, € [1,n]/a;, # 0 et a; u,, = — Xi—; a;u,.
i,
<3 (ay,az,...,ay) € K™, 3i, € [1,n]/a;, # 0 etu,, = X7y ;—a‘u_[
i#iy ‘0

a;,=1 et Vizig,a;=—p; °
=

30, €Ll (BuBa Bigr By Ba) €K™ ety = Sy B

Vizi =t iy

ip

©l'un des vecteurs de la famille (uy, U5, .., U, ) est combinaison linéaire des autres.
Par contraposée on obtient la preuve de 2.

3Conséquence :

1. Une famille contenant le vecteur nul est toujours liée.

2. Une famille dont deux vecteurs sont égaux est liée.

3. Soit./ famille constituée d’un seul vecteur U. .7 = (1) est libre sietssi U # 0. Par conséquent, tout K —e-v contenant un
vecteur non nul contient au moins une famille libre.

4. U et ¥ sont (non) colinéaires sietssi la famille (i, V) est liée (libre).

5. U,V et w'sont (non) coplanaires sietssi (i, v, w’) est liée (libre).

4Exemples :
(1 2 3 (-2 -4 -6 . S
1) SoitA= (_3 1 _2) etB = ( b —2 +4_). (4, B) est libre sietssi b # 6.
2) Une matrice A carrée d’ordre n est (non) inversible sietssi la famille formée par ses n colonnes (resp. lignes) est libre (liée).

w

) Vx €R,f(x)=cos(2x), g(x) = sin?(x) et h(x) = 1. La famille (f, g, h) estliée car f = h — 2g.
) Soit a et b deux nombres complexes distincts. (a™),en et (b™) ey Ne sont pas colinéaires et de méme pour f: (t - e®) et
g: (t = eP®) Démo : cherchons ttes les maniéres d’écrire la suite nulle comme c.l de (@) ey et(b™)en- Soit(1, B) € C2.
A=-P
/1 + ﬂ = 0 ﬂ = O
Aa+Bb=0 ﬁ{’l_(ai’): 0={32,
%0

D

A@)pen + BB nen =0 © VR EN, A" + BB =0 = {
pu?szvgzl

De méme, cherchons ttes les maniéres d’écrire la fonction nulle comme c.l de f et g. soit (4, 8) € C2.

Vt € R, Ae® + Belt =0 {/1+/3=0 { 1=-p {/;

at bty — at bt _
At e®) + Bt e™)=0e VtER Ae™ + fe —O{VteRlaeatJrﬁbem:o Aa+pb=0"A(a—b)=0" 12

=0



5Théoreme

1)

2)
3)

Echanger deux vecteurs (op1) d’une famille libre, ajouter a un vecteur de cette famille libre un autre vecteur de la famille
multiplié par un scalaire (op2) et multiplier un vecteur de cette famille libre par un scalaire non nul (op3) sont trois
opérations qui conserve la liberté de la famille (idem avec une famille liée).

Toute famille extraite d’une famille libre est libre (Toute famille contenant une famille liée est liée).

Si j’ajoute a une famille libre un vecteur qui n’est pas combinaison linéaire des vecteurs déja présents dans la famille alors Ia
famille obtenue est encore libre.

NB Je ne peux pas ajouter n’importe quel vecteur si je souhaite garder la liberté !!!!

Démo: Soit ~ = (uq,Us,..,Uy,) une famille libre de vecteurs de E .

1) Op1l) Echanger deux vecteurs dans cette famille donnera une famille avec exactement les mémes vecteurs donc cette nouvelle
famille ne contient aucun vecteur combinaison linéaire des autres et est donc encore libre.
0p2) Soit B € Ket ' = (u; + Buy, uy,..,u,) Montrons que 'est libre. Soit (ay, &y, ..., ;) € K™

Op = a; (U] + B13) + ayty +.. +a, i, © Of = a7y + (18 + @)Uy + a3l +.. +a,1, —une écriture de 0 comme c.l. de U5, 1, .., 1,

a, = 0 a, = 0
af+a, =0 a, =0 .
e a; =0 <4 az=0. Ainsi, laseule maniére d’écrire O comme combinaison linéaire de vecteurs de
05=0U;+0,u3,.+0,u;, : :
es[l’unique/ngzm (Zn = 0 an = 0
d écrire Ogcomme clde uy iy, 4,

< 'est la maniére triviale. J'en conclus que ' est libre. Quitte a changer I'ordre des vecteurs en utilisant op1) je peux affirmer la
preuve faite en ajoutant fu, a u; permet de conclure plus généralement que op2) conserve la liberté d’une famille.

Op3) Soit B € K* et ' = (Buy,us,..,Uy,) Montrons que ~ est libre. Soit (ay, &y, ..., @) € K™.

0; = oy (BU3) + @y10+.. 4@y, © Op = fag iy + @yl + 3l +.. +ay Tl

,30!1 = 0 0(1 = 0
0!2 = 0 0(2 = 0 .
<4 a3 =0 e a3 = 0. Ainsi, la seule maniére d’écrireOz comme combinaison linéaire de vecteurs de ~ 'est la maniére
: car B#0
a,=0 a,=0

triviale. J'en conclus que <~ est libre. Quitte a changer 'ordre des vecteurs en utilisant op1) je peux affirmer la preuve faite en
multipliant u; par § permet de conclure plus généralement que op3) conserve la liberté d’une famille.

2) Soit ' = (uy,..,u,) famille obtenue en 6tantu; @ & Comme aucun vecteur de . n’est combinaison linéaire des autres, aucun
vecteur de  ‘ n'est combinaison linéaire des autres vecteurs de /.

3) Soit ¥ un vecteur de E qui n’est pas une combinaison linéaire des vecteurs de & Soit ©' = (¥,u;,u,,..,U,). ). Montrons que
~'est libre. Soit (ag, @y, @y, ..., ay) € K™*1,

Op = ag¥ + a U; + Qulip+.. +a Uy, © Aol = — a iy — aylp—.. —Qnlly,

ay,=20

- a, — Ay, — anp — . . =
P= Gy S Mg #0 IMPOSSIBLE si ag # 0 a; =0
= 42} Ao Qo (=4 — — — — A And az = 0'

—_— — — —_— = ., — —_ —_ —_ —_ - = =
— QU — ATy — AzUg—.. — Uy, = 0 Si @y = 0 car 5 n7est pas AU — AUy — AzUz—..—QpUu, = 0iay =0 :

CLde T, 5 =0

Ainsi, ~/est libre.

6Conséquence : Soit (u;, Uy, . ., Uy,) une famille libre et %,,, ; un vecteur de E . Alors

— ; o = , A o i G
(uy, Uz, .., Up,Upsq) est libre sietssi u,,,, n"est pas combinaison linéaire de uy, uy, . ., U,.

Démo : & c’est le 3) du théoréme précédent.

= |a caractérisation d’une famille libre assure que si (Uy, U, . ., Up,ln41) €st libre alors i, n"est pas combinaison linéaire de
—— —

Uy, Uz, .., Up.

1)
2)

7Prop. : Familles libres de référence

Toute famille de polyndmes non nuls et tous de degrés différents (famille dite échelonnée en degré) est libre.
Toute famille d’éléments de K™ ou de M,, ; (K) « échelonnée » sans vecteur nul est libre.

Démo : 1) Soit (Py,P,, ..., Py,) une famille de polyndmes tous de degrés différents et non nuls. Comme I’ordre des vecteurs d’une
famille n’influe pas sur le caractére libre de cette famille, on peut supposer sans perdre la généralité de cette preuve que

0s deg(P,) < deg(P,) < -+ < deg(By).
car Vk,Pi#0
Montrons que (Py, P,, ..., Py,) est une famille libre i.e. montrons que 0 = 0P; + 0P, + --- + 0P, est la seule maniére d’écrire le
polynéme nul comme combinaison linéaire de P, P, ..., Pp,.
Soit (aq, &y, ..., X)) € K™ tq @ Py + ay Py + -+ + @, P, = 0 (%).Montrons que : a¢; =0, ..., ap, = 0.

() assure que deg (ay Py + a, Py + -+ + ap, Py) = —oo(*%). Imaginons un instant que a,,, # 0.
Alors deg (a,,By) = deg(Py) > deg(Py) = deg(a,Py) sik € [1,n—1].
si k<m

Donc, deg (a Py + a, Py + -+ + @, Py) = deg (By,) # —oo ce qui contredit (*+). ) en déduis que a,,, = 0.

Alors (*) s'écrit @, Py + -+ a1 Pry_q = 0 et (#%) donne deg (@, P, + ay P, + -+ a1 Py_1) = —0o.

Imaginons un instant que a,,,_, # 0.....on aboutit de méme a une contradiction avec (**)... On montre ainsi en itérant ce procédé
que &, = Ay_q =..= a; = 0.)en conclus que la famille (Py, Py, ..., Py,) est libre.




2) Soit (C4, Cs, ..., C,) une famille de matrices-colonne-n lignes non nulles et telles que chaque colonne commence par un zéro de

asq 0 0 0
az1 Az 0 :

plus que la précédente. OnaC; = | 31 [,C; =| 32 |, (3= Q33 [,..,C, = i |avecVk, ay # 0.
anq (Y] an3 Ann

Montrons que cette famille (Cy, C5, ..., C,,) est libre i.e. montrons que 0 = 0C; + 0C, + -+ 4+ 0C,,est la seule maniére d’écrire Ia
matrice colonne nulle comme combinaison linéaire de Cy, C5, ..., Cy,.

Soit (a1, a5, ..., ay) EK™* tq a,;C; + a,Cy + -+ + a,,C, = 0 (). Montrons que : @y = a, = - = a, = 0.
a1 0 0 0 0 a,a41 =0
az1 az2 0 : : Q10y1 + aya,;, =0
Ona:a;| %31 |+a,| %32 |+ag| a3 |+-+a,| i |=]: | Donc, < @az;+azas;+ azazz =0 . Cesystéme
: : : 0 0
an1 ) An3 An3 0 A1 Qpq + Aplppt.. +0p Ay, = 0
a11 0 0
az1 Qp;
d’inconnue (a4, a5, ..., @, ) est homogene associé a la matrice triangulaire inférieure A = : A .Ordet(A) =
0
anq e Opp

[TX; a; # 0.Donc, le systéme est de Cramer et admet (a4, ay, ..., @) = (0,0,..,0)comme unique solution. Ainsi, la famille
(Cy,Cy, ..., Cy) est libre. J'en déduis que toute famille de M,, ; (K) sans colonne nulle et échelonnée (i.e. toute matrice colonne
commence par davantage de zéros que la précédentes) est libre puisqu’elle est extraite d’'une famille de la forme de sans colonne
(C1,Cy, ..., Cy). On dira aussi que la famille est échelonnée lorsque toute matrice colonne termine par davantage de zéros que la
précédentes. Une telle famille est libre des qu’elle ne contient pas de colonne nulle.

Des exemples classiques a savoir faire!!
8 Exemple Soit N € M, (K) tel que N nilpotente d’indice p . Montrer que (I, N, N?,.., NP~ )est libre.

Pour cela, montrons que 0 = 0.1 + 0. N + 0. N%+.. +0.NP~1 est la seule maniére d’écrire la matrice nulle comme c. l. de
I,N,N?,.. NP1,
Soit (ao,al, ...,ap_l) EKPtqagl + a;N+ -+ ap_le‘l = 0 (*). Montrons que : @y = @; =+ = ap_1 = 0.

apl + N+ ap_3NP3 + @, ;NP> +a, ;NP71 =0
aoN + a;N* + -+ a, 3NP"2 + a,_,NP"' + a, NV = 0

=0

@NPF@N® + - + a,_3NP~' + a, NP + @, NP*' =0
Multiplions (x) par I, N, N?, ..., NP1, On obtient (S) : ) =0

agNP~2 + a; NP~ + . 4a, sN*P75 + @, ,N*P~* + @, _ N?P73 = 0

0
apNP™' + a; NP + - +a, sN*?P™* +a, ;NP3 4, (N?P72=0
=0

car, N? = 0 donc, Vk € N, NP*k = NPNk = 0.N* = 0.
apl + N+ -+ a, sNP 3 + ap NP2+ a, ;NP7 =0 (L)
[ aoN + a;N?+ -+ a, sNP2 + a,, ,NP~1 =0 (L)
Donc, (S) : agN? + a;N? + - + a-3NP™ = 0(Ls) est échelonné. Faisons la remontée.
agNP™2 + ;NP1 =0 (L,,_;)
aoNP~t =0 (Ly)
NP~1 0. Dong, (L) implique ag = 0. Alors (L,_;): alN_p: = 0 implique a; = 0.Alors (L,_,): aZM’: = 0 implique a, = 0 (...)Et
%0 %0
enfin, (L,): ap_le_l = 0 implique que a,,_; = 0.)en conclus que 0/ + ON + --- + ONP~1 = (O est la seule maniére d’écrire la matrice
nulle comme combinaison linéaire de I, N, N2, ..., NP1, La famille (I, N, N?, ..., NP~1) est donc libre.
9Exemple Soit Vk € [0,n], P,(X) = X*(X + 1)"*. Montrer que (Py, Py, .., P,) est une famille libre de vecteurs de R,,[X].
Tout d’abord, Yk € [0,n], deg(P,) = deg (X*) + deg (X + 1) %) = k + (n — k) = n. Donc, P € R,,[X].
Montrer que (Py, Py, .., P,) est libre. Pour cela, montrons que 0 = 0Py + 0P;+.. 40P, est la seule maniére d’écrire le polyndme nul
comme c.l. de Py, Py,.., P,.
Soit (ag, @y, .., @) € R tqagPy + ay Py + -+ + a, B, = 0 (*). Montrons que : ag = a; = - = a, = 0.
Alors, Vt € R, agPy(t) + a; P (t) + -+ a,P,(£) = 0
eVt E R, ap(t+ D"+ at(t+ D" 1+ apt®(t+ 1) 2 + a1t 1t + D" + a,t" = 0.
En particulier pour t = 0,0n obtient : @, = 0. Alors (*) s’écrit: a, X1 (X + D™ L.+ + @, X" = 0.
Donc, (@ (X + D™ L+ -+ @, X" 1) X = 0.Comme R, [X] est intégre, nécessairement, a; (X + D 4+ q X" =0.
polynéme
non nul
Alors, Vt € R, a; (t + 1)" ! + @t (@D 2t 2@ Y + a,t" 1 = 0.
En particulier pour t = 0,0n obtient : a; = 0. Alors (*) s’écrit : @, X2(X + D" 2.+ + a, X" = 0.

Donc, (a, (X + D" 2.+ + a,X"?) XJ = 0. Et nécessairement, @, (X + 1)"" 2.4+ -+ a, X"~2 = 0.0n itére ce procédé et on
polynome
non nul
obtient ainsi, ¢y = @; = - = @,,_; = 0. Ala derniére étape, (x) s’écrit: @, X™ = 0.Donc, nécessairement, a,, = 0.J en conclus
——
polynéome
non nul

que O = 0Py + 0P;+..+0P, est la seule maniére d’écrire le polyndme nul comme c.l. de Py, Py, .., P,. Et ainsi la famille (Py, P, .., P,) est
libre.



1
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10 Exemple Soit ay, .., a,, des complexes distincts etVk € [0,n], L, (X) = H}LO

P (X — a;) Montrer que (Lo, Ly,..,Ly) est une
Jj*k

famille libre de vecteurs de C, [X].
1

Soit k € [0,n], deg (Ly) = deg ([Tj=o ——

ek MY jzk
vj € [0,n]\{k}, (X - ]-) divise L. Donc, tous les ajavec j # k sont racines de Ly.
Enfin, L (ay) = [T}oo— (ax —a;) = 1.

1
ap—a;
ek

(X —a))) = Xj=0 deg( ! (x - aj)) =Y%-01=n .Donc,Ly € Cy[X]. De plus,

ap—a;
k=% j*k

=1

Montrer que (L, L4, .., Ly,) est libre. Pour cela, montrons que O = 0L, + 0L, +..+0L,, est la seule maniere d’écrire le polynéme nul
commec.l.de Ly,Lq,..,Ly,.

Soit (@g, Ay, ) @p) € K" tq aglg + a; Ly + -+ ayL, = O (x).Montrons que :ag = a; = =+ = a, = 0.

Alors, MEIEIC, oy Lo () + a, L, () + -+ a,L,(t) = 0.

En particulier pour t = a,, Zi(ﬁ’,) + al@ + -+ a, L,(ay) = 0. Donc, @y = 0.

=1 =0 =0
Pourt = a,, ayLy(ay) + @, Li(a;) + -+ + a, L,(a;) = 0. Donc, @; = 0.En prenant de méme, t = a, puist = a; puis....t = a,, on
=0 =1 =0

obtient: a, =0, a3 =0,.., a, = 0. Ainsi, 0 = 0Ly + 0L, +..+0L,, estla seule maniere d’'écrire le polynéme nul comme c.l. de
Lo, Lq,.., L, Autrement dit, (Lo, L4, .., L,) est libre.

11Exemple Soit ay, .., a, des réels distincts et Yk € [0,7n], fi: (t = e®t). Montrer que (fy, f1,- -, f») est une famille libre dans
C*(R,R).

Tout d’abord, Yk € [0,n], f; € C*(R,R).

Montrer que (fy, f1,- -, fn) est libre. Pour cela, montrons que O = 0f, + 0f; +.. +0f;, est la seule maniére d’écrire la fonction nulle
comme c.l. de fy, f1,.., fn. Comme I'ordre des vecteurs d’une famille n’influe pas sur son caractére libre, on peut supposer que ay <
a; <...<a,.

Soit (ag, @y, e, @n) € K™ tq agfy + ayfi + -+ anf,, = 0 (x). Montrons que : @y = @; = -+ = a,, = 0.

Alors, Vt € R, @ge®™t + a;e®t + - + a, e = 0. Imaginons un instant que a,, # 0.

apt
Alors, Vk € [0,n — 1], %8 ‘

— %k ,(ag—apt : agt — anpt agt 4 ... Ap_1t — ant
et = ane n mOL.e.ake = 0, (ape®"). Donc, age®’ + -+ a,_qe% 1" = 0, (ape’).

somme finie de fonctions
négligeables devant a,ent
au voisinage de+oo .

Par conséquent, , age®t + ae®t + - + a, et~ a,e%t. Et on obtient donc 0~ ., a,,e%tce qui est absurde car a,, # 0 donc a,,e%nt
0 1 n + n + n n n
ne s’annule jamais. Ainsi, a,, = 0. 1l S’en suit que Vt € R, ape®t + a,e*t + --- + a,,_,e%* -1t = 0. Imaginons un instant que a;,_; # 0.
n 0 1 n—1 n-1
Alors de méme, on aboutit a I'absurdité : 0 = age®’ + a;e®t + -+ @, _je%-1t~, a,_ et
On itére ce procédé, on montre ainsi que : @; = - = a,, = 0. A la derniére étape, on a donc Vt € R, aye%! = 0 etdonca, = 0. Jen

%0
conclus que : (fy, f1,--, f») est une famille libre de vecteurs de C* (R, R).

12Exemple Soit ay, .., a,, des réels distincts et Vk € [0,n], fi: (t = |t — ax|). Montrer que (fy, f1,- -, f») est une famille libre dans
C(R,R).

Tout d’abord, Vk € [0,n], f, € C°(R,R) et f, est dérivable sur R\{a,} mais n’est pas dérivable en ay.

Montrer que (fy, f1,- ., fn) est libre. Pour cela, montrons que 0 = 0f, + 0f;+..+0f, est la seule maniere d’écrire la fonction nulle

comme c.l. de fo, fi,- -, fn- SOit (@, @q, ..., @) € R™ L tqayfo+ ayfi + - + anfp, = 0 (¥). Montrons que : g = a; = - = a, = 0.
Alors, Vt € R, ag|t — ag| + a4 |t — ai| + -+ + a, |t — a,| = 0. Imaginons un instant que a,, # 0.
Alors, VE ER, |t —ay| = = 2|t —ay| — 2|t —ay| — - — 2222 |t — a,_4]. Or, f,, n’est pas dérivable en a,, tandis que g,, est dérivable
- an an an
“h® =9n(®

en aycar g est une somme finie de fonctions dérivables en a,,. On aboutit donc a une absurdité. Ainsi, a, = 0.
Alors, Vt € R, ag|t — agl + aq|t — ai| + -+ a1 |t — a,_1| = 0. Imaginons un instant que a,,_; # 0. Alors de méme on obtient
I’égalité entre deux fonctions f,,_; et g,_; I'une dérivable en a,,_;mais pas I'autre. Ainsi, a,_; = 0. On itére ce procédé et a a derniere
étapeona: Vt € R ay|t — ay| = 0. En particulier pour t = ay + 1, on obtient : @y = 0.Jen conclus que : (f, f1,.., f) est une famille
libre dans C°(R, R).
13 Exemple Soit b, ,. ., b, des nombres complexes distincts et Vk € [1,p]], u est la suite géométrique de raison by, et de premier
terme 1. Montrer que (ul, . up) est une famille libre de vecteurs de CN.
Montrer que (ul,..,up) est libre. Pour cela, montrons que 0 = Ou; + Ou,+.. +0up est la seule maniere d’écrire la suité nulle comme
c.l.dew,,..,u,. Soit ((xl, ...,ap) € CP tq aju; + -+ + apu, = 0 (x). Montrons que :a; = -+ = a, = 0.
Alors, Vn € N,a by + a;b," + -+ a,b," = 0.
a+a,+-+a,=0 (pourn=0)
aiby + azb, + -+ apb, = 0 (pourn =1)

En particulier, alblz + azbzz + ot a’pbpz =0 (pourn=2) . Donc (al, ) ap) est solution du systéme linéaire

arbPt Fay b, P+ apbpp_l =0 (pourn=p—1)

1 1 - 1
by b, I by
homogene associé a V, = b? b2 bé . Or V,est une matrice de Vandermonde donc, det (V,) = [—[f:_f ?:i+1(bj - bi) et par
S

conséquent, det (},) # 0 car tous les complexes by, .., b, sont distincts. Le systeme linéaire homogene admet donc I'unique solution
(al, ) ap) = (0,0, ...,0). Yen conclus que (ul,..,up) est une famille libre de CN.



14 Méthode :
1) Pour montrer qu’une famille (u7,u,, .., u,) est libre, je vais considérer des scalaires ay, @, ..., @, tels que : Y-, a;u, = =0 .
Et par déduction, je vais montrer que ces scalaires sont nécessairement nuls. (Cf exemples ci- dessus)
2) Pour étudier la liberté d’une famille de vecteurs ou pour trouver toutes les relations de dépendance linéaire entre les
vecteurs de la famille, je vais
a) Regarder s’ il existe une relation de dépendance linéaire évidente entre les vecteurs de cette famille.
b) Résoudre I'équation Y., a;u; = =0 d'inconnue (ay,a,, ..., a,) € K™.
Les solutions de cette équation sont
soit uniquement (@4, a5, ..., @) = (0,0, ...,0) ce qui signifie que la famille étudiée est libre.
soit d’autres solutions apparaissent (il y a alors au moins une inconnue secondaire) ce qui signifie que la famille étudiée
est liée et les solutions me donnent toutes les relations de dépendance linéaire entre les vecteurs de la famille c’est-a-
dire toutes les manieres d’écrire certains vecteurs comme combinaison linéaire d’autres.

15 Exemple : Soit E un K —espace vectoriel et /= (i, k )une famille libre de vecteurs de E.
i=1 27— 3k
p=—-1—-j+3k

=-27 +k

E =i+2/—k
ati + b? + cw + dt = 0; & a(i— 2] — 3k) + b(—7 —j + 3k) + c(— 21+k)+d(l+2}— )— [
o(a-b—-2c+d)i+(-2a—b+2d)j+(-3a+3b+c— d)k = OE «—une écriture de O comme c.l.de 7, k
=3d-2d+d=1d

. Etudions la liberté de .= (4, ¥, W, ). Soit (a,b,c,d) € K*.

—>

a—b—2c+d=0 a—b—2c+d=0

e —2a—b+2d=0 <3-3a+2c+d=0¢ a=§(gd+d)=§d et d quelconque.
par unicité —3a+3b+c—d=0 —5¢+2d=0 2
de U'écriture de O c= gd

comme c.l.des
vecteurs i,iﬁ.
3 0 4 g 2 > — . , - _
Donc, Vd € K,gdu + gdv + gdw + dt = Op et ce sont les seules relations de dépendance linéaires entre les vecteurs de . .

- ) - 3. 4, 2, _ . _
En particulier, en prenant d = 1, on obtient : t = UV W Donc l'une des vecteurs de . / est c. l. des autres. La famille . 7est

donc liée.

16 Prop. : Si la famille (u;, U, .., ;) est libre alors toute combinaison linéaire de u;, Uy, .., U, s'écrit de maniére unique comme
combinaison linéaire de Uy, Uy, . ., U,.

Démo : Soit (uy, Uy,.., Uy,) un famille libre de vecteurs de E.

Soit (a,a,,..,a,) € K™ et (by,b,,..,b,) E K" tq : a1u1 + ayuy+.. +anun = bu; + byuy+.. +byu,.

Alors (a; — b))u; + (a; — bz)u2+ +(a, — b)), =0. <une écriture de O ;comme c.. de U3, Uy, .., U,

Donc, par unicité de I'écriture de 0 comme c. L. des vecteurs de ii; Up,Up,.., Uy @y — by = ay —b, =+ =a, — b, =0.Ainsi,a; = by,
a, = b,, ..., a, = by.Ainsi, toute combinaison linéaire de Uy, U5, .., U, s'écrit de maniére unique comme combinaison linéaire de

17 Def. généralisation : La famille (&;);¢; est libre lorsque toutes les familles finies extraites de (u;);¢; sont libres.
La famille (2;);cy est libre lorsque pour tout entier naturel n, la famille finie (2;);¢(o,.n; est libre.

18 Exemples :
1)(X*)renest une famille libre de K[X] car pour tout entier naturel n, (Xk)ke{ol__,n}est une famille de polynémes non nuls et
échelonnée en degré donc libre.

2) (fk: (x+~ ek")) est une famille libre de vecteurs de . / (IR,R) car pour tout entier naturel n, (fi)ke(o,.,njest une famille de
KkeN

fonctions du type de I'exemple 11 donc libre.

3) ((k™)nen)kenest une famille libre de vecteurs de RN car pour tout entier naturel n, ((k™)nen)kefo,.ny€St une famille de suites
géométriques toutes de raisons différentes donc cette famille est libre (cf exemple13).




ya

2. Familles génératrices

19 Def. Caractérisation (Rappel) : Soit u;, u,,..,u,, des vecteursdeE.
1) (u],us,..,u,) estune famille génératrice de F (ou engendre F) lorsque F = vect (uj, Uy, .., Uy,) -
2) SiF estun ss-e-vdeE alors (u;,uy,.., U, ) est une famille génératrice de F lorsque u;,u,,.., U, sontdes éléments de F
o a a4 g —_— — —
et que tout vecteur de F est combinaison linéaire des vecteurs uy, u,,..,u, .

20 Méthodes: En exercice, I'énoncé décrit un sous- ensemble F d’un K-e-v E donné. Pour prouver que F est un ss-e-vde E et en
trouver une famille génératrice. On a alors deux possibilités :
1) Le «touten un » : montrer directement que F = vect (ug, Uy, .., U, ) avec u;, U, .., U, des vecteurs de E. Alors on
peut conclure que F est un ss-e-v de E et (U;, U, .., U, ) est une famille génératrice de F.
2) En deux temps : montrer que F est un ss-e-v de E puis prouver que chaque vecteur de F est une combinaison linéaire
de vecteursde F|: u;, u,,.., u,, , connus et fixés.
3) On peut aussi utiliser les deux résultats suivants :

21 Prop. rappel : SiF = vect(fl, ...,fp) etSiG = vect(jl, ...,ﬁq) alors F+ G = vect(fl, ...,fp, g1, ...,jq)

22 Théoreme

1) Echanger deux vecteurs (op1) d’une famille génératrice, ajouter a un vecteur de cette famille un autre vecteur de la famille
multiplié par un scalaire (op2) et multiplier un vecteur de cette famille par un scalaire non nul (op3) sont trois opérations
qui conserve le caractere générateur de la famille.

2) Toute famille de vecteurs de E contenant une famille génératrice de E est génératrice de E.

3) Sij6te a une famille génératrice de E un vecteur qui est combinaison linéaire des autres, la famille obtenue est encore
génératricede E .

NB Je ne peux pas 6ter n’importe quel vecteur si je souhaite garder la genése !!!!

Démo TD 18 Ex 2.

23Conséquence : vect(fl, fp) = vect(fl, ...,ﬁ,,ﬁ,ﬂ) si et ssi fpﬂ est combinaison linéaire de fl fp .

DémoTD 18 Ex 2
24 De méme, vect(ﬁ, ...,f;,,a?) = vect(fl, ...,fp, 37) sietssi X estc.l de 37,1?1, ...,fp et yestc.lde f,fl, ...,fp.

25 Généralisation : Soit E un K-e-v. La famille (1;);c; est génératrice de E lorsque pour touti € I, u; est élément de E et que
tout vecteur de E est combinaison linéaire (finie) de vecteurs de (U;);¢; ; ou de maniére équivalente, lorsque E = vect((U;);e; )

3. Bases

26 Def. : Soit E un K-e-v. Une famille de vecteurs est une base de E lorsque cette famille est une famille de vecteurs de E, libre
et génératrice de E .

27 NB : cette définition s’applique au ss-e-v puisqu’un ss-e-v est un e-v.

28 Théoréme ou caractérisation : Soit u;, Uy, .., U, des vecteurs de E.

(uy, Uy, .., U, ) est une base de E si et seulement si tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme
combinaison linéaire des vecteurs Uy, Uy, .., U, .

par le caractere

Démo : = Hypothése : .~ = (Ug,Uy,.., Uy,) est une base de E .Alors, par définition d’une base, . ~ est générateur.
génératrice de E et libre. Génératrice de E implique que tout vecteur de E s’écrit comme c. [ des vecteurs L’unicité est donnée
(uy, uy,.., uy,) et libre implique, d’aprés la prop.16, que cette écriture est unique. D’ol le résultat souhaité. par la liberté.

L’existence est donnée

<Hypothese : tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme c.[. des vecteurs de .~
En particulier, tout vecteur de E s’écrit comme c. l. des vecteurs de .~ donc .~ est génératrice de E. Montrons que . ~ est libre i.e.

que Oy = 0U; + 0, +.. + + 01, est la seule maniere d’écrire O comme c. L. de 73,75, ., Ty, -

Soit (@, @y,.., @) € K'tq Og = a4, + yip+.. + + ayihy. Alors, ay i + @l +.. + + @y, = Op = 077 + 0, +.. + + 01,

Comme O’E) s’écrit de maniére unique comme c.l.de Uy, Uy, . ., U,, je peux affirmer que a; = 0,a, = 0,..,a, = 0. Ainsi .~ est libre.
29 NB lorsque E peut étre un R-e-v et un C-e-v, on précisera s’il s’agit d’une base sur le R-e-v appelée R-base ou sur le C-e-v appelée C-base.

30 Def. : Lorsque B = (uy, Uy, . ., U, )est une base de E alors VX € E, 3! (ay , @y, ..., @) € K'/X =Y, a.u, .
dépendente %
ay, ay, ..., 4, sont les composantes de ¥ dans la base B et pour chaque k € [1,n]], «;, est sa composante selon u .
(@1, @y, ..., ;) est le n-uplet des composantes de X dans la base B.
a; a,

: a;
est la matrice des composantes de X dans la base B, on note : matzX =

an an




31Exemples de référence :
e Unvecteur i non nul forme une base de la droite vectorielle D = vect(u).
e Deux vecteurs d’'un plan vectoriel P non colinéaires forment une base de P.
e Trois vecteurs de I'espace géométrique E non coplanaires forment une base de I'espace géométrique E .
o (1) est une R- base de R. (1) est une C- base de C et (1,i) est une R- base de C.
car tout réel (resp. complexe) x s'écrit de maniére unique sous la forme x = 1.1 ou A € R(resp. C) (nécessairement x = 1); donc,
(1) est R- base de R et une C- base de C. De méme, tout complexe z s'écrit de maniére unique sous la formez = a.1 +
b.iou (a,b) € R? (nécessairement a = Re(z) et b = Im(z)); donc, (1,i) est une R- base de C.
s . = ((1,0, ...,0),(0,1,0,..,0), ..., (0, ...,0,1))est une base de K™ appelée base canonique.
car prenons X = (xq,X5, ..., X,) € K™ Alors X = x,(1,0, ...,0) + x,(0,1,0, ...,0) +.. +x,(0,0, ...,1). Donc, X est c.|. de

(1,0,...,0),(0,1,0,..,0), ..., (0, ...,0,1). Ainsi .~ est génératrice de K™. De plus, .~ est échelonnée dans vecteur nul donc est libre.
Donc, . 7, est une base de K™.

e Dans M, ,(K), notons E;; la matrice de type (n, p) dont tous les coefficients sont nuls sauf le coefficient ligne i et colonne j
qui vaut 1. La famille (Eij)lslgnest une base de M,,,,(K) appelée base canonique.

1<j<p
car prenons A = (a;;) € M, ,,(K). Alors A = Z?ﬂZ?:l a;;E;j
1 0 0 0 0 0 01 0 0 0
0 0 1 0 0 00 0 0
S A=ag, + ayy +.ootag, + aq, +..tay,
0 . 0 0 . 0 1 = 0 00 . 0 0 1
a0 0 0 0 0 0Qz2 = 0 0 0
0 0 A1 0 0 00 0 0
A= + +..+ + +.+
0 w0 0 0 An1 0 00 0 0 Anp
ay;; %12 A1p
QA1 Az A2p
S A= < v(i,j) € [1,n] x [1,p], a;; = a;;. Dong, il existe une et une seule maniére d’écrire une matrice A de
Apy - Oy
M, ,(K) comme c. . des matrices (E;;)1<izn.
1<j<p

e Soit7 un entier naturel. la famille (1, X, X?, ..., X™)est la base canonique de K, [X]. Soit a un scalaire. La famille
(1,X —a, (X —a)?, ...,(X —a)") est la base de taylor de K,,[X] en a et les composantes d' un polynéme P de K,,[X] dans

p(0) p@® p) pm . q
Ol(a) 1'(‘1) 2.@’ nfa))(poura = 0 on retrouve la base canonique). La famille

(X*) ey est la base canonique de K[X] et (X — a)*),cy est la base Taylor en a de K[X].
car tout polyndmes de K,,[X] s'écrit de maniére unique comme c. . des polyndmes(1,X — a, (X — a)?, ..., (X — a)™) d’aprés |a
formule de Taylor sur les polyndmes. Et par conséquent, tout polynéme de K[X] s'écrit de maniére unique comme c. [. des
polyndmes((X — a)*) ey d’aprés la formule de Taylor sur les polyndmes.
e Posons f,: (x = x™) . Alors la famille (f;,),en €st une base de I’ensemble des fonctions polynomiales de réelles.
Car toute fonction polynomiale s’écrit de maniére unique come c. L. des fonctions f,, tqn € N.
32 D’autres exemples déja rencontrés.
e L’ensemble S des solutions de I'équa. diff. y’ + a(x)y = 0 ou a continue sur I a pour base (f;) ou
fo: (x > e74®)) tq A primitive de a sur I .
car (f) est génératrice de S et libre car constituée d’un seul vecteur non nul.
e Soita,b desréels. L'ensemble S des solutions de I'équa. diff. y" + ay’ + by = 0 est un espace vectoriel de base (f}, f;) ou
fi:(x - e"¥)et f,: (x > e™*) avecr; et r, solutions de (e.c) siA> 0
fi: (x > e™¥)et f,: (x > xe™*) avecr, solution de (e.c) siA= 0
fi: (x = cos (wx)eP¥)et f,: (x — sin (wx)eP*) avecr; = p + iw et 7 solutions de (e.c) siA< 0
car (fi, f,) est génératrice de S et libre. En effet, les deux fonctions ne sont pas colinéaires.
e Soit 7 cpxe non nul fixé. ((r™),eyn) est une base de la droite vectorielle des suites cpxes géométriques de raison r.
o ((Dpen, (M)yey) est une base de I’ensemble des suites réelles arithmétiques.
e Soita,b desréels. L'ensemble S des suites u vérifiant u,,,, + au, ., + bu,, = 0 est un plan vectoriel de base (u, v) ou
U= (1"pey et v = (,"),eny avecr; et r, solutions de (e.c) siA> 0
U= (""pey et v= (nr;"™),cy avect, solution de (e.c) si A= 0
u = (cos (MO)r™),ey €t v = (sin (nO)r™),cy avecr; = re'? (r # 0 et 6 % 0[r]) et 7; solutions de (e.c) si A< 0
car (u, v) est génératrice de S et vérifions que (u, v) est libre. Soit (a, b) € R%tq : au + bv = 0.
Alorsvn € N, au,, + bv, = 0i.e.Vn € N,acos (n8)r™ + bsin (n8)r"™ = 0.
Commer™ #0,0ona: Vn €N, acos (nf) + bsin (n) = 0. En particulier, pour n = 0, on obtient a = 0 et par conséquent, Yn €
N, bsin (n6) = 0. En particulier pour n = 1, bsin (8) = 0.0r, 8 % 0[x],sin(8) # 0.Donc b = 0. ) en déduis que Ou + 0v = 0 est la
seule maniere d'écrire la suite nulle comme c.l. de u et v.
e Soitp € N*.L’ensemble des suites u périodiques de période p fixée admet pour base la famille (u(@,u®,..,u®-1) o
vk € [0,p — 1],u® = ( 8 ,--,0, i ,0,.......0, i ,0,.....,0, }J ,0,....)
rang 0 rang k rang k+p rang k+2p
Car Soit v une suite p-périodique. v = 2u® + 4, uM+.. +2,_u?™ ©v = (15,44, 22,.., Ap—1, 20, 41, 2., Ap_1, A0, A1, A, )
< Ao =V, 4 =Vy,.., 451 = V4. Donc toute suite p-périodique s’écrit de maniére unique comme c. l. de u©@, @, y@-D,

cette base de Taylor sont (

] ]



33 Exemple : Déterminer une base de F={(x,y,z) eR3/2x — 3y + 4z = 0}.
F = vect((3,2,0),(2,0,—1)) et (3,2,0) et (2,0, —1) ne sont clairement pas colinéaires. J’en déduis que ((3,2,0), (2,0,—1)) est une

base de F.
-1 2 1 . .
34 Exemple :M1=( 2 ), Mzz(_3), et M3=(1) . Montrons que (M1,M;) est une base de M,1(R) et déterminons les composantes
de M;dans cette base.
Soit M = (Z) € M, 1(R). Cherchons a écrire M comme c.l. de M1 et M,

_ ay (-1 2 a=—-x+2y —x+2y=a x=3a+2b
M—xM1+yMz<:>(b)—x( 2 )+y(—3)®{b=2x—3y {y=b+2a @{y=b+2a :
Donc, M = (3a + 2b)M1+(b + 2a) M, est la seule maniére d‘écrire M comme c. L. de M; et M J'en déduis que la famille (M1,M,)
est une base de M,1(R). Et M5 = 5M1+3M,. Donc (5,3) est le couple des composantes de M;dans cette base.

35 Méthode : pour trouver une base d’un K-e-v E, une méthode consiste

1)a trouver une famille génératrice de cet espace.

2) d’étudier toutes les relations de dépendance linéaire entre les vecteurs de cette famille.

3) d’éliminer les vecteurs qui s’écrivent comme combinaison linéaire des autres. Ainsi, je conserve le caractére générateur de ma
famille et je gagne de la liberté !!

36 Exemple : F = {P € R, [X]/(X? — 1)P"" — 2XP' = 0}. Déterminons une base de F.

1) Montrons que F est un ss-e-v de R, [X].

F c R, [X].

SiP=0alorsP’=P”=0et(X?—1)P"—2XP'=0.Donc, 0 EF.

Soit (P, Q) € F? et (a,b) € R%. Alors aP + bQ € R, [X] (car P et Q sont dans R, [X]qui est stable par c.l.) et

(X2 —1)(aP + bQ)" — 2X(aP + bQ)' = (X2 — 1)(aP" + bQ") — 2X(aP' + bQ") = a ((x2 — 1P — zxp'> +

=0 car PEF

b <(X2 -1)Q" - 2XQ’> = 0. Donc,aP + bQ € F.
=0 car QEE

Ainsi, F est un ss-e-v de R, [X].

2) Cherchons une famille génératrice de F.
Soit P € R,,[X] nonnultq P = ¥%_; a, X* otn = deg(P) € N et a,, = codom(P) # 0.
Si P est constantalors P’ = P” =0 doncP € F.
Si P est de degré 1 alors P’ = codom(P)et P” = 0donc, P ¢ F.

Prenonsn = deg(P) = 2. Alors le terme dominant de(X? — 1)P" = n(n — 1)a,X™ et le terme dominant de2XP’ = 2na, X™
Alors, P € F & (X? —1)P" —=2XP' =0

{(X2 —1P"=2XP' =0 - {(X2 —1)P" —2XP'=0 - {(XZ —1)P" —2XP' =
n(n—1)a, —2na, =0 car a0 nn—-3)=0 cansa n=3

{ (X?=1)P"-2XP'=0 @{(XZ — 1) (6a; XFE2@)) — 2X(3a3X% + 2a,X + a;) =0 o

P=azX3+a,X*+a;X+ageta; #0 P=azX3+a,X*+a; X +ageta; #0
{ B2@XA - 2(a, + 3a;)XE2a@5 =0 a, =0eta; =—3ag

P=a;X3+a,X*+a;X+aygeta; #0 {P =az; X3+ a,X*+a; X +ageta; #0
Ainsi, les polynémes de F sont les polyndmes constants et les polynémes de degré 3 de la forme a(X3 — 3X) + b tels que a #
0 etbréel.Donc, F = { a(X® —3X) + b/(a,b) € R?} = vect((X® — 3X),1).

La famille((X3 — 3X), 1) est donc génératrice de F.

3) De plus, cette famille est échelonnée en degré et ne contient pas le polyndme nul, donc cette famille est libre. Ainsi,

((X3 = 3X),1) est une base de F qui est donc un plan vectoriel.

0@

©P=a;(X>—3X)+ay etas # 0.

37 Exemple : Déterminer une base de F = vect((fi)k=0.6 JOU fo = 1, f1 : (x = cosx), f, : (x = sinx), f : (x = cos®x), f, : (x =
sin®x), fs: (x = cos (2x)) , fo: (x > sin2x).
On sait déja que ((fi)k=0_¢eSt génératrice de F.

De plus, fs = f3 — fa et fo = f3 + fu. Donc, F = vect(fo, f1, f2, f3. fa f5. fo) = vect(f1, f2, f3, fa fo)-
Montrons que (fi, f2, fs, fa, fo) est libre i. e.que la fonction nulle s’écrit de maniére unique comme c.l.de fi, 5, f3, fa, fo-
Soit (a,b,c,d,e) € R3tqaf; + bf, + cfs + df, + efs = 0.Alors Vt € R,acos(t) + bsin(t) + ccos?(t) + dsin?(t) + esin(2t) = 0.
En particulier, pourt = 0,a+c =0

pourt=g,b+d=0

pourt=g,g(a+b)+%(c+d)+e =0

pourt =m,—a+c=0

pour t = —g,—b+d =0.
L, etL,donnenta=c=0,L,etLgdonnentb =d = 0 etalors L; donnente = 0. J'en déduis que (fi, 2, f5, fa, f6) est libre. Et
ainsi, (f1, f2, f3, f4, f) est une base de F.

4. Dimension

38 Def : Un K-e-v E est de dimension finie lorsque E admet au moins une famille génératrice finie.
Sinon E est de dimension infinie.




39 Prop. : Dans e v E de dimension finie, toute famille libre de vecteurs de E a un nombre d’'éléments inférieur ou égal au
nombre d’éléments de toute famille génératrice de E.

Démo : Soit E un K-e-v de dimension finie non réduit au K-e-v {0} Soit - une famille génératrice de E finie. Soit n le nombre non
(1 . > —
nul d’éléments de ‘¢ Posons ¢ =(uy, Uy, .., Uy).
Imaginons un instant que E contienne une famille ~ libre ayant n + 1 vecteurs. Posons ~ =(eq, €5,..,€p41)-
e, est c.l des vecteurs Uy, Uy, .., U, (car  génératrice de E) et non nul (car ~ libre). Alors 3(ay,a,,..,a,) € K*/(ay,..,a,) #
— — — — — 1 - a;— Ap —> —
(0,..,0) ete; = a,uy + a,u,+.. +a,u,. Supposons par exemple a; # 0. Donc, u; = —e— a—zuz — = a—"un. Donc, u, est
1 1 1
c.l.ej, uy,.., u,. Par conséquent, tout vecteur de E étantc.l. de Uy, uy,.., U, estc.l.dee;,us,..,u, . Donc, ¢~ 1= (e;,us,..,U,) est
aussi génératrice de E.
Alors, e; est c.| des vecteurs e, Us, .., U, (car 1 génératrice de E) et non colinéaires a e; (car -/ libre). Alors 3(by, b,,..,by,) €

by—  by—s

_ — — — — 01—
K™/ (by,..,b,) # (0,..,0) et e, =b,e; + byu,+..+b,u,,. Supposons par exemple b, # 0. Donc, u, = S8 U~
2 2 2

by —s — s . . — SR —
b—:un. Donc, u, est c.l.ef, e;,us, .., u,. Par conséquent, tout vecteur de E étant c.l. de e{,u,,..,u, estc.l.deej,e;, Us,...., U, .
Donc, © »= (e;,e5,Us,.., U, ) est aussi génératrice de E. On itére ce procédé et on obtient que ©,» = (e7,e,,€3,..,€,) est une famille

1,©2, %3 n / 12,3 n
génératrice de E. Mais alors e, ; estc.l de e, e,, e3,.., €, ce qui contredit I'hypothése de liberté de . J’en déduis qu’une telle &
famille n’existe pas. Ainsi, toutes les familles libres de E ont au plus n éléments. Et plus généralement, une famille libre a moins
d’éléments qu’une famille génératrice dans tout K-e-v de dimension finie.

| 40 Conséquence : Tout e-v contenant une famille libre infinie est de dimension infinie.

41 Exemples de référence : (X*),cnest une famille libre et infinie de vecteurs de K[X] qui est donc de dimension infinie.
((x - e""))k Nest une famille libre et infinie de vecteurs de #[R,IR) ou C¥(R,IR) ou C* (R,R) qui sont donc de dimension infinie.
(S

((k™)nen)kenest une famille libre et infinie de vecteurs de IRN qui est donc de dimension infinie.

42 Théo : Dimension d’un e-v- de dimension finie
1. Tout e-v de dimension finie non réduit a {6} a une base finie.
2. Toutes les bases dans un ev de dimension finie ont le méme nombre d’éléments. Ce nombre d’éléments commun a toutes
les bases est appelé la dimension de E et noté dim(E) .
dim(E) = card(base de E) = nbre de vecteurs dans une base quelconque de E .
par convention, dim{ﬁ} = 0.
(***)Le cardinal d’une famille . 4, notée card(. /), est le nombre d’éléments de cette famille . /.

Démo : Soit E un K-e-v de dimension finie non réduit au K-e-v {0}.

1) SoitA = {card(¢ )/  estfinie et génératrice de E}. Comme E a au moins une famille génératrice finie, A est non vide et
comme A c N, A admet un plus petit élément n. Comme E # {5}, n > 0.l existe donc une famille génératrice de E ayant un
nombre n minimum d’éléments (on dit que cette famille est génératrice et minimale).

Considérons une telle famille ~ =(uy,uy,..,u,) ot n = min(A). Montrons que  est libre. Imaginons un instant que 7 soit liée.
Alors I'un des vecteurs de . =(uy, Uy, .., U,) est c. L. des autres. Supposons que u; est c.l. de Uy, .., U, .. Alors, la famille «© ‘=
(up,..,Uy,) est génératrice de E. Mais alors card( 2 ‘) =n — 1 € A. Cela contredit la définition de n = min(A).Ainsi, ¢ est libre et
par conséquent, ‘2 est une base de E. J'en conclus que tout K-e-v de dimension finie posséde au moins une base et cette base est
une famille génératrice de E minimale.

2) Soit . ~et . /' deux bases de E.Comme sont libres, .~ et . »* ont moins d’éléments de toute famille génératrice de E et sont donc
finieset card(.#) <mnetcard(.» ') < n.Deplus, .~ est libre et . /* est génératrice donc card(.» ) < card(.~'). De méme,.
est libre et ./ est génératrice donc card(.» ) = card(.» "). Ainsi card(.» ) = card(.» ").Donc toutes les bas es dans un K-e-v de
dimension finie ont le méme nombre d’éléments.

43 Exemples de référence :

e  Une droite vectorielle est un ev de dimension 1.

e dimyP =2o0uPestleR— e—vdesvecteurs du plan.

e  Un plan vectoriel est un ev de dimension 2.

e dimyE =3 ouPestle R— e — v des vecteurs de I'espace géométriques.
e dimgK=1etdimy C=2.

° dimyg K™ = n.

e dimgM, ,(K) =np.

o dimgK,[X|=n+1.

dimyg K[X]| = +oo.

dimy F(I,K) = +o, dimg C*(I,K) = +oo,dimy D*(I,K) = +oo ,dimy C®(I,K) = +oo.

dimy KN = +oo,

Soit a fonction continue sur I . La dimension de I’ensemble des solutions de I'équa. diff. y' + a(x)y =0est1.

Soit a et b réels fixés. La dimension de I'ensemble des solutions de I'équa. diff. y" +ay’ 4+ by =0 est 2.

Soit p € N*. Le K-e-v de suites p —périodiques de dimension p.

Le K-e-v des suites arithmétiques est de dimension 2.

Soit 7 € R™™. Le K-e-v des suites géométriques de raison 7 est de dimension 1.

Soit a et b réels fixés. Le K-e-v des suites vérifiant: Vn €N, u,,, + au, 1 + bu,, = 0 est de dimension 2.



Espaces vectoriels de dimension finie.

1. Famille libre ou génératrice dans un ev de dimension finie.

44 Théo : BASES dans un e-v- de dimension finie.
Soit E un K-e-v de dimension finie n = dim(E).

1. Une famille libre de vecteurs de E a au plus n éléments.

2. Une famille génératrice de E a au moins n éléments.

3. Une famille libre de cardinal n est une base de E (on dit alors que la famille est libre et maximale) .

4. Une famille génératrice de E et cardinal n est une base de E (on dit alors que la famille est génératrice et minimale).

Démo: E étant un K-e-v de dimension finien = dim(E), E admet une base .~ et card(.# )=n.

Si  est une famille libre de vecteurs de E alors card( ) est inférieur au cardinal de .-~ génératrice de E, donc card( ) < n.

2. Si o est une famille génératrice de E alors card( ¢ est supérieur au cardinal de .~ libre dans E, donc card( ¢ ) = n.

3. Soit & =(uy,Uyp,..,U,)une famille libre de vecteurs de E telle que card( ) = n. Montrons que / est génératrice de E par
I’absurde. Imaginons un instant que ~ ne soit pas génératrice de E. Alors il existe un vecteur X de E tel que X n’est pas combinaison
linéaire des vecteurs de (uy, Uy, .., Uy ). Alors la famille & ‘=(X,u;, Uy, .., Uy). est encore libre et card (‘) =n+ 1 ce qui
contredit la propriété 1. Jen déduis que /' est génératrice de E et ainsi / est une base de E.

4. nestle cardinal minimal de toute famille génératrice de E. Et nous avons prouvé (démo42) que toute famille génératrice de cardinal
minimal est une base de E . Ainsi, toute famille génératrice de E de cardinal n est une base de E.

=

44bis Conséquence : Soit .#une famille de vecteurs de E telle que card( ) = dim(E) < +oo.
Alors, .7 est une base de E sietssi .7 est libre sietssi .7 est génératrice de E.

n  X-a;

45 Exemple : Soit n un entier naturel. Soit ay, .., a,, des réels tous distincts et pour tout € {0, ...,n}, L, = (polynémes de

=0, —q;
ik kT
Lagrange). On a montré que . #= (Ly, ..., L, ) sont libres dans R,,[X]. Comme card(.» ) = (n + 1) =dim(R, [X]), on peut affirmer que
.7 est une base de de R,,[X]. Déterminons les composantes d’un polynémes P de R,,[X] dans .7 . Soit P € R,,[X].

3! (by,.., by) € R*1/P = ¥1_ b, L (X) . Déterminons by, .., byen fonction de Petay, .., a,.
— Osij+k —
On sait que Ly, (aj) = {1 sij‘ -k Donc chaque fonction Ly s’annule en tous les a; sauf en ay. Par conséquent,

V), P(a;) = Xi=o biL(a;) = b;. Ainsi, (P(ay), P(a,),.., P(ay)) est le (n + 1)-uplet des composantes de P dans . 7.

46 Théoreme de complétion et d’extraction : Soit E un K-e-v de dimension finie n.

1)Toute famille libre de vecteurs de E de cardinal p peut étre complétée par n — p vecteurs de E bien choisis pour obtenir une
base de E. Ces n — p vecteurs de E peuvent étre choisis parmi les vecteurs d’une base connue de E.

2) De toute famille génératrice de E , on peut extraire n vecteurs qui forment une base de E.

Démo: Soit . = (e;, e, €3,..,€,) une base de E.

1) Soit /' =(Uy, Uy,.., Up)une famille libre de vecteurs de E ot p € [1,n].

Sip =nalors ~ estune basede E.

Sip < nalors ' ne peut pas étre génératrice de E. Donc, au moins un des vecteurs eTl de .~ n’est pas c. L. des vecteurs de .
(puisque si tous les vecteurs de . ~sont c. L. des vecteurs de  alors tout vecteur de E qui est c. L. des vecteurs de .~ serait c. [ des
vecteurs de ~ etdonc  serait elle-aussi génératrice de E ce qui n’est pas le cas). Alors, ~/ ’=(e_l;, Up, Uy,. .,u_p’) est encore une
famille libre de vecteurs de E de cardinal p + 1.

Sip+1 =nalors -/ “est une base de E.

Sip +1 <mnalors - ne peut pas étre génératrice de E. Donc, au moins un des vecteurs e_lz’ de . ~n’est pas c.l. des vecteurs de
e_Ll)’u_l)!u_z);--;u_p) « e
On itére ainsi le procédé n — p fois et on ajoute ainsi a la famille libre &, (n — p) vecteurs de .~ bien choisis de sorte d’obtenir une
famille libre et de cardinal n donc une base de E.

2) Soit 7 =(uy, Uy, .., U, )une famille génératrice de £ ol p = n.

Sip =nalors ¢ estunebasedeE.

Sip > nalors  ne peut pas étre libre. Donc, au moins un des vecteurs de © est c. L. des autres vecteurs de & . Supposons pour
simplifier I'écriture que uyest c.l.de uy,.., U, Alors, ‘0 '=(Uy,..,U,) est encore une famille génératrice de E de cardinal p — 1.
Sip—1 =mnalors 7 ‘estune basede E.

Sip —1 >mnalors 7 ‘ne peut pas étre libre......

On itére ainsi le procédé p — n fois et on &te ainsi a la famille génératrice , (p — n) vecteurs bien choisis, la famille restante est
génératrice de E et de cardinal n donc une base de E.

47 Méthode:

Pour compléter une famille libre afin d’obtenir une base de E, il suffit de bien choisir les nouveaux vecteurs parmi ceux d’une
base connue de E, en ajoutant un par un chaque vecteur veillant a ce qu’il ne soit pas combinaison linéaire des vecteurs de la
famille déja formée. On aura une technique matricielle trés efficace pour compléter.

Pour obtenir une base de E a partir d’'une famille génératrice de E , il suffit d’6ter un par un les vecteurs combinaisons
linéaires des autres, il faut pour cela parfois étudier les relations de dépendances linéaires entre les vecteurs de la famille et
d’6ter ceux combinaison linéaire des autres.




48 Exemple: Montrer que la famille. /= (1 +X+X?,2X—-X?,3+X,1— ZXZ) est une famille génératrice de R,[X] et en
P Q R s
extraire une base de R,[X] . Etudions les relations de dépendance linéaire entre les vecteurs de cette famille. Cherchons tous les
réelsa,b,c,d telsquea(1 +X + X?) + b(2X — X?) + c(3+ X) + d(1 — 2X?) = 0(%).
a+3c+d=0 a+3c+d=0 a+3c+d=0
(NDea+3c+d+(a+2b+)X+(a—-b-2d)X*=0=a+2b+c=0{2b—2c—d=0 ©{ —-8—-7d=0 &
a—b-2d=0 —b—3c—-3d=0 —b—3c—3d=0
13
a= Ed

c= —gd. Donc, Vd € R,gd(l +X+X%) - zd(ZX -X?) —gd(3 +X) + d(1 —2X?) = 0sont les relations de dépendance
b=-2d
linéaire entre les polynémes de . /. En prenantd = —1,0na$ = _TBP + ZQ + gR. S est donc c. L. des autres vecteurs de la famille.

Donc vect(P,Q,R,S) = vect(P,Q,R). De plus, lorsque 'on prend d = 0, ce qui revient a étudier les relations de dépendance
linéaire entre P, Q et R , alors nécessairement a = b = ¢ = Oce qui prouve que la famille (P, Q, R) est libre. Donc, (P, Q, R) est une
famille extraite de . /et est une famille libre de vecteurs de R,[X] dont le cardinal est égal a la dimension 3 de R, [X]. )’en déduis
que (P, Q, R) est une base de R, [X] extraite de . /.

Enfin, R, [X] = vect(P,Q,R) = vect(P,Q,R,S). Ainsi, ./ est génératrice de R, [X] et (P, Q, R) est une base deR, [X]

car (P,Q,R)base
de R,[X]

extraite de . /.
2. Matrices d’une famille de vecteurs dans une base donnée.

49 Def.: Soit . #= (e, €5, ... €,;) une base d'un K-e-v E de dimension finien .
= . 5 S . —
*Soit ¥ un vecteur de E . Soit (ay, @y, .., @) les composantes de ¥ dans . /= (ey, €, ... &,) .Alors la matrice de v dans la base B
est la matrice colonne notée matg v et définie par :
a
S a;
matg U = .

an
eSoit /= (v_l’v_z’ v_p’) une famille de vecteurs de E . Vj € {1,..p}, notons (@, j, @y, ..., @y;) les composantes de ; dans B ie.
v, = X, a;;e, . Alors la matrice de la famille Zdans la base ., notée mat gV, est la matrice de type (n, p) définie par :

Qpy Qi - Qap\ €

o ayy apy oy \E)

mat , /= | ¥ %2z 2p |€2,
||

Ay Onz 0 Qnp/ ey

50 Prop . Soit.~7 une base de E .
s (5, Mo

5 N ) est une bijection.
X > matgx

2)Soit X et y deux vecteurs de E , a, B deux scalaires. Alors mat , (aX + By) = amat_, X+fmat_,y .

3) Soit /= ('v_f, Vg, e ,'@’) une famille de vecteurs de E .

X est combinaison linéaire de 5,7, ..., U, si et ssimat , X est combinaison linéaire des matrices mat , vy, . Et dans ce cas, les

coefficients des combinaisons linéaires sont les mémes.

X1

Démo:1)VX = ( : ) € M1 (K),X = x,e; + x,e;+.. +x, €, est 'unique vecteur de E tel que X = matpX = A(X).
xn

Donc A est bijective.

2)SiX = x.€; + x,8,+.. +xpe, ety =y e] + y,e,+.. +ye,

alors ax + By = (axy + py,)e; + (ax; + By, ez +.. +(axy + Byn)ey

ax, + fy; X1 Y1
donc, mat , (aX + By) = : =al i |+B| ! |=amat X + pmat ¥ .
ax, + By, Xn Yn

3)Posons Vk, v, = Y1, age, Alors

p
Zk=1 bkalk
p
=Y by o X=3_ bELiaxe) © % =YL (Ch_, beaty) €, © matgk = Li=1 :kaZk
Zz:j[ by an
X1k

a
ematgX =Y0_ b | 2 |ematy® = ¥P_, b, matyy.

Onk




51 Théoreme Soit .~ une base de E et 7 une famille de vecteurs de E.
7 est une base de E sietssi mat , 7 ést inversible . Et le cas échéant, (mat , 7 )™! = mat , .~

Démo :Soit . /= (€;,&,, ... &,) base d’un K-e-v E de dimension finie n .et /= (v, 7, ...,v_p’) une famille de vecteurs de E .
Tout d’abordsip = card( 7 ) #n = card(.» ) = dim(E) alors 7 "ne peut pas é&tre une base de E. Désormais p = n.

= Hypo: 7 estune base de E.Montrons que : P = mat., /= (p;j) i je[1,n]? €St inversible.

On sait que : Vk € [1,n] U = X1, pice,. De plus 7 ‘est une base de E donc tout vecteur de.~ est c.l. des vecteurs de 7 . Donc,

vj € [1,n],3!(ar},azj,..,an;) € K™/€] = Yy ay;Vy.
Alorse; = Yk=1 QApj XlL1Dik€ ) = Xk=1 211 AgjPik€, = Yiz1 Dk=1 AkjPik€, = 21 (k=1 AkjDik)e; -

Mais, &/ = Oe;+.. +0¢,_; + 1€/ + Oe;;;+.. +0e, est la seule maniére d’écrire le vecteur comme c. [. des vecteurs de ./

, ) Isii=j
Par conséquent, Vj € [1,n], ¥¢-1 ay;pix = {0 sii#] ().
Or, Yi= ki est le coefficient ligne i et colonne jde PAou A = (aif)(i efunge = Mat s 7.

Dong, (*)signifie que PA = I. )’'en déduis que P est inversible et P~1 = A = mat ,  ~.

<Hypo : P = mat , 7= (pij) i jyefing? €St inversible. Montrons que 7 ‘est libre. Soit (13, 45,..,4,) € K™"tq Xi=1 AUk = 0.

On sait queVk € [1,n] Ty = X1, pyce; .Donc, 0 = Yy 4,0y = Yoy A (X1 Dix€))-
or, Xi=1 (X1 pike) = 2231(2121 Akpire) = §?=1(Z7<1=1 Aepike)) = Xie 1 Xl=1 APi)e;-

Donc, ¥, (X2_, Akpix )€, = O «—une écriture de O comme c. . de €4, €, ... €,,. Comme . % est libre, nécessairement,

i=1

A 0 A
Vi € [1,n], Xr=1 Akpix = 0. Cela revient a dire que P( : ) = () Comme P est inversible, on en déduit que < : )

An 0 An
A4 =0,4,=0,..,4, = 0. Ainsi, 7 estlibre. Comme card( 7) = nest libre, jen déduis que 7 ‘est une base de E.

(1

52 Exemple : Cherchons pour quelles valeurs du réel a, la famille . /= ((a, 1,2,3),(0,a,4,3),(0,1,a,3), (0,1,2,3a)> est -elle libre ?

X, X, Xz X,
Cette famille . /“est une famille de vecteurs de R*de cardinal égal a la dimension de R*.

Donc . # est libre sietssi . / est une base de R*sietssi M = maty ./ est inversible ou B est la base canonique de R*sietssi det(M) # 0.

Soit B = ((1,0,0,0),(0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)) la base canonique de R*..

a 0
Alors, (a,1,2,3) = a(1,0,0,0) + 1(0,1,0,0) + 2(0,0,1,0) + 3(0,0,0,1)) et matgX; = % .De méme, matyX, = Z  matgX; =
3 3
a0o0 0
..etmatgX, = ---..Donc, M = matg. /= % Z(ll %
333 3a
at 00 0 _
a 1 1 0 1 0 ,
Y O O D e T | IRV A
5 33 3a 3 3 3a 31-a) 3 3a-3 3-3a 3a-3

det(M) = —a(2 —a)(3—3a)(—3 —a) = 3a(a+3)(a—2)(a— 1). Ainsi, ./ est libre sietssi a & {0,1,2,—3}.

53 Exemple : Montrer que la famille (;ll 2 ), (l _21) est libre et la compléter pour constituer une base de M, (C).

—1+i/°\2 1
=A =B
A et B ne sont clairement pas colinéaires donc (4, B) est libre dans M, (C).
=Ey; =Eq, =Ep; =Ep2
. _[(1 0y (0 1y (0 0y (0 0 .
Soit B, = (0 0), (0 0), (1 0), (0 1) la base canonique de M, (C).
-1 i
Alors, A = —1Ey; + 2Ey; + 2iEp; + (=1 + [)Ey; et B = iEyy — 2iEy, + 2B, + 1E5,. Done, M = maty (4,B) = £ Z1).
-1+i 1
1 0 -1 i 0 0 1 0 0 O
M  ~, 22i 8 .Donc M’ = 22i _221 (1) (1) ~c 22i 8 (1) (1) . Ainsi, M’est inversible.
CpCar+iCy —14i —i —-1+4+i 1 0 0 CoeCatiCy —1+i—-i 0 O
Or; M’ = matp (A, B, E15, E»;).)'en déduis que la famille (4, B, E1, E1) est une base de M, (C).

54 Méthode (Cf exemples ci-dessus) : Grace a ce théoréme 51, on peut donc
e Démontrer qu’une famille est une base.

e  Compléter facilement une famille libre par des vecteurs d’une base.

e Trouver un ss-e-v supplémentaire d’'un ss-e-v donnée ( Cf plus tard).

)

55 Déf. : Si B1 et B,sont deux bases de E alors matg, B> est appelée |a matrice de passage de la base Bia la base B; et

(matp, B,)™' = matg, B1




56 Théo : Formule de changement de base pour les vecteurs

Soit By et B, deux bases de E. Soit ¥ un vecteur de E .

Notons P = matz B, , X; = mat 5 (V) etX, = mat 5, (V).
Alors, mat 5 (V) = matg B, Xmatp (V) ie. X;=PX, .

Démo : Posons B;= (&1, &;, ...8,) et B, = (Uj, Uy, ..., Up) et P = matg B, = (Pij) i jefinl? -

a; by

Soit U un vecteurde E et X; = ( : ) =matp (V)etX, = ( : ) = mat g, (V).
a, b,

Onadonc, Vk € [L,n]ug =X pue, et W =21, ae, et ¥ = Yp_, by

Alors, U = ¥2_1 b (U1, pire)=2k=1(Z 11 Picbe)) = X7y (Xk=1 Pibre)) = Xie1(Zk=1 Pirbi)&. Alors par unicité de I'écriture de

¥ comme c.l. des vecteurs de la base B, =, Vi, a; = Y.}—; i by Cela se traduit matriciellement par : X; = PX,.

— > —

57 Exemple : Soit B = (1,7, E)une base d'unK-e-v E .Soit%i = 2T+ 3]+ 4k, 3= 21—+ k,w =i —J E . Lafamille (@, ¥, W)est —elle
une base de E? Si oui, quelles sont les composantes de 7t = xT + yj + 7k dans cette nouvelle base ?

2 2 1 2 2 1 00 1
1) M = maty (U, V,w) = (3 -1 —1) etdet(M) =3 -1 —1 = 41 —1|=4—-3=1 % 0.Donc M est inversible et par
4 1 0 4 1 016G-G-¢I31 0
puis
C,—Cp—2C,
conséquent B’ = (i, U, W) est une base de E. Alors M est matrice de passage de B a B’ i.e. M = matzB'
X 1 1 -1\ /x x+y—z
2) matg, () =fmatg,B x matg () =M * (;V) 3 (—4 -4 5 )(y) = (—4x —4y + 52).
Z/ - 1_ (com(M)) 7 6 —8 7x + 6y — 8z

Ainsi, 1 = (x + yE2)U + (—4x — 4y + 52)V + (7x + 6y — 82)w.

3. Ss-e-v dans un e-v de dimension finie .

58 Théo : Soit E un K-e-v de dimension finie. Tout ss-e-v F de E est de dimension finie et dim(F) < dim(E). De plus,
dim(F) =dim(E) ©F =E.

Démo :Soit E un K-e-v de dimension finie et F un ss-e-v de E non réduit a {5}. Donc F contient un vecteur x’ non nul.Notons n la
dimension de E. Toute famille libre de vecteurs de F est une famille libre de vecteurs de E puisque F c E. Donc une telle famille

libre est de cardinal inférieur a n. Considérons C = {card( )/ - famille libre de vecteurs de F} . Alors C est un sous-ensemble de

N majorée parn et non vide car &' = (X) est une famille libre de vecteurs de F donccard ' =1 € C. Donc C admet un plus
grand élément noté p et p < n (car toute famille libre est de cardinal inf a n). Il existe donc une famille " libre de vecteurs de F
ayant exactement p vecteurs. Cette famille est nécessairement génératrice de F. En effet si &/ n' est pas génératrice

de F alors F contient un vecteur qui n’est pas c. l. des vecteurs de / et par conséquent la famille formée par ce vecteur et les
vecteurs de /" serait une famille libre de vecteurs de F et de cardinal p + 1 ce qui est impossible car p = max (C)). Ainsi, -/ est
une base de F. Alors dim(F) = p < n.De plus, n = p &  est libre et maximale dans E & ~estune basede E<F =E.

59 Exemple : Les ss-e-v de I'ensemble P des vecteurs du plan sont des ss-e-v de dimension 0, 1 ou 2, ce sont donc : {5}, les droites
vectorielles engendrées par un vecteur non nul du plan et le plan tout entier.

Les ss-e-v de I'ensemble E des vecteurs de I'espace géométrique sont des ss-ev de dimension 0, 1,2 ou 3 ce sont donc : {5}, les
droites vectorielles engendrées par un vecteur non nul de E ', les plans vectoriels engendrés par deux vecteurs de E non colinéaires
et E tout entier.

60 Théoreme : Soit F et G deux ss-e-v d'unK-e-v E.
Soit B; = (fl, e f,,) une base du ss-e-v F de E et B2 = (gl,. ,ga) une base du ss-e-v G de E alors
e F et G sont en somme directe si et ssi (fl, e fn, 91, - ,ga) est libre.

e F et G sont supplémentaires dans E si et ssi (fl, veer for G - ,gq) est une base de E. Dans ce cas, E est de dimension finie et
dimE = dimF + dimG .

Démo: 1) =Hypo: F N G = {0}. Montrons que (}?1, ...,ﬁ,g}, s Gq) estlibre.

arfy ++apf, + b1 g+ + bygy = 0=a,fy +-+apf, = b1 g; —

. (@ fi++afo€FNG
bng:’{ g g

= = —b1gi— " —bega €EFNG
aﬁ+...+aﬁ=6 a=-=a,=0 N >
= 1fi pfi L = {bl _ bp — o V'en déduis que (Frr oor fpr Grs e Gq) €St libre.
car FAG ne —bi1 gy —— bng =0 carBets, "Y1~ " T =
contient que 0 sont libres
<Hypo: U = (fl, o o G0 ...,§q) est libre. Montrons que FNG={0}.0€FNG (carFNG estunss-e-vdeE)
X=af/1 +-+a 2 o o =
xanaﬁ{xEF = {ﬁ 1f1 pfp=>af1+~--+apfp—(b1g1+---+bng)=0
XEG carBlbase deF \X = bigi + -+ bng
et Bbase de G
g ==a=0 _
= {b — =) _0:>x:0
car 1= "=V =
U est libre

Ainsi, Fn G = {0}.




2)On sait déja que vect(fl, ...,f;,,g’l, ...,gq) =F+G.
F et G sont supplémentaires dans E<F + G = E et F et G sont en somme directe.
= vect(fl, ...,f;,,g’l, ...,gq) =Fet (f;, ...,/‘;,,jl, ...,gq)libre.
s U= (f;, ...,ﬁ,,gl,...,gq) base de E.
=E est de dimension finie et dim(E) = card(U) = p + q = dim(F) + dim(G).
61 conséquence : Si F et G sont deux ss-e-v supplémentaires dans un K-e-v de dimension infinie, alors F ou/et G est de
dimension infinie.

62 Théoreme : Soit E un K-e-v de dimension finie. Tout ss-e-v de E de dimension finie admet un supplémentaire dans E .

Démo : Soit F un ss-e-v non nul du K-e-v E de dimension finie n. On pose p = dim(F) = 1. Soit B; = (]?1 f;) une base de F.
Alors B; est une famille libre de vecteurs de E. Donc, le théoreme de complétion assure que I'on peut compléter B; par une
famille B, de vecteurs de E bien choisis. La famille B qui réunit les vecteurs de B;et B, est alors une base de E. Je pose alors G =
vect(B,). Alors B, est une base de G (car B, , extraite de B , est libre et, par déf°, génératrice de G). Alors le théoréme 60 assure
que F et G sont supplémentaires dans E.

Si F = {0} alors 'unique supplémentaire de F dans E est E.

63 Méthode : Soit F un ss-e-v de E alorsp = dimF < dimE = n. Pour construire un supplémentaire dans E duss-e-v F de E ,

il suffit de:

1) compléter une base de F , qui est une famille libre de vecteurs de E , par (n — p) vecteurs bien choisis parmi les vecteurs
d’une base de E afin d’obtenir une base de E . Ces n — p vecteurs forment alors une famille libre.

2) définir, G le ss-e-v de E engendré par ces n — p vecteurs . Ces n — p vecteurs forment alors une base de G

3) conclure, en utilisant le théo60, que G est un supplémentaire de F dans E .

64 Exemple : Soit F = {4 = (a;;) i jyequ,312 € M3(R)/Vi € [[1,3]],213-:1aij = 0}. Montrer que F est un ss-e-v de M5 (R) et déterminer un
ss-e-v de M5 (R) supplémentaire de F dans M3 (R).
b

a b G

F = {(az bz C2>/\7’k € [[1,3]], (ak,bk,ck) € R3et ay + bk + Cx = 0}
as by ¢
a; by —a;—b

F = {(az bz —a; — b2>/Vk € [[1,3]], (bk,ak) € RZ
as by —az—b;s

1 0 -1 01 -1 0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 O
F= a1<0 0 0>+b1<0 0 0>+a2(1 0 —1)+b2<0 1 —1)+a3<0 0 0>+b3<0 0 0>/Vk€[[1,31],(bk,ak)ElR2
00 o0 00 O 00 O 00 0 1 0 -1 01 -1
=4 =B =4, =B, =43 =Bs
F = vect(A,,By,A,,B;, A3, B3). Ainsi F est un ss-e-v de M5 (R).De plus, U; = (44, By, A5, B, A3, B3) est génératrice de F. Montrons que
U, est libre. Soit (ay, by, ay, by, as, by) € Rétels que ay A, + by By + a,A, + by By + a3 A5 + b3 B; = 0.

a, by —ay—b

Alors (az b, —a,— b2> = 0.Donc,a; = b, = a, = b, = a; = by = 0. Donc, U; est libre.
az by —az—b;

Ainsi, U; = (44, By, A,,B;, A3, B3) est une base de F. Ainsi, dimF = card(U,) = 6.

Complétons matriciellement la famille libre U; pour obtenir une base de M5 (R).

Soit B, = (E11,E12,E13,E21, g2, B3 Esq, sz, E33) la base canonique de M;(R).

1 0 0 O 0 o0
0 1 0 O 0 0
-1 -1 0 0 0 0
0 0 1 o0 0 0
Soit M = matp (A1,B,,45,B,,45,B3)=<| 0 0 0 1 0 0 [. Cette matrice est échelonnée, complétons par trois colonnes
0o 0 -1 -1 0 O
0 0 0 O 1 0
\ 0 0 0 O 0 1 /
o o o o0 -1 -1

bien choisies de sorte de conserver cet échelonnement et d’obtenir une matrice inversible.

T 0 0 O 0 0 0 0 O
0 1 0 O 0 0 0 0 O
-1 -1 0 0 0 0 0 m O
0 0 T o0 0 0 0 0 O
0o 0 0 m 0 0 0 0 O0|[=matg (Ay,By,4; By A3, B3, E33,Eq3,Ey3) estinversible. Donc,
o 0 -1 -1 0 0 0O 0 m
0 0 0 O T 0 0 0 O
0 0 0 O 0 T 0 0 O
0o 0 0 0 -1 -1m 0 O

(A1,By,A3,By,A3,B3,E33,Eq3,E»3 ) est une base de M3 (R). Posons alors G = vect(E33, Eq3, E53).Alors le théoréme 60 assure que G est
un supplémentaire de F dans M5 (R).



65 Prop. : Soit E un K-e-v de dimension finie.
1) Si F et G sont deux sous-e-v de E supplémentaires dans E alors dim (F) + dim (G) = dim (E) .
2) Si F et G sont deux sous-e-v quelconques de E alors dim(F + G) = dimF + dimG — dim(F N G) .

Démo : 1) déja démontré (théo60).

2) Soit F et G deux ss-e-v de E. Travaillons dans le K-e-vF + G.

F N G est un ss-e-v de F et F est de dimension finie. Donc, F N G admet un supplémentaire H dans F.

Montrons que G et H sont supplémentaires dans F + G.

H estunss-e-vde F et F estunss-e-vde F + G donc, H estunss-e-vde F + G. G est aussiun ss-e-vde F + G.

Montrons que G N H = {5}. 0 € G n H. Montrons que 0 est le seul vecteurde G N H. SoitZ € G N H.

Alors ¥ € H donc X € F.De plus, X € G doncX € FN G. MaisalorsX € HN (F NG).Or FN G et H sont supplémentaires dans F. Donc
H N (F N G)={0}. Etainsi, = 0. V'en conclus que G N H = {0}.

Montronsque G + H =F + G.H c F donc,G+ H c F 4+ G.Montronsque F + G c G + H.

Soit ¥ € F + G. Alorsilexiste f E Fet EGtq: ¥ =f+§.0r,FNG & H = F.Donc, il existeLEFNGethe Htq:f =L+ h.Alors,

i= T 4h+§=h+t+GeH+GAins,F+GCG+H.
[9) [0 () [0 —_——
EFNGCG €H €6 €H €G

66 Prop.: Soit E un K-e-v de dimension finie et F et G deux sous-e-v de E..
F et G sont supplémentaires dans E sietssi F NG = {6} et dim (F) + dim (G) = dim (E) .
sietssi F+ G =F et dim (F) + dim (G) = dim (E) .

Démo : 1) F et G sont supplémentaires dans E <F NG = {0} et F+ G = E.
& FNG ={0}etdim (F + G) = dim (E) .
=dim(F N G) = 0 etdim(F) + dim(G) — dim (F N G) = dim (E) .
<dim(F NG) =0etdim(F) + dim(G) = dim (E) .
&F NG = {0} etdim(F) + dim(G) = dim (E) .
2) F et G sont supplémentaires dans E <F NG = {0} et F+G = E .
& dim(FNG) =0 etdim (F+ G) = dim (E) .
<dim(F) + dim(G) — dim (F + G) = 0 et dim (F + G) = dim (E).
<dim(F) +dim(G) =dim(F+G)=0etF+G =E.

67Exemple : un hyperplan H dans un K-e-v de dimension n est unss — e — v de E de dimensionn — 1 et
Si H est un hyperplan de E alors : vect(d) est un supplémentaire de H dans E sietssid ¢ H .
Démo : Soit E un K-e-v de dimension finie n.
1) Un hyperplan H de E est est un ss-e-v dont un supplémentaire est une droite D.
Alors dimH + dimD = dimE i.e. dimH = dimE — dimD =n — 1.
2) Soitd € E non nul et D = vect(d).Alors, dim (D) + dim (H) = 1+ (n — 1) = n. Par conséquent,
vect(d) ®H=E e vect(d) et H sont en somme directe < H Nvect(d) = {0} = d ¢ H .
prop66

Il Rang d’une famille de vecteurs.

68 Définition : Soit /= (v_l', vy, v_p') une famille de vecteurs d’'un e.v E .(E n’est pas forcément de dimension finie)
Lerangde 7 |, notérg( 7 ), est la dimension du sous —espace vectoriel engendré par 7.
Autrement dit, rg( 7 ') = dim(vect( 7 *))

69 Exemple : retour sur 'exemple 37 .Déterminer 7g((fi)k=o.6 )OU fo = 1, f1 : (x = cosx), f, : (x = sinx), f5 : (x = cos*x), f; : (x >
sin®x), fs: (x = cos (2x)) , fs: (x = sin2x).

rg((fidk=o0.6) = dim(vect((fk)k:()“6 )). Or, on amontré que B = (fi, f>, 5, fa, f6) est une base de vect((fi)k=0.¢ )-'en déduis que
rg((fidk=0.6) = card(B) = 5.

70 Prop. : Soit 7 =(Vy, 75, ... 7)) une famille de vecteurs d’une.v E .
1) rg(7)<p=card(7).
2) SiE estde dimension finien alorsrg( 7 ) < min (dimE ,card( 7 ) ).

Démo :1) 7 = (V5,V5, ... ) est une famille génératrice de vect(v;, U5, ... 7,) donc, card( 7 ) = dim (vect 7 )-rg( 7).
2) Si E est de dimension finie alors vect(vy, 75, ... 7y) est un ss-e-v de E donc dim(vect(vy, v, ...v,)) < dim (E) ie.rg( 7 ) <
dimkE. Alors, en appliquant 1),ona: rg( 7 ) < min (dimE,card( 7 )).

71 Prop. : Soit 7 ‘une famille de vecteurs d’'une.v E .
1) 7 estlibresietssirg( 7 ) =card( 7 )
Si, de plus, E est de dimension finie, alors
2) 7 est génératricede E si et ssirg( 7 )= dimE
3) 7 ‘estbasede E sietssirg( 7 )= card 7 = dimE




Démo : 1)Soit V = vect /7).

7 libre 7 basedeV = dimV=card( 7 )= 7 estgénératrice de VV et minimale = 7 basedeV= 7 libre.
2) 7 ‘est génératrice de E <=V = E<dimV = dimE< rg( 7 )= dimE.

3) D’apres 1) et 2), on peut affirmer que 7 ‘est base de E sietssirg( 7 )= card 7 = dimE

72 Théoreme : Si E est un K-e-v de dimension finie alors pour toute base .~ de E et toute famille 7 ‘de vecteursde E ,
rg(7 ) =rg(mat 7 )

Démo :1%¢ étape : Soit M =(C1|C2| |Cp) € M, ,,(K). Montrons que rg(M) = 1rg(C,Cy..,C)
. —_—
=nbre de pivots =dimension du ss—e—v F
de la matrice erc de My 1 (K)engendré
équivalente par colonne aM par (C1,Cz,..Cp)

Il existe une unique matrice R échelonnée réduite par colonne telle que M~_R.

Alorsrg(M) = rg(R) =nbre de pivotsde R = .

Posons R = (C1’|C2'| |Cp').AIors Ci41,--,Cp sont nulles.De plus, R est obtenue en effectuant sur M une suite d’opérations
élémentaires (op1),0p2) et op3)) sur ces colonnes .Or, op1),0p2) et op3) n’altérent pas le caractere générateur d’une famille, donc
(G, Cy',.., C,) est encore génératrice de F = vect(Cy,Cy,..,Cp). Or (C,',C;',.., Cy)est échelonnée et Cy, 4, .., Cp sont nulles
dong, (C;',C,',.., C.") est libre car échelonnée sans colonne nulle et encore génératrice de F ( car les p — r derniéres colonnes nulles
sont c.l des r premiéres) . Par conséquent, dim (F) = r. J'en conclus que dim (F) = rg(M) i.e.7g(Cy,Cs, .., Cp) =rg(M).

2&me étape. E est de dimension finie n. Soit .7 une base de E et 7 une famille de p vecteurs de E.

Soit M =mat , 7 =(C;|C,| ....|C,) ot €, = mat vy

On sait que : vy est c¢.l. des autres vecteurs de 7 sietssi Cyest c.l.des autres colonnes de M. Donc, les relations de dépendances
linéaires entre les vecteurs de 7 ‘sont les mémes qu’entre les colonnes de M.Ainsi, on otera le méme nombre de vecteur a pour
obtenir une base de vect( 7 ) que de colonnes a la famille (Ci,Cz,.., Cp) pour obtenir une base de F = vect(Cy, Cy,..,Cp). V'en
déduis querg( 7 ) = dim(F). Or d’aprés la premiere étape, dim(F) = rg(M).

Ainsi, rg( 7 ) = rg(M).

69 Méthode : pour connaitre le rang de 7, il suffit d’extraire de 7une base de vect( 7 ') : on étudie les relations de
dépendance linéaires entre les vecteurs de 7, on élimine ceux qui sont combinaison linéaire d’ autres linéairement
indépendants . Alors le rang de 7est le nombre de vecteurs restants.

Exo70 :Déterminer le rang de V =((1,1,2,3), (1,-3,2,0),(4,0,8,9),(1,0,3,-1), (2, —6,4,9)) et donner une base de vect(V)
Exo71 : Déterminer le rang de V = (fy, f1, f2, f3, fa)oU fo = ch, fy = sh, f, = exp, fa:(x = ch(2x)),fy: (x =
sh?(x))et extraire une base de vect(V) .




