Sup PCSI 2022-2023 Mathématiques Chapitre 19

Applications linéaires.

Dans tout le chapitre, E et F sont deux K- espaces vectoriels
Les applications linéaires sont des applications entre espaces vectoriels qui vérifient certaines propriétés de conservation des
combinaisons linéaires. 1Rappel :

1. Une application f de E dans F est injective (ou injective sur E)

e lorsque tout élément de F a au plus un antécédent par f dans E .

e lorsque deux éléments de E ayant la méme image par f sont égaux

e lorsque deux éléments de E distincts ont deux images distinctes.
Une application f de E dans F est surjective (ou surjective de E sur F)lorsque tout élément de F a au moins un antécédent
par f dans E i.e. lorsque f(E) = F.

3. Une application f de E dans F est bijective (ou bijective de E sur F)

e lorsque f estinjective et surjective de E sur F

e lorsque tout élément de F a exactement un antécédent par f dans E

e lorsqu’il existe une application g de F sur E telleque : f o g = idpet g o f = id}.

Dans ce cas, on définit g = f~1: F > E telle que Vy € F, f~1(y) = l'unique antécédent de y parf .

4. Si f estune application de E dans F et A est un sous-ensemble de E et B un sous-ensemble de F alors

e f(A) = {f(x)/x € A} est 'image directe de A par f et contient toutes les images par f de tous les éléments de A

e f"YB)=f"Y(B) = {x € E/f(x) € B} est 'image réciproque de B par f et contient tous les antécédents de tous les
éléments de B.

*  fja,larestriction de f a A, est I'application définie sur A par : Vx € 4, f, (x) = f(x).

| Généralités

1. Définitions

2 Def. : f est une application linéaire de E dans F lorsque
()
f est une application de E dans F et V(X,y) € E2,V(a,8) € K?, f(aX + By) = af (¥) + Bf ().

On dit aussi que f est un morphisme d’espaces vectoriels.

3 Def. équivalente : f est une application linéaire de E dans F si et ssi
f est une application de E dans F et V(X,y) E EZVa €K, f(X + ) = f(X) + f(P) et f(ax) = af(X).

4 Def. et notation:

1. Un endomorphisme de E' est une application linéaire de E dans E
2. Unisomorphisme de E sur F est une application linéaire de E dans F , bijective de E sur F . Lorsqu’il existe un
isomorphisme de E sur F, on dit que E et F sont isomorphes.

Un automorphisme de E est un isomorphisme de E sur E.

Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E dans K.
On note L (E, F) I'ensemble des applications linéaires de E dans F .
AE) au lieu de “(E,E) 'ensemble des endomorphismes de E .
Isom(E, F) 'ensemble des isomorphismes de E sur F.

GL(E) I'ensemble des automorphismes de E dit groupe linéaire.

E" au lieude & (E,K) 'ensemble des formes linéaires sur E.

L R

2. Reégles de calcul

5Prop.:Si f € “(E,F) alors

1. f(0p) = Oy
2. Vi€E f(—%)=—f(@
3. V(al, ,am) (S Km, V(ﬁl, ,ﬁm) € Em b f(z:ﬁl O{iﬁi) = ?il alf(ﬁl)




3. Exemples

6 Exemples de référence

e I'identité sur E, idg: (X — X), est un automorphisme de E.
E->F
° w: (f o OT;)E 7 (E,F) . w, 'endomorphisme nul, est noté O ou 0, g p).
o hy :(;:ff), homothétie vectorielle de rapport ¢ € K*, est un automorphisme de E de bijection réciproque h1.
* Soitd e M, ,(K). py: (Mp'l(K) ” M"'l(K)> et f :(M”'q(]R) = Mng(R) ) sont linéraires.
’ X - AX M - AM
Mn,l(K) = Mn,l(K)

. X1 Y1 ) K™ — K"

o SoitAd e M,(K).¢,: ¥ = x:2 bV = AX = y:2 est un endomorphisme de M,, ; (K). Et f;: ((xl,..,xn) o
xn yn
V1 X1

Y2

Yn Xn %, @

énoncés ce qui signifie que (x;,x5,..,%,) " =" X2 ) et ou" ="fu-
xn
7 Exemples déja rencontrés
. . . E - M,,(K) : .
e Soit E un K-e-v de dimension n et B une base de E . A: ( R T > est un isomorphisme. E et M,, ; (K) sont donc
X - matgX '
isomorphes.
_Mn(K)_)K)
f ( M - tr(M) est une forme linéaire sur M,, (K) . (la trace est linéaire)
M, (R) » M, (R
o f :( pa(R) ar(R) ) est un isomorphisme et f 1 = f. (la transposition est linéaire)
M- MT
CY(R,R C°(R,R
o u: ( ( )f: f'( ) ) e 7 (CYR,R),C(R,R)) . (la dérivation est linéaire)
Cc°([0,1],R) —» R)
h: 1 e C(R,R)*. (I'opérateur intégral est linéaire)
frlf
E-R
e Soit E le R-e-v des suites réelles convergentes. h: (. — lim u, | € E*.(I'opérateur « limite » est linéaire)
n—+oo

8 Exercices : 1) Soit f: R* - R définie par :f ((x,7,2,t)) = (2x — y + thy — Z03x — t + 2z). Montrons que f € ~/(R* R®)

) cN >N
2) Soith: <
) u e (2uUy = 3Upyidnen
C°([0,1,R) = C*([0,1],R)

foT@: @ [ fOdo)
o Ryp[X] > Ry [X]
4) Soit @: <P - )?(p(x) - 132(1 _NX)) KIX]  KIX] PR o ¢
R* > R RN - R? - ,€) -
NI <(x.y) - xy)’ g (u o (Uoly, Ug + u1)>’ ; (P - P(X)P(1— X))’k: (f B 2 4 if (1)

( D'(R,C) > F(R,C) , o
) '(f sa+f+ if(l)id,R> €~ (D'(R,C),F(R, C))sietssi a = 0.

). Montrons que h est un endomorphismqe de CV.
3) Soit T: < > Montrons que T € ~/(C°([0,1],R), C*([0,1], R)).

). Montrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X].

) ne sont pas linéaires.

4. Propriété fondamentale

X . q Az o .
=A :2 est 'endomorphisme de K" canoniquement associé a A. K™ et M, ; (K) sont parfois confondus dans les

)) ta

9 Théoréme Soit B = (e,);¢; une base de I'espace vectoriel E et (¥,);ce; une famille de vecteurs de F .
Il existe une et une seule application linéaire f de E vers F qui vérifie : Vi € I, f(&;) = y;.

10 En pratique, vous devez étre capable de décrire cette unique application linéaire ( Cf exercice suivant).

11 Exercice : Soit f € 7/ (M, (R), R?) tq f(((l) 8)) = (1,0),f ((1 8)) = (=1,0),f ((} é)) =0, ~1)etf ((} })) = (0,1).

Déterminer f <(Ccl Z))

12 Exercice : Soitu = (1,1),v = (2, —1)et w = (1,4). Pour quelles valeurs du réel a, existe-t-il un endomorphisme f de R*tel que : f(u) =

(2,1),f(17) = (1! —1)€tf(W) = (5! a)7

13Conséquence fondamentale
1. Toute application linéaire f de E vers F est entierement déterminée (définie ou décrite) par la donnée des images par
f des vecteurs d’une base de E .



2. Sideux applications linéaires de E vers F associent la méme image a chaque vecteur d’une base ou d’une simple famille
génératrice de E alors ces applications linéaires sont égales (partout !!).

14 Exercice : Cherchons tous les endomorphismes de R.

15 Théoréme Soit E = E; @ E, et u, € &~/ (E, F) et u, € ~/ (E,, F)
Il existe une et une seule application linéaire u de E vers F telle que : u/p, = uy et u/p, = u,.

Il Opérations sur les applications linéaires
1. Opérations dans L (E, F)

16 Théoréme :

1. Sife Y (E,F)etge ~ (E,F)alorsaf + g€~ (EF).

2. Sige Y (F,G)etfe v/ (E,F)alorsgef €~ (E,QG).

3. Sif estunisomorphisme de E sur F alors f~! est un isomorphisme de F sur E .

4. Sif et g sont deux isomorphismes de respectivement E sur F et F sur G alors g o f est un isomorphisme de E sur G et
(gof)™t=f"1og ! estlisomorphisme réciproque.

Notation : dans ~ (E,F), g o f est parfois notée gf ....

17 Théoréme : (/ (E, F),+,.) est un sous espace vectoriel de . 7(E, F) .

18 Régle de calcul: Sia € K et ge &/ (F,G) et (f,h)e./ (E,F)? alors
1. go(f+h)=gof+goh (NB:I'égalité (f +h)og=fog+heogestvraie mémesif,g, hne sont pas linéaires)
2. (ag)of=go(af)=algef).

2. Opérations dans < (E)

19Théoréme :

Si f et g sont deux endomorphismes de E et (@, 8) € K?2alors af + Bg et f o g sont des endomorphismes de E.
Si f est un automorphisme de E alors f~! est un automorphisme de E.

Si f et g sont deux automorphismes alors f o g est un automorphismede E et (fog) =g tof 1.

/ (E) est stable par composition et combinaison linéaire (addition et multiplication externe) . & (E) est un K-e-v.
GL (E) est stable par composition et passage a l'inverse.

P1em B =

20NB: GL(E) nest passtable par c.l. car id; — id; = 0
[ ) g
€GL(E) €GL(E)  #GL(E)

21 Def. Soitf €.Z(E).
1. fO=idgetVneN, "l =f"of=fof"=fofo..of € (E)Lesendomorphismes f" deE sont les itérés de f .
2. f est nilpotent lorsqu’il existe un entier naturel p tel que f? = Q

endom.
nul

3. SoitP € K[X]tqP =Xl oarX® Alors P(f) = YR oarf* = agid + a,f + ayf? + -+ a, f™

22 Régles de calcul :

1) Y(f,g,uv) €~ (E),VY(ap,ab) € K* (af +Bg) o (au + bv) = aa(f ou) + ab(f o v) + f(g o u) + B(g ° V).
2) Va €K Vfe (E)V(pq) €N (af)P = aPfP et idP = id et fPf9 = fP+4 ot (fP)9 = P4
3) SiP=QB+Rou(P,Q,R,B)€EK[X]*et f €/ (E)alors P(f) = Q(f)B(f) + R(f) = R(f) + B(HQ(f).

23 METHODE- Exemple :si f2 + 2f — 3id = 0 alorsid zg(fz +2f) = g(f +2id)of=f 0§(f + 2id) et j'en conclus que f est
bijective et f~1 = % (f + 2id).

24 Factorisation et bindme de Newton: Si f et g sont deux endomorphismes de E telsque fog =go f , alors
—

f et g commutent

1 V(,mp,q) EN',(fog) =f"ogh=g"ofretfMogPoflogl=frnoghti=grdofmin
n _ n —
2. VREN(+g" =+ F+g)oo(F+9)=Zio(}) Ko™ Thoo(}) fHg"™*

fofo“ofogogomog
3. VneEN, Ml — g™l =(f—g)o(Xh_of*og"™) =(f — )(Th, fX g™ ™).

25 Exemple Soit (f,g) €~ (E)?*tq:fog =g o f. Alors,
2f —9)°(5f —4g) = (8f* —12f*g + 6fg* — g>)(5f —4g) = 40f* —92f°g + 78f*g* — 29fg® + 4g".

26 En particulier, f et id commutent toujours puisque f o id = f = id o fdonc

VneN,Vf €V (E), (id+ )" = p=o () F* etid — fr*" = (id = ) o (B ) = (Tpoo f¥) o (id = f).




lll Noyau et image et rang d’une application linéaire

1. Noyau d’une application linéaire.

27Def.: Soit f € / (E, F). Le noyau de f noté Ker(f) ou Kerf est 'ensemble de tous les antécédents de O, par f

Autrement dit, X € Kerf @ 2 € E et f(¥) = O,

i.e. 'ensemble des vecteurs de E dont I'image par f vaut 0. Kerf = (XeE/f(®) = O_F)} VY

28NB : Etre dans le noyau de f, c’est avoir son image par f qui est nulle.

-
29Théoreme : Soit f € ~/(E, F).Ker(f) est un sous espace vectoriel de E. \)

30Def : Soit M € M,,,(K). Le noyau de M est Ker(M) = {X € M,,;(K)/MX = 0} = Ker(py) ol ¢y: <Mp'1(§)'_)_)]\%?'1(1()) :

31Conséquence : Soit M € M, (K). M est inversible sietssi Ker(M) = {0,,,}
2. Image d’une application linéaire

32Def. : Soit f € & (E, F). L'image de f, notée Im(f) ou Imf , est 'ensemble de toutes les images par f de tous les éléments
deE.Im(f) ={f(R)/X€E}={y €F/AREF;J = f(¥)} = f(E).Autrement dit, ¥ € Imf & 3IX € E/f(X) = y. O

33NB : Etre élément de Imf, c’est étre une image par f d’un élément de E.

34Théoréme Soit f € & (E,F).Im(f) est un sous espace vectoriel de F. @

35Def : Soit M € M,, ,,(K). L'image de M est Im(M) = {Mx/X € Mp,l(K)} = Im(@y;) oU @y <M”'1(1;)'_)_>]\%?‘1(K)> i

36Théoréme: Si f € ~(E, F)et. =(e,);c; est une famille génératrice (ou une base) de E alors (.7 )= (f (€;));e; €5t une
famille génératrice de Im(f).

37Exemple : Soit f: R[X] = R[X] définie par: f(P) = XP' — P. Montrer que f €~ (R[X]). Décrire Im(f) et Ker(f).

3. Rang

| 38 Def. : Soit fe ~ (E,F). Lerang de f ,notée rg(f), est, par déf°, la dimension de Im(f). Donc, rg(f) = dim(Im(f))

39Prop. :Si f € ~ (E, F)et (e,);; est une famille génératrice de E alorsrg(f) = rg((f(?{))ia) =rg(f(B)).

| 40Prop. : Soit f € ~/(E,F). Alors, rg(f) < min(dimE , dimF).

| 41Théo du rang : Soit fe ~/(E, F). Si E est de dimension finie alors rg(f) + dim (Kerf) = dimE (démo plus tard) @

42Exercice : Soit E un K-e-v de dimension 4 rapporté a la base B = (d, l_;, c, cz). Soit I'endomorphisme f de E tel que :
f@=d+b+cé+d, f(b)=d+d, f(@=d+d et f(d)=a+b+c+d.AtonKer(f)® Im(f)=E?

4. Noyau et image d’une composée d’applications linéaires ou des itérés d’'un endom.

43A savoir justifier : Soitge ~/(F,G) et fe ~/(E,F) . Alors,
1. gof = Q sietssi Im(f) c Ker(g).

endom.
nul

2. Ker(f) cKer(gof)etIm(gof)cIm(g).

44A savoir démontrer : Pour tout endomorphisme f de E et tout entier naturel k,

1. Ker(f*) et Im(f¥) sont des ss-e-vde E.

2. Ker(f¥) c Ker(f**1) et Im(f**') c Im(f*) . On dit que les deux suites de ss-e-v de E: (Im(f*))enet
(Ker(f*))rensont respectivement décroissante et croissante au sens de I'inclusion.

3. Si E est de dimension finie alors ces deux suites de ss-e-v de E sont (stationnaires) constantes a partir d'un méme rang.

4. f*=0sietssilmf c Kerf.




5. Généralisation : image directe ou réciproque d’un ss-e-v par une application linéaire.

45Prop. : Soit f € ~ (E,F)
1. Si GestunssevdeF alors f~1(G), I'ensemble de tous les antécédents par f des éléments de G, estunssevde E
2. SiHestunssevdeEalors f(H), |I'ensemble de toutes les images par f des élémentsde H , estunssevde F.

46NB : si G = {0, } alors f~1(G) = Ker(f) etsi H = E alors f (H) = Im(f).

47Def. : Soit f € ~/ (E)et H unssevdeE (alors f(H) estunssevdekE).
H-H

2 f()—é)) est un

On dit que H est stable par f lorsque f(H) c H i.e. lorsque VX € H, f(X) € H etdans ce cas, fy: (

endomorphisme de H appelé ’endomorphisme induit par f sur H .

48Exercice : Soit u: R[X] — R[X] définie par : u(P) = X2P' — 6XP. Montrer que u induit un endomorphisme sur R¢[X].

49A savoir démontrer : Soit f €~ (E) et A € K.
Alors, f — Aidg est un endomorphisme de E et Ker(f — Aidg) = {X € E/f(X) = AX} et Ker(f — Aidg) est stable par f .
Enfin, 'endomorphisme f; de Ker(f — Aidg) induit par f est I’lhomothétie de rapport A.

50NB: SoitE = E, @ E, etu, € &/ (E,F) et u, € & (E,, F). Alors E; et E, sont stables par I'unique application linéaire u de
E vers F vérifiant : u/p = u; et u/p, = u,.

ré .

IV Application linéaire injective et / ou surjective. Isomorphisme.

1. Injectivité

51Théo: Soit f € & (E, F).Alors, f injective < Ker(f) = {O—E'}. @

Autrement dit, une application linéaire est injective si et ssi son noyau ne contient que le vecteur nul.

52Exemple: f: (P = P(X + 1) — P(X)) est un endomorphisme de R[X] non injectif car 1 € Ker(f) donc Ker(f) # {0}. Rappel : Ker(f) = Ry[X].
53Exercice : Montrons que 'endomorphisme f : (P~aP — XP") de R[X] est injectif sietssi & & N.

54Prop. : Soit f € / (E, F) . Alors,

1) f estinjective = pour toute famille libre (11,);¢[1,n de vecteurs de E’(f(u_l)))ie[[m]] est une famille libre de vecteurs de F .
2) SiE de dimension finie et admet une base (e,);c[1 ., alors

f estinjective < (f(e_’)))ie[[l,n]] soit une famille libre.

& rg(f) =dimE .

55Exercice : Montrons que I'endomorphisme f : (P=P + P’) de R, [X] est injectif.

2. Surjectivité

56Théoréme : Soit f € / (E, F) . f surjective & Imf = F @

Exerice : Soitu: C°(R,R) ~ C1(R,R) définie par : Vf € C°(R, R),u(f) est la primitive de f qui s’annule en 0. Montrer que u est injectif mais
n’est pas surjective de C°(R,R) sur C}(R, R).

57Prop. : Soit f € ~/ (E, F) .
1) Si(e));e; est une famille génératrice de E alors, f surjective de E sur F < (f(€;));e; est une famille génératrice de F .
2) SiF estde dimension finie alors, f est surjective de E sur F < rg(f) = dim(F).

58Exercice : Montrer que f: (x(x,y,z) » (x +y,2z — x))est une application linéaire de R3dans R’ surjective mais non injective. Donner une
base de Ker(f).
59Exercice : Montrer qu’une forme linéaire est surjective sietssi une de ses images est non nulle.

3.Isomorphisme
60Théo. : Soit f € &/ (E,F).
1. f est un isomorphisme de E sur F <Kerf = @}et Imf =F. @

2. Si E_est de dimension finie et (€;);c[1 7 €St une base de E alors
f est unisomorphisme de E sur F < ((f(éi))ie[[l al estbasede F < dim(E) = rg(f) = dim(F) < +.

61Exercice : Montrer que pour tout P € R,,[X], il existe un unique Q € R, [X]telque:P = ¥7_,Q®.



62Conséquence 1: Un isomorphisme de E sur F envoie toute base de E sur une base de F. Et 'ensemble des antécédents des
vecteurs d’une base de F par un isomorphisme de E sur F est une base de E.

63NB : Cette conséquence fournit un autre moyen de montrer qu’une famille est une base.

64Exercice : Soit ag, ay, ..., a, des réels distincts. On pose Vk € [0,n], X, = (a,*,a;, ..., a,*) € R**1,
Rn[x] N Rn+1

est un isomorphisme.
P (Ii(aol),P(all), ...,P(an)))

1. Enutilisant la base de Lagrange associée a ag, a4, ..., @, montrer que f: (

a; a, an

2. Endéduire que la famille (X;)x=g.nest libre dans R**tet V(ay, ay, ..., a,) = | a? a2 -+ a2 |est inversible.
n n n
al a at

65Conséquence?2 : Si E est de dimension finie et E et F sont isomorphes, alors F est de dimension finie et dimE = dimF.
Plus généralement, E et F isomorphes=dim(E) = dim(F)(finie ou infinie).

E - CP

66Exercice : Soit E le ss-e-v de CN constitué des suites p-périodiques. Soit h : (
p-p a U= (Ug,Ug, e, Up—1)

déduire dimkE.

). Montrons que h € Isom(E, CP). En

67Conséquence Si E et F sont de dimensions différentes alors il n’existe aucun isomorphisme de E sur F @
et plus précisément,

sidim (E) > dim (F) alors il n’existe aucune application linéaire injective de E vers F .

sidim(E) < dim (F) alors il n’existe aucune application linéaire surjective de E sur F .

68 « Réciproque » : Si dimE = dimF < +oo alors E et F sont isomorphes. (faux si dimE = dimF = +0).

69Caractérisation des isomorphismes en dimension finie :
Soit fe &/ (E,F) .Si E et F sont de méme dimension finie alors :
festunisomorphisme de E sur F @
& f injective
& f surjective de E sur F
e rgf = dimE(= dimF)

70Exercice :Soitn € Net VP € R,,[X], ¢(P) = (1 —nX)P(X) + X?P'(X). Montrer que ¢,, € GL(R,,[X]).

71Théoréme du rang : Soit f € & (E,F) .
Si G est un supplémentaire de Ker(f) dans E alors Imf et G sont isomorphes. @
En conséquence : Si E est de dimension finie alors 7g(f) + dim(Kerf) = dim(E)

72Prop. : Soit E et F deux K-e-v de méme dimension.
1) Si f est un isomorphisme de E sur F et H est un ss-e-v de E alors f(H) et H ont la méme dimension .
2) Si f est un isomorphisme de E sur F et G est un ss-e-v de F alors f~1(G) = f~1(G) et f~1(G) et G ont la méme dimension .

73Propriété durang . Soitf € ~ (E,F)etf € ~ (F,G) et he & (G,E)

1) Si g est un isomorphisme de F sur G alorsrg(g o f ) =rg(f).

2) Si h est un isomorphisme de G sur E alorsrg(f o h) = rg(f).

Autrement dit, le rang est invariant par composition a droite ou a gauche par un isomorphisme.

1) rg(gef) <min(rg(f),rg(9))-

74NB : ce résultat rappelle le résultat sur les matrices : le rang d’'une matrice est inchangé lorsqu’on la multiplie par une matrice inversible.

VI Projection et symétrie vectorielles.

75Déf. : Soient E un K-e-v et F et G deux ss e v de E supplémentaires dans E.

Pour chaque ¥€E ,3!(xz,%;) EF X G / X=Xz + Xx;, onpose alors p(¥) = xp et q(X) =x; ets(x) =xp —x;
L’application p ainsi définie est appelée |a projection vectorielle sur F parallélement a G (ou de direction G) et g est la
projection sur G de direction F. Les projections p et q sont dites associées a la somme directe F @ G =E .

L’application s ainsi définie est appelée la symétrie vectorielle par rapport a F parallélement a G (ou de direction G) .

p(%) est le projeté de X sur F parallélement 3 G et q(X) est le projeté de X sur G parallélement a F.

s(X) est le symétrique de X sur F parallélement a G

L’espace F sur lequel p projette et I'espace G parallélement auquel p projette sont les éléments caractéristiques de p , de q et
des.




76lllustration :

En dimension 2: En dimension 3 :

77Propriétés : Soient E un K-e-v et F et G deux ss e vde E supplémentaires dans E et p et q les projections associées a la
somme et s la symétrie vectorielle par rapport a F parallelement a G directe F @ G = E : p projection sur F parallelement
a G et g projection sur G parallelement a F. Alors,

1. VXeE,x = p(X) + q(X) est la décomposition de X comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.

2. p+q=Ildgets=p—q=2p—1Id; =1d; —2q.

3. p,q etssontdes endomorphismes de E. p est I'unique endomorphisme de E tel que p,r = Idr et p;c = 0 (¢ et s est
I'unique endomorphisme de E tel que s, = Idp et s, = —Id;

gep=0(etpegq=0)

p>=pop=pletq’* =qoq=q)etsos =1Idg

F = Im(p) = Ker (p — Id) = {vecteurs fixes par p} = Ker(q) et G = Ker(p) = Im(q)

F = Ker (s — 1d;) = {vecteur fixes par s} et G = Ker(s + Idg) = {X € E/s(X) = —x}

Im(p) @ Ker(p) =E (etlmq @ Kerq =E) etKer (s —Idg) @ Ker(s+ Idg) =E

NB si p est une projection alors p est la projection sur Imp et parallelement a Kerp : Imp et Kerp sont les éléments
caractéristiques de la projection p. Si s est une symétrie alors s est la projection par rapport a Ker (s — Idg) et
parallelement a Ker (s + Idg) : Ker (s — Idg)et Ker (s + Idj) sont les éléments caractéristiques de la symétrie s.

©No 0 e

78Caractérisation Soit f € & (E). Alors,

1. f est une projection (0)

< f est la projection sur Im(f) et parallelement a Ker(f) (1)

e fof=f @ ) o '

o Imf @ Kerf = E etVy € Imf,f(y) =y (le. fimer) = idpncpy) - 3

2. f est une symétrie (0)

S f est la symétrie par rapport a Ker (f — Idg) et parallélement a Ker(f + Idg) (1)
= %(f + idg) est une projection (2)

& fof =ldg (3)
& Ker (f —Idg) @ Ker(f +1dg) =E . (4

VIl Formes linéaires et hyperplans.

79Rappel-Def : Une forme linéaire de E est une application linéaire de E dans K. E*est I'ensemble des formes linéaires sur E.

80Def : Un hyperplan de E est un ss-e-v de E lorsque H admet une droite vectorielle comme supplémentaire dans E.

81Théoréme : Soit H un ss-e-v de E.
H est hyperplan de E < tout vecteur i € E\H vérifie : vect(u) @ H = E< H est le noyau d’une forme linéaire.




82Théoréme : On suppose que E est de dimension finie et B = (€;) ;[ ] €St une base de E.

H est un hyperplande E< dimH = (dimE) — 1

Sil existe ay, ay, ..., a,, des scalaires non tous nuls tels que H = {3, x;6; / X, x;a; = 0}
N ——f—r

équation
de H dans B.

VIl Equations linéaires.
83Introduction :

1. SoitA € M, ,(K) et B € M, ;(K) et (S) le systeme d’équations linéaires : AX = B ol X € M, ; (K)est I'inconnue.

Soit @, : (X » AX). @ est linéaire et (S) : p,(X) = B et (SH) : ,(X) = 0. Donc, Sol(SH) = Ker(¢,).Et lorsque (S) est
compatible, les solutions de (S) sont sommes d’une solution de (SH) et d’une solution particuliere de (S) i.e. sommes d’un
vecteur de Ker(¢,) et d’une solution particuliere de (S).

CY(R,R) = C°(R,R)

Yoy +ay ).Alors

2. Soit a et b deux fonctions continues sur unintervalle I et (E): y' + a(x)y = b(x). Soit ¢: (
Ker(p) = Sol(EH) et Sol(E) = {f, + h/ h € Ker(¢p)}ou f; est une solution particuliere de (E).

84Prop. : Soit fe ~(E,F) et b € F. Notons (e) I'équation f(¥) = b d’inconnue % € E. f étant linéaire, (e) est une équation
linéaire. On note (eh) I'équation f(¥) = 5F d’inconnue X élément de E, équation homogene associée a (e).

Alors, Ker(f) est 'ensemble des solutions de (eh).

Ou bien,z € Im(f). Alors (¢) admet une solution particuliére 7'et les solutions de (e) sont les vecteurs v’ + R'tels queﬁ) €
Ker(f) ie. les solutions de (e)sont tous les vecteurs sommes d’une solution particuliére v’et d’une solution de I’équation
linéaire homogeéne associée a (e).

Ou bien,i)) & Im(f). Alors (e) n’a pas de solution.

85Applications aux suites récurrentes linéaires d’ordre 2 a coefficients constants:
Soit a et b deux réels et (v,,),en €t E 'ensemble des suites réelles vérifiant : Vn € N, u, ., + au,q + bu, = v,.
Notons H I’ensemble des suites h réelles vérifiant : Vn € N, h,,,, + ah, .1 + bh, = 0.

Démontrons les deux résultats suivants admis dans le chapitre « Suites particuliéres ».
1) S'il existe une suite t telle que : Vn € N, t,, ., + at, 1 + bt, = v, alorsE = {v+ h/h € Ker (@)} i.e. les suites réelles u vérifiant Vn €

N, up o + au, 1 + bu, = v, sont les suites sommes de ¢t et d’une suite élément de H.
2) H={a(Dpen + B (Dnen/ (0 B) € R?} 5i Ay > 0et 1y etr, sol° distinctes de (e.c). .
H = {(a+ Bn) r{)nen/ (0, B) € R} 5i Ay, 5= 0et 1y sol®de (e.c)..
H = {(acos (n6) + B sin (n6))p"/(a,B) € R?} si Ay, n< 0 et 7y = pe' sol° de (e.c).

. RN - RN
1) soit ¢ <u g (un+2 + Aun4q + bun)nEN
Montrons que ¢ € -~ (RN).
V(u,z) € (RY)?V(a,B) € R? p(au+ Bz) = ((Quunsz + Bzns2) + a(@Unsy + Bznsr) + blav, + B2,)),
= (AUpgp + aQUyyq + bauy + Bzpyy + afzper + bz nen
= (AUpsz + aQUpyq + baup)pen + (BZniz + aBZpiq + bBZp)nen
= @(Upyp + AQUpyg + Dydney + B (Znio + aZpyr + bZp)nen
= ap(u) + Bo(2)

Donc, ¢ € -/ (RN). Ainsi, E est I'ensemble des solutions d’une équation linéaire. D’aprés le théoréme précédent, on peut donc affirmer que :
si E est non vide i.e. il existe une suite t telle que : Vn € N, t,,,, + at,., + bt, = v, alors E = {v + h/h € Ker (@)} i.e. les suites réelles u
vérifiant Vn € N, u,, ., + au, 1 + bu,, = v, sont les suites sommes de t et d’une suite élément de H .

). Alors E est I'ensemble des suites réelles u solutions de ¢(u) = v et H = Ker(¢).

Je vais trouver la dimension de H sans et pour trouver une base de H en utilisant un isomorphisme.

2) Donnons une base et la dimension de H.
e  Tout d’abord H est un ss-e-vde RN cay’H c RN et la suite nulle est élément de H et si h et g sont deux suites de H et x et y deux
réelsalorsVn €N, (x hyyyp + ¥gni ) + a(xhyq1 + ¥gne1) + b(xhy, +vg,) = x (hyyo + ahyq + bhy) +
=0

Y(hpyo +agniq +bgn) = 0/doncxh +yg € H.
=0

e  Pour trouver la dimension et une base on va construire un isomorphisme de R?2 sur H.

Soit I': H > R?définie par : I'(h) = (hg, hy).
I est bien définie et linéaire car si h et g sont deux suites de H et x et y deux réels alors I'(xh +yg) = (xhy + ygo,xh, + yg1) =
(xho,xhy) + (¥90,¥91) = x(ho, h1) + y(go, 91) = xI'(R) + yI'(g).
I est bijective car V( a, b) € R?,il existe une et une seule suite h telle que : hy = a,h; = bet Yn € N, hy,,, + ah,,; + bh, = 0.
Ainsi,I" est un isomorphisme de R2 sur H. Donc, dimH = dimR? = 2. Donc, une base de H est une famille libre formée de deux vecteurs de H.

e Cherchons les suites géométriques complexes NON NULLES vérifiant Vn € N, h,, ., + ah, .1 + bh, = 0. Soitr € C".
ey EHSVREN T2 4 ar"™l 4+ " =0 VneN, G2 +ar+b) 1™ =0or’+ar+b=0

—
+0 car r+0

Ainsi, ™) ey € H © 1 sol°de ax* + bx + ¢ = 0.
e  Posons (e.c):ax*+ bx + ¢ = 0.



Ou bien A, (y> 0. Alors (e. ¢) a deux solutions réelles distinctes : ; et 1, et alors les suites ggométriques (17" ) nen €t (13" )nensont éléments
de H.Commer; # 15, (17 nen, ()nen) est libre et ainsi, (17 nens (13 )nen) st une base de H. En particulier, les suites éléments de H

sont toutes les c.l. de () en €t (7)) nen-
b

Ou bien A y= 0. Alors (e. ) a une seule solution : le réel 1, = —5. et H ne contient qu’une seule suite géométrique non nulle :
() nen- Montrons que (1) ey € H.VR E N,

n T, a(n T, nry" = (n ir a(n ir nry" = nry" |15 + ar, T ar, =0.

+ 2™ +a(n+ D™ + bnry" +2)1™ +am+ Vg™ + bnrg™ = nr™ [rE + ary + b| + 1" |2ar, + b| = 0
=0 =0
Donc, (n1g) ey € H.
Montrons que ((n7rg")nen, (75" ) nen) est libre.
Soit (@, B) € R%. a(r{)nen + B nen = 0 © Vn,anrf + frit =0 = p=0et(a+p)ryg=0=>a=p=0.
-

pour n=0 puis 1 #0
Ainsi, (M5 )nen, (gDnen) est libre et maximale dans H donc est une base de H. En particulier, les suites éléments de H sont toutes les c.l. de
() nen €t (N1 )pen-
Ou bien A, y< 0. Alors (e. ¢) a deux solutions complexes conjuguées et non réelles : 7 et 7, et alors les suites géométriques
() nen et () ensont complexes et vérifient : Vi € N, 7™+2 + ar™! + br™ = 0. Posons, 1; = pe'?. On a donc,
vn €N, pn+2ei(n+2)9 + apn+1ei(n+1)9 + bpneine =0ie.
vn € N, p"*2(cos((n + 2) 8) + isin((n + 2)6)) + ap™*(cos((n + 1) 0) + isin((n+ 1)6))) + bp™(cos (n8) + isin(nd)) = 0 + i0.
Donc, par unicité des parties réelle et imaginaire du complexe nul,
vn €N, p"*2 cos((n + 2) 6) + ap™* ' cos((n+ 1) 8) + bp™ cos (n8) = 0 et Dong, les suites (p™ cos (n6))nenet (p™ sin (1 6))ney sont
p"*2sin((n + 2)8) + ap™* sin((n + 1)8) + bp"sin(nd) = 0. } éléments de H.
Montrons que ((p" cos (1n 8)),en, (P" sin (n60)),en)est libre.
Soit (@, ) € R2. a(p™ cos (n6)) ey + L™ sin (1)) ey = 0 © V1, ap™ cos (n6) + fp™sin (nh) =0

= a=0et(acos(0)+ﬁ sin(@)) p =0=>a=4=0.
by . —— v
pour n=0puis 1 #0 car r €R/ #0car r ¢R

Ainsi, ((p" cos (n 6)),en, (P" sin (n.8))en)est une famille libre et maximale dans H et est donc une base de H. En particulier, les suites
éléments de H sont toutes les c.l. de (p™ cos (n.0)) ey et(p™ sin (n 6)),en-

CCL: H = {a(Dyen + B (3 nen/ (o, B) € R?} Si A, > 0 et 1y et 1, sol° distinctes de (e.c). .

H = {(a+Bn) (r§)nen/ (0, B) € R?} 5i Ay, 5= 0 et 1y sol° de (e.c)..

H = {(acos (n6) + B sin (n6))p"/(,B) € R*} Si Ay, < 0etr; = pe® sol° de (e.c).



