Démos chapitre « Applications linéaires » .
| Généralités

1. Définitions

2 Def. : f est une application linéaire de E dans F lorsque
)
f estune application de E dans F et V(%,7) € E2,V(a,B) € K?, f(aX + BY) £ af (X) + Bf (D).

On dit aussi que f est un morphisme d’espaces vectoriels.

3 Def. équivalente : f est une application linéaire de E dans F si et ssi
f est une application de E dans F et V(%,y) € E:,Va €K, f(X+ ) E f(X) + f(F) et f(aX) = af(X).

Démo : =Hypo : f est une application de E dans F et V(¥,¥) € E2,V(a,B) € K2, f(aX + BY) = af (2) + BF ().
)
Alors, fe /E,F)etV(%,y) €2 Va €K, f(X+y) = f(L.X+ 1)) = Lf@+LfG)=f@+fG)etf(aX)=[f(ax+0y) = af(@+
par (x) par (9
0f () = af (@) + 0 = af (¥).0K 1 2
&Hypo: fe AE Fet¥(X,Y) € E2va € K, f(X+ V)2 F(X) + f(V) et f(aX) = af (X).
Alors, f est une application de E dans F et V(¥,7) € E2,Y(a, B) € K2, f(aX + BY) = fla®) + f(BH)

w
par 1 par

af (%) + Bf (¥).0K !
2

4 Def. et notation:

1. Unendomorphisme de E est une application linéaire de E dans E
2. Unisomorphisme de E sur F est une application linéaire de E dans F , bijective de E sur F . Lorsqu’il existe un isomorphisme de E' sur F , on
dit que E et F sont isomorphes.

Un automorphisme de E est un isomorphisme de E sur E.

Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E dans K.
On note Z (E, F) 'ensemble des applications linéaires de E dans F .
AE) aulieu de ~(E,E) 'ensemble des endomorphismes de E .
Isom(E, F) 'ensemble des isomorphismes de E sur F.

GL(E) 'ensemble des automorphismes de E dit groupe linéaire.

E* aulieude ~ (E, K) 'ensemble des formes linéaires sur E.

O

2. Régles de calcul

5Prop.:Si f € “(E,F) alors

1. f(0g) =0f

2. VXEE f(-%)=—f()

3. V(ay .., ay) €K™ V(i ..., Uy) € E™, fUE aitly) = X2 aif (dy).

Démo : Soit f une application linéaire de E dans F.

1) f(0g) = £(0.0p) = 0.f(Op) = Op et f(=0)+ f(¥) =  f(=%+%) = f(0g) = Op. Donc, f(~%) = —f(¥).
car f linéaire (2) car f linéaire(1)

2)  Parrécurrence sur m on prouve que [V(ay, ..., &) € K™, V(ty, ..., 1) € E™, f(ER; aitly) = X7 a;if (i) ]=nemy-

Init® : H(1) et H(2) sont vraies car f est linéaire ((1) et (*)).

Propag® : Soit m € N*et je suppose H(m) vraie. Soit (@, ..., @psq) € K™, (Uy, ..., Upsr) € E™L Alors, fF(EM a1l =

fQLER @ity + apyrtimse1) = fQER at) + amyr f (me1) = IRy aif (U) + tmir f (lmar) = X2 ey f (8. OK 1 Dong,
par (x)avec a=1,=am+1 H(‘rrf)(:;:"aie

e A,
X=X, il et Y=ilmyq

H(m) = H(m + 1).CCL:Vvm € N*, H(m) est vraie.

3. Exemples
6 Exemples de référence
e ['identité sur E, idg: (X » X), est un automorphisme de E.
E-F EF) etw: L L £). w, Pend hi I, est noté 0 ou 0
. e = / (E s = )e v (E). ]
w.(x HOF)E (E,F) etw (x HOE)E (E). w, 'endomorphisme nul, est noté 0 ou 0., (g
. h“:(fE:an’)’ homothétie vectorielle de rapport @ € K™, est un automorphisme de E de bijection réciproque h1.
(K) = My 1 (K) ® ® KV - K" ARG
: M, (K) — K M,,(R) - M, (R - Y2 X2 S
e SoitA e M,,(K). :( pl nl )et 0 :( pa nq )et :( )t 2| =A4|"" | sontlinéaires
np (K- ou X - AX M AM TGy ) > (o)) 19 )
n 14
My 1 (K) = My, (K) Vi X
Soit A € M,,(K) . T\ lest un end hisme de M, , (K). Et f. ( RS IS )t Ya) -4 *2
° . B o & o = .
oitA e M, Pa ¥ = x:2 oY = AX = y:2 est un endomorphisme de M,, ; 0\ 5200 2 5 77 al :
. . y‘)‘L xn
xn yn

I’'endomorphisme de K™canoniquement associé a A. K™ et M,, ; (K) sont parfois confondus dans les énoncés ce qui signifie que (xq,x5,..,%x,) " =

o VY
v [ X2

;|et om" ="fu-
xn
7 Exemples déja rencontrés
. . . E - My, (K) . . .
e  Soit E un K-e-v de dimension n et B une basede E . A: ( 5 mc'zthc’ ) est un isomorphisme. E et M,, ; (K) sont donc isomorphes.




Mp 4 (R) - Mg, (R)

M- MT
c°([0,1],R) » R)

follf

> € E*.(I'opérateur « limite » est linéaire)

M,(K) > K
( M e tr(M)
_(CYR,R) - C°(R,R))
w fof

. Soit E le R-e-v des suites réelles convergentes. h: <

) est une forme linéaire sur M,,(K) et f: ( ) est unisomorphisme et f ™1 = f.

. ) e 7 (CYRR),COR,R)) eth: < > € CR,R)*.

E->R

uw lim u,
n-+o

8 Exercices : 1) Soit f: R* - R® définie par :f ((x,¥,2,t)) = (2x — y + tlly — zZ03x — t + 22). Montrons que f € ~(R* R3)

2) Soit h: ( i
“\uw- (Zun - 3un+1)nEN

C°([0,1],R) » €*([0,1],R)

feTE): (e [ f(©de)
q RZn[X] = IRZn[X]

4) Soit ¢: (P b X(P(X) — P(1 - X))

S)f-( R? > R )g( RN - R? ) ( K[X] - K[X] ) _(F(IR,C)—>(C
' (x.ly) P xy) 7 \u e (U, Uup +ug)/ T \P = PAOP( = X)) \f = 2+if(1)

6) :(fl?_)(ff},: ff(ﬁ’)?ing) € 7 (D*(R,C), F(R, C))sietssi a est la fonction nulle.

1) Soit f: R* > R définie par :f ((x,y,2,t)) = (2x — y + thy — z03x — t + 2z). Montrons que f € 7 (R*, R3)

f est bien une application de R* dans R3.

lére méthode : Soit X;=(x;, V1,21, t) et Xo,=(x3, 2, 75, t;) deux éléments de R* et a, et a, deux réels. Alors,

fla Xy + axX3) = f((a1x1 + a0 a1 y1 + azyaia121 + azzlasty + axty))

= (2(ar1x1 + azx2) = (@Y1 + a2¥3) + arty + axtolaiys + azy, — (a120 + a22)3(a1 1 + axx2) — (agty + azty) + 2(ay 2, + a,25))

=Qayx; — oy + agtillayy — e ziBayxy — ait+2a,21))+(2a2x; — a2 + axtlazy, — axzal3axx; — ayt; + 2a,75)

=ay (2x1 — y1 + tllys — z1l3x1 — ¢ + 221) + ax(2x, — ¥, + My, — Zal3x, — £ + 22;)

=a, f(X1) + ayf(X;) . Ainsi, f est linéaire et j'en conclus que f € ~ (R* R3).

). Montrons que h est un endomorphismqe de CN.
3) Soit T : ( ) Montrons que T € (€°([0,1], R), C*([0,1], R)).

). Montrer que ¢ est un endomorphisme de R,,, [X].

) ne sont pas linéaires.

2x —y+t 2-10 1 u
2éme méthode : ( y—2z ) = (0 1 -1 0 ) 321 .Donc f = fu: (x,y,2,t) » (u,v,W) tq <v> =A . Ainsi f est linéaire.

3x—t—2z 30 —2 -1 ¢ w
=A

o+ N R

cN >N

ur (zun - 3un+1)nEN
Soit u et v dans CN et a et b deux complexes.

vn, (h(au + bv))n = 2(au, + bv,) — 3(aupyq + bvpy1) = a(2uy, — 3ups1) + b2y, — 3vp44) = a(h(u))n + b(h(v))n. Donc, h(au + bv) =
ah(u) + bh(b). Ainsi, h est un endomorphisme de CN.

C°(R,R) » CY(R,R)
fo T (e [X F©)de)
e Montrons que T est une application de C°(R, R) dans C*(R, R).
Toute fonction f continue sur R a valeurs réelles admet une primitive F sur I'intervalle R qui est de classe Csur R et a valeurs réelles et Vx €

2)Soit h : ( ) Montrons que h est un endomorphisme de CN.

3)Soit T : ( ) Montrons que T € ~(C°(R, R), C1(R, R)).

R, T(f)(x) = f;z f(t)dt = F(x?) — F(x); par conséquent, T(f) est bien définie et de classe Csur R et & valeurs réelles. Ainsi, T est une application
de C°(R, R) dans C(R, R).

e Montrons que T est linéaire. Soit (f, g) € C°(R, R)2et(a, b) € R2.

2 2 2 2
Vx € R, T(af +bg)(x) =[] (af +bg)(®)dt = [ (af (t) + bg(t))dt =a [, f(t)dt+b [ g(t)dt = aT(f)(x) + bT(g)(x) = (aT(f) +
bT(g))(x). Donc, T(af + bg) = aT(f) + bT(g). Ainsi, T est linéaire. J’'en conclus que : T € ~(C°(R, R), C*(R, R)).
3) soit ( Ryn[X] = Ryn[X]
\p - x(P(X) - P(1 - X))

e Montrons que ¢ est une application deR,, [X] dans Ry, [X]. Soit P € Ry, [X].
Alors, ou bien deg(P) < 2n — 1. Alors, deg(P(1 — X)) = deg(P) < 2n — 1. Par conséquent,deg (X(P(X) -P(1- X))) = deg(X) +
deg(P(X) —P(1 - X)) < 1+ max (deg(P),deg (P(1 — X)) < 1+ (2n— 1) = 2n; donc, (P) € Ry, [X].
Alors, ou bien deg (P) = 2n. Alors, deg(P(l — X)) = deg(P) =2net codom(P(l — X)) = codom(P)(codom(l — X))Zn = codom(P)(-1)*" =
codom(P). Par conséquent, P(X) et P(1 — X) ont les mémes termes dominants de degré 2n , donc deg ((P(X) -P(1- X))) < 2n — 1. Alors, comme

précédemment, on a : deg (X(P(X) —-P(1- X))) < 2n; donc, @(P) € Ry, [X].
Ainsi, ¢ est une application de R,,[X] dans R,,[X].
e Montrons que ¢ est linéaire. Soit (P, Q) R,,[X]? € et(a, b) € R
@(aP +bQ) = X((aP + bQ)(X) — (aP + bQ)(1 — X)) = X(aP(X) — aP(1 — X) + bQ(X) — bQ(1 — X))
= a(X(P(X) —-P(1- X)) +b(X(QX)—Q(1 —X)) =ap(P)+ be(Q).Ainsi, ¢ est linéaire et ¢ est un endomorphisme de R,,[X].
[ R2>R _ RN > R? [ K[X] > K[X] [ F(RC) - C
) 7y o) @ (oo a4 (b 5 pePCL - 0) (7 2 4 471
1
5) u: (f?—)(aRf])f’: ff(ﬁ)«;t)iQ € 7 (D'(R,C), F (R, C))sietssi a est la fonction nulle. En effet, u linéaire = u(w) = w ot w:(x » 0) > a = w = 0.
Donc, "a = 0" est une condition nécessaire pour que u soit linéaire. Prenons a = 0. Montrons que u € ~ (D*(R, C), F (R, ©)).
Vf € D(R,C),u(f) = f' +if (1)idg € F(R, C); donc, u est bien une application de D(R, C) dans F(R, C)).
Soit (f, g) € D(R,C)%et(a,b) € C?,u(af + bg) = (af + bg)’' +i(af + bg)(Didg = af’ + bg’ +i(af(1) + bg) (1)idg
=af' +bg' +aif (1) + big(1)idg = au(f) + bu(g). Donc, u est linéaire et finalement u € ~ (D*(R, C), F(R, C))sietssi a = 0.

). Montrer que ¢ est un endomorphisme de Ry, [X].

) ne sont pas linéaires.




4. Propriété fondamentale

9 Théoréme Soit B = (€,);¢; une base de I'espace vectoriel E et (3,);ce; une famille de vecteurs de F . @
Il existe une et une seule application linéaire f de E vers F qui vérifie : Vi € I, f(&;) = ;.

Démo : Faisons la démo dans le cadre général. Vous pourrez la refaire avec une base finie (c’est plus simple)

Analyse : supposons qu’il existe une application linéaire f de E vers F telle que : Vi € I, f(e;,) = ¥,. Soit X € E. Alors 3n € N*, 3! (@i, @iy - a,) €
K™/ = Y=y @, €, Comme f estlinéaire, f(X) = f(Xk=1 @y €,) = Xk=1a;,f(e,) = Xik=1 @y, Vs, -

CCL : Si une telle application linéaire existe alors elle est unique et est (Z}}:l @ e, © Xi=1 aiky_’lk).

Synthése : Soit f: (J? = Yk=105,8, = f(X) = ZLIaikka). Alors f est bien une application de E dans F.

Montrons que f est linéaire. Soit (¥, ) € E*et(a, b) € K?. Alors 3n € N, 3! (ay,, ay,, ..., a;,) € K™, 31 (By,, Biyr o) Bi,) E K™, X = iy ap e et & =
Yk=1Bi,8,,. Par conséquent, a¥ + bt = w=1(aa;, + bB; e, etalors, par déf° de f,

f(ax +bt) = Yh=1(aa;, +bB )y, = a¥i-1 @, Yy, +bXio1 By, = af (X) + bf(%). Ainsi f est linéaire. Enfin,Vi € I, & = 1.¢; est 'unique
écriture de ¢, dans B, donc pardef°de f, f(e,) = 1.y, =, .

CCL: f est l'unique applicatino linéaire de E dans F telle que Vi € I, f(e,) = ¥,.

10 En pratique, vous devez étre capable de décrire cette unique application linéaire ( Cf exercice suivant).

11 Exercice Soit f € 7 (My(R), R)tq f(((l) g)) - (1,0),f<(1 g)) - (—1,0),f<(1 é)) =01 etf((i 1)) = (0,1).Déterminerf((a

c

, 1 0 1 0 1 1 1 1 . . . . . .
Tout d’abord, (O O)’(l O)’(l 0),(1 1) est une base de M, (R) car de cardinal 4 éagle a dimension de M,(R) et libre car :

A B c D
a(y o) *2( o)+ eG o)+e( =G o=f "EEELT
d=0

Donc le théoréme 9 assure qu’il existe une seule application linéaire de M,(R) sur R? vérifiant f ((1 0)) =(1,0),f ((1 0)) =

0 0 10
(—1,0),f<(1 é)) = (0,-1) etf<(1 1)) = (0,1).
Soit M = (‘; Z) = a((l) 8)+b(g é) +c((1J g)+d(g (1)) € My(R).

A|ors,M=(‘C‘ Z)=aA+b(C—B)+c(B—A)+d(D—C)=(a—c)A+(c—b)B+(b—d)(C)+dD

a+b+c+d=0
(0 0)(:) b+c+d=0

Sa=b=c=d=0.

Donc, f(M) (a=o)f(A)+(c—b)f(B)+ (b —-d)f(C)+df(D) =(a—c)(1,0) + (¢ —b)(—1,0) + (b — d)(0,—1) + d(0,1)Ainsi,

gt P
car f est linéaire.

f((‘cl Z)) — (@a—b— 2¢,2d — b).

12 Exercice : Soitu = (1,1),v = (2, —1)et w = (1,4). Pour quelles valeurs du réel a, existe-t-il un endomorphisme f de R? tel que: f(u) =
(le)lf(v) = (1: —1)€t f(W) = (5, a) ?

u et v forment une famille libre (car ils ne sont pas colinéaires) de deux vecteurs de R?. Comme R? est de dimension 2, (u, v) est une base de R2.
Donc, w est combinaison linéaire de u et v. Et plus précisément, aprés calcul, w = 3u — v. Donc pour qu’une telle application linéaire f existe, il faut
que (5,a) = f(w) =3f(w) — f(v) =3(2,1) — (1,—1) = (5,4) donc il faut que a = 4. Réciproquement, si a = 4, alors le théoréme 9 assure qu'’il
existe un endomorphisme f de R? qui envoie la base(u, v) sur la famille ((2,1), (1,—1)).A|ors fwW)=3fw)-fwv)=321)-1,-1)=G4) =
(5,a). Donc f convient. Donc un tel endomorphisme de R2existe bien.

b
d

13Conséquence fondamentale

1. Toute application linéaire f de E vers F est entierement déterminée (définie ou décrite) par la donnée des images par f des vecteurs d’une base
deE .

2. Sideux applications linéaires de E vers F associent la méme image a chaque vecteur d’une base ou d’une simple famille génératrice de E alors ces
applications linéaires sont égales (partout !!).

14 Exercice : Cherchons toutes les endomorphismes de R.
Un endomorphisme f de R est entierement défini par la donnée de f(1) (car (1) est une base de R). Etalors Vx € R, f(x) = f(x.1) =
xf(1). Ainsi, les endomorphismes de R sont les fonctions de la forme (x - ax) ou a € R.

15 Théoréme Soit E = E; @ E, et u; € &/ (E1, F) et u, € & (E,, F)
Il existe une et une seule application linéaire u de E vers F telle que : w/p, = u, et u/g, = u,.

Démo : Analyse : supposons qu’une telle application u existe.
Alors, V¥ € E,3! (x7,%;) € E; X E,/% = X7 + X;. Donc, comme u est linéaire, u(¥) = u(xy) + u(x%;) = u; (%7) + u,(x3). Ainsi, si u existe alors u est

E->F
unique et vaut : u: (J? =X + X o ux)+ uz(@))-
o} ¥

€E; €k,
E->F
Synthése : Soit u: (J? =% +x pu (X)) + uz(x‘z’)) VX, € E;,u,(x7) € F et VX, € E;,u,(x;) € F donc VX € E,u(¥) € F.
[ o)
€E; €k,

Montrons que u est linéaire et Up, = Wy et Usp, = Usy.
Soit (a,b) € K?et (X,¥) €E. A1 (x},%;) EE, X E, et 31 (37,¥,) €EE; X E, /X =X + X, et ¥ =Y, +¥,.

DoncaXx+by=a(x;+x,)+b(y; +¥;) = ax; + by;{ + ax, + by,
Tem e

car Ejest stable par c.L car Ejest stablepar c.L
Donc, u(ax + b y) = uy (axy + byy) + uy(ax; + byy) = au, (x7) + bu, (37) + au, (33) + bu,(y7)
= afu; (¢ + u ()] + blus (07) + w2 (72)] = au(X) + bu(y).

))



Donc u est linéaire.

De plus, Vx; € E;, %, = X; + Q donc u(xy) = uy (37) + u2(5) = u;(x7). Donc uyg, = uy. De méme, U/, = U,. Ainsi, u convient. Et d’apres
e ~ —

€E; E€EE; =0
catu;
linéaire

I'analyse, u est la seule qui convienne.

E->E

J’en conclus que u: (J? =% + %, o u () + uz(x_2')> est I'unique application linéaire de E vers F telle que : u/p, = uy et ug, = Us.
e b

€E; €E;

Il Opérations sur les applications linéaires

1. Opérations dans Z(E F)

16 Théoréme :

1. Sife v (E,F)etg€e & (EF)alorsaf +pBg €~ (EF).

2. Sige Y (F,G)etf € /(E,F)alorsgofe~ (EG).

3.  Sif est unisomorphisme de E sur F alors f ! est un isomorphisme de F sur E .

4. Sif et g sont deux isomorphismes de respectivement E sur F et F sur G alors g o f est unisomorphisme de E sur Get (gof) = ftog™?
est I'isomorphisme réciproque.

Démo :

1.Soit (f,g) € ~ (E,F)*et (a,b) € K?. Montrons que af + bf € 7 (E,F)
V(%,¥) € E? V(a, B) € K?, (af +bg)(aX + ) = af (aX + By) + bg(ax + p)

= alaf () + Bf )] + blag (X) + Bg()]
car u et v linéaires

= aaf () + paf (¥) + abg(X) + Bbg (¥)
= alaf (%) + bg(¥)] + Blaf (¥) + bg(¥)]
= alaf + bg](X) + Blaf + bgl(¥) OK!

Ainsi, af + bg € ~ (E,F)
2.Soit f € /' (E,F)etg € ~/(F,G).Montronsque go f € /(E,G)
V(%,5) € E* V(a,B) €K?, g o f(aZ + BY) = g(f (ax + BY)) = glaf (@) + Bf (] = alg(FGEN] + Blg(FG]

car f linéaire car g linéaire

= alg o f1(®) +Blg ° f1G) OK! Ainsi, g o f € / (E,F)

Notation : dans ~ (E,F), g o f est parfois notée gf ...

3.Soit f un isomorphisme de E sur F.Donc f ~lest bijective de F sur E.Montrons que f ~lest linéaire. Soit (y;,y5) € F? et (a;, a;) € K?
Posons X7 = f~(¥7) et Xz = [~ (¥2)

Alors, f~ (@Y7 + azy7) = fHa f () + a2 f (%2)) = F7HSf (@i X! + azX3))

car f linéaire

fHay1 + a2y2) = ayX] + azX; = ay f TN (Y1) +aaf TH(¥2) -

Donc, f ~test linéaire et ainsi f~test un isomorphisme de F sur E.

NB : C’est pour cette raison que I'on dit que les phrases : "E est isomorphe a F" ou "F est isomorphe a E" ou "E et F sont isomorphes " sont
équivalentes.

4.La composée de bijections est une bijection et la composée d’applications linéaires est linéaire. Donc la composée d’isomorphismes f et g est un
isomorphisme et sa bijection réciproque est un isomorphisme et (g o f)™! = f =1 o g~1. (formule démontrée dans un chapitre précédent).

17 Théoreme : ( (E, F),+,.) est un sous espace vectoriel de . 7 (E, F) .

Démo: D1) v (E,F)C . /(E,F)

D2) w: (Z ~ 0p) €/ (E, F)

D3b) Soit (f,g) € ~ (E,F)?et (a,b) € K?. Le théoréme 16 assure que af + bg € ~ (E,F)
Finalement, -/ (E, F) est un sous espace vectoriel de . /(E, F).

18 Régle de calcul: Sia € K et ge & (F,G) et (f,h)e. 7 (E, F)?* alors

1.
2.

goe(f+h)=gof+geoh (NB:légalité (f+h)og=fog+ hogestvraie mémesi f, g, h ne sont pas linéaires)
(ag) o f =go(af) =algef)

Démo:Sia e Ket ge./ (F,G)et (f,h)e ./ (G, H)? ,a(fog)=(af)eget(f+h)ecg=fog+hog
Mais, en général, si f et g ne sont pas linéaires, go (f+h) #gof+gehet(ge(af) #a(gef) =(ag)ef.
Soita € Ketge / (F,G)et(f,h)e./ (E,F)* .VX €E,

go(f +M@ = g(f(@) + h(D)

= g(f@)+g(h®)=gof@ +geh(E =(gof+gon@.
car g linéaire

Ainsi, go (f +h) =gof+geof.
Bt () f(D) = @)(f®) = 9(af @) =g° @)@ =a(g(f(D))=alg e /H@).Donc, (ag) o f =g (af) = alg e /).

2. Opérations dans Z(E)

bl
car g linéaire

19Théoreme (conséquence du théoréme 16):

1. Sif et g sont deux endomorphismes de E et (a, ) € K2alors af + g et f o g sont des endomorphismes de E.
2. Sif est un automorphisme de E alors f~* est un automorphisme de E.

3. Sif et g sont deux automorphismes alors f o g est un automorphismede E et (fog) =g lof 1.

4 </ (E) est stable par composition et combinaison linéaire (addition et multiplication externe) . -/ (E) est un K-e-v.
5. GL (E) est stable par composition et passage a I'inverse.

20 NB : GL(E) nest pas stable par c.l. car idy — idg = 0

- — )
€GL(E) €GL(E)  €GL(E)




21 Def. Soitf € Z(E).
1. fO=idgetVneN, f""l =frof=Ffof"=fofo..of € (E)Lesendomorphismes f" de E sont les itérés de f .
2. f est nilpotent lorsqu’il existe un entier naturel p tel que f? = 0

—
endom.
nul

3. SoitP € K[X]tqP = X1 oarX*. Alors P(f) = ¥0_oarf* = agid + a,f + ayf?> + -+ a, f™.

22 Reégles de calcul :

1) V(f,g,uv) €~ (E),V(a,B,a,b) € K* (af +Bg) e (au+ bv) = aa(f ou) + ab(f o v) + (g o u) + B(g ° v).
2) Va€eK,Vfe (E),Y(pq) €N (af)? = aPfP et idP = id et fPf9 = fP et (fP)9 = [P .

3) SiP=QB+Rou(P,Q,R,B)€eK[X]*t f €~ (E)alors P(f) = Q(f)B(f) + R(f) = R(f) + B(HQ(N).

23 METHODE- Exemple :si f2 + 2f — 3id = 0 alors id = g(f2 +2f) =§(f +2id)of=f oi(f + 2id) et j'en conclus que f est bijective et
f7H =2 (f + 2id).

24 Factorisation et binome de Newton: Si f et g sont deux endomorphismes de E telsque fog =gof ,alors
e

f et g commutent

1L V(nmp,q) €N, (fog)"=fTogh=g"oftetfMogP °£" o gl=fmm °g”+1f = gPTo fmim,
2. VREN(+9)"=(f+gef+g) oo (F+9)=Tio(}) 00" i) fXg"*

fofe.cfegege..cg
3. VREN, ™! — g™t = (f —g) o (Tkof* 09" ™) =(f — ) Xk=of9"7).

25 Exemple Soit (f, g) €~ (E)?tq:fog=go f.Alors,
Qf —g)3(5f —4g) = (8f% —12f%g + 6fg* — g°)(5f — 4g) = 40f* — 9239 + 78f%g* — 29f g° + 4g*.

26 En particulier, f et id commutent toujours puisque f o id = f = id o fdonc

Vn €N,V €7 (B), (id+ )" = Tpeo () £ etid — 7+ = (id = ) o (Teo ) = iz f¥) © (id = ).

Il Noyau et image et rang d’une application linéaire

1. Noyau d’une application linéaire.

27Def.: Soit f € -/ (E, F). Le novau de f noté Ker(f) ou Kerf est I'ensemble de tous les antécédents deFF> par f i.e. 'ensemble des vecteurs de E
dont I'image par f vaut 0. Kerf = {55 EE/f(X) = 0_,;} @
Autrement dit, X € Kerf & % € E et f(%) = Op

28NB : Etre dans le noyau de f, c’est avoir son image par f qui est nulle.

29Théoréme : Soit f € /(E,F).Ker(f) est un sous espace vectoriel de E. ( )
Démo :D1) Ker(f) c E. D2) f(O_E)) = O_F) doncO_E) € Ker(f). M
D3b) Soit (X7, %) € Ker(f)? et (ay, a;) € K?. Montrons que a; X; + a,x; € Ker(f).
flayx] + ayx3) = a f@) +a f(GG) =0z Donc a;X; + a,%; € Ker(f). Ainsi Ker(f) est un ss-e-v de E.
CAR f linéaire =W =0—F’
car x{€Ker(f) car X,€Ker(f)
30Def : Soit M € M, ,,(K). Le noyau de M est Ker(M) = {X € M,,;(K)/MX = 0} = Ker(gy) ol ¢u: (M”'l(i) _)M;'l(l()) .
=

31Conséquence : Soit M € M, (K). M est inversible sietssi Ker (M) = {0n_1}

2. Image d’une application linéaire

32Def. : Soit f € / (E, F). L'image de f, notée Im(f) ou Imf , est 'ensemble de toutes les images par f de tous les éléments de E . Im(f) =
{f{X)/X€EE}Y={eF/AX € F;y = f(X)} = f(E).Autrement dit, j € Imf & 3IX €EE/f(¥) = .

33NB : Etre élément de Imf, c’est &tre une image par f d’un élément de E.

34Théoréme Soit f € & (E, F).Im(f) est un sous espace vectoriel de F. [ " ]

Démo :D1) Im(f) C F. D2)f(® = 0y donc Oy € Im(f).
D3b) Soit (71, ¥2) € Im(f)?et (ay, a,) € K2. Montrons que a,y; + a,y, € Im(f).
y; € Im(f) donc 3x; € E/f(x7) = y; . Deméme, y, € Im(f) donc3x, EE/f(X3) =75 .

= f <a1x_1’ + azx_2’>. Donc, a,y; + a,y, € Im(f).
car f linéaire €E
J’en conclus que Im(f) est un ss-e-v de F.

Alors a,y7 + a;y; = a; f(X7) + axf (x2)

35Def : Soit M € M, ,(K). U'image de M est Im(M) = {MX/X € M, (K)} = Im(¢y) ol @y’ (MPJ(? - AZ?J(K )) .
-

36Théoréme : Si f € / (E, F)et. =(e,);e; est une famille génératrice (ou une base) de E alors f(. /)= (f(€,))e; est une famille génératrice de

m(f). W)

Démo : Soit f € /(E,F) et. /=(&))c; est une famille génératrice de E. Montrons que (f(€,));e; est une famille génératrice de Imf. h
e Im(f)estunK-e-vetVi,f(e) € Im(f).
e Soity € Im(f).Alors 3% € E/f(¥) = y. Comme X € E,3n € N,3(ay, a;, ..., a,) € K" /X = Y}_; axe,,. Alors, comme f est linéaire, J =
Yik=0 & f (). Donc tout vecteur de Im(f) est c.l. des vecteurs de f(. /). J'en déduis que (f(€;)); est une famille génératrice de Imf .




37Exercice : Soit f: R[X] = R[X] définie par: f(P) = XP' — P. Montrer que f € & (R[X]). Décrire Im(f) et Ker (f).

e f e (R[X]).Eneffet,VP € R[X], f(P) € R[X]et V(P,Q) € R[X]? V(a,b) € R% f(aP + bQ) = X(aP + bQ)' — (aP + bQ) =
X(aP'+bQ")—aP —bQ = a(XP' —P)+ b(XQ' — Q) = af (P) + bf (Q). Donc f est linéaire.

e (X*)enest une famille génératrice de R[X] donc le théo 36 assure que Im(f) = vect((f (X*))ken) = vect((k — DX*)en

Im(f) = vect((k — DX®) ke = vect (X*) kemay-
car le polyndéme nul (pour k=1) une famille reste
est c.l.des autres polynomes génératrice si
de la famille génératrcie on multplie ses vecteurs

par des scalires non nuls.
e Ker(f) ={P € R[X]/XP'— P = 0}.Soit P € R[X].Posons P = Y%_, a;, X¥ oun € N,n = deg(P).
Alors, P € Ker(f) @ XP' =P =0 X(XR_ kay X* D) =30 _ap X* & Y, kap X* = ¥7_,a; X*
n

o a0+Z(1—k)aka=0 o o = 0 et Vk € [1,n], (1 — k)a, = 0 vk € [0,n]\{1}, a; = 0
k=1 par unicité d?;coefficients

du polynéme nul

P € Ker(f) ©® P = a,X . Ainsi, Ker(f) = {aX/a e R} = vect< X > Donc (X) est une base de Ker (f).

libre car X+0

3. Rang

38 Def. : Soit fe / (E,F). Lerang de f ,notée rg(f), est, par déf°, la dimension de Im(f). Donc, rg(f) = dim(Im(f))

39Prop. : Si f € ~ (E,F)et (&,);e; est une famille génératrice de E alors rg(f) = rg((f(?l))iel) =rg(f(B)).
Démo : rg(f) = dim(im(f)) = dim (vect((f@),,, ) = rg((F@),.,)
pardef°durang théo20 par def®durang
d'une applicatrino linéaire d’un_efamille de vecteurs

39 bis Conséquence: rg(M) = rg(@u)

Démo : on a montré dans le chapitre précédent que rg(M) = rg(Cl, . Cp) ou(y,..,Cy, sont les colonnes de M.

/ 1\ /0 0 / / 0 / 0 \

0) (1 0 _ 1 0]l

Oor 2 s 2 ]| Y | Jest une base de My, ; (K), donc le théo 20 assure que : Im(@y) = vect | Pu ,Pm . s Oy :

\ 0 0 1 \ \ 0 1 )
=C; =C, =Cp

Donc, Im(¢py) = vect ((Cl,.., Cp)). Et par conséquent, rg(py) = rg(Cl,.., Cp). Etainsi, rg(M) =rg(pu).

40Prop. : Soit f € ~/(E,F). Alors, rg(f) < min(dimkE ,dimF).

Démo : Si E est de dimension finie alors E posséde une base B et d’apres la prop.23, rg(f) = rg(f(B)). Or, d’aprés le chapitre précédent,
rg(f(B)) < card(f(B)) = card(B) = dimE. Ainsi, rg(f) < dim (E). Cette inégalité reste vraie si dim(E) = o.

Si F est de dimension finie alors Im(f) étant unss-e-vde F , dim([m(f)) < dimF i.e.rg(f) < dim(F). Cette inégalité reste vraie si dim(F) = oo
Ainsi, rg(f) < dim(E) et rg(f) < dim(F) donc rg(f) < min (dim (E), dim (F)).

41Théo du rang : Soit fe ~/(E, F). Si E est de dimension finie alors rg(f) + dim (Kerf) = dimE (démo plus tard) 09,

- 7 5 7

42Exercice : Soit E un K-e-v de dimension 4 rapporté a la base B = (@, b, ¢, d). Soit I'endomorphisme f de E tel que :
f@=d+b+é+d, f(b)=d+d, f@=d+d et f(d)=d+b++d.AtonKer(f)DIm(f)=E?
1) Tout d' abord, Vi = xd + yb + z¢ + td € E, f (@) = xf(&)+yf(5)+zf(5)+tf((f)

car f est linéaire
f@=@+)(@+b+é+d)+(+2)(d+d)=(x+y+z+t)d+ (x+b+ (x+ )+ (x+y+z+0)d.
2) D’aprés la proposition , Im(f) = vect (f(d),f(l?),f(&'),f((i)) = vect(d + b+é+d,ad+ J) Or, les deux vecteurs @ + b + ¢+ d, @ + d ne sont
pas colinéaires puisque leurs composantes (1,1,1,1) et (1,0,0,1) dans B ne sont pas colinéaires. Ainsi, ([i +bh+e+ (Z a+ J) est une base de Im(f)
et j’en déduis que rg(f) = dim(Im(f)) = 2. Alors le théoréme du rang assure que dim(Ker(f)) =dimE —rg(f) =4 — 2 = 2. Donc, une base de
Ker (f) est constitué de deux vecteurs de Ker (f) non colinéaires. Or, f(d) = f(&) donc, f([i — J) =0 (car f linéaire)et par conséquent, d — de

Ker(f). De méme, ¢ — be Ker(f). De plus, d — d et & — b ne sont pas colinéaires car leurs composantes dans B : (1,0,0,-1) et (0,—1,1,0) ne sont
pas colinéaires. Ainsi,

(@ — d, & — b)est une famille libre de et maximale dans Ker (f). (@ — d, & — b) est donc une base de Ker (f).

Pour savoir si Ker (f) @ Im(f) = E, regardons matriciellement si la concaténation de la base de Im(f) et celle de Ker(f) trouvées précédemment
est une base de E.

111 0 010 0 0100
_ s Pi2ada.da_d2_7y-(100 -1}_(100 -1}_(100 O - insi i i ’
M —matb(a+b+c+d,a+d,a d,c b) =110 0 1 cl1o0 0 1 cl10 0 2 .Donc rg(M) = 4 et ainsi M est inversible. J’'en
_ . . . ~ 11-10 01-2 0 01-20
déduis que (& +b+ci+dd+dd—d,c— b) est une base de E et ainsi que Ker(f) @ Im(f) = E.

4. Noyau et image d’une composée d’applications linéaires ou des itérés d’un endom.

43A savoir justifier : Soit ge &/ (F,G) et fe -~/ (E,F) . Alors,
1. gof= 0 sietssi Im(f) c Ker(g).

endom.
nul

2. Ker(f) cKer(gof)etim(geof)cIm(g).




Démo:1l)geof = 0 eVieE g(f(®) = 0 o VZEE, f(R) € Ker(g) © ¥y € Im(f),7 € Ker(g) © Im(f) < Ker(g).

endom.
nul

2)Soit % € Ker(f). Alors f( %) = O donc g o f( %) = g(f(D) = g(@) = 0¢ Donc, € Ker (f o g). Ainsi Ker (f) € Ker(g o f)

car g linéaire

Soity € Im(g e f).Alors,AX € E/ go f(X) = ydoncy = g(f(X)) .Donc,§ € Im(g). Ainsi, Im(g ° f) < Im(g).

44A savoir démontrer : Pour tout endomorphisme f de E et tout entier naturel k,

1. Ker(f¥) et Im(f¥) sont des ss-e-v de E.

2. Ker(f*) c Ker(f*t) et Im(f**') c Im(f¥) . On dit que les deux suites de ss-e-v de E: (Im(f*))enet (Ker(f*))xensont respectivement
décroissante et croissante au sens de I'inclusion.

3. SiE est de dimension finie alors ces deux suites de ss-e-v de E sont (stationnaires) constantes a partir d’'un méme rang.

4. f*=0sietssiImf c Kerf.

Démo : 1) Soit ¥ € Ker(f¥). Alors f* (%) = 0 donc,f¥*1(%) = f(fk()?)) = f(0) = 0.Ainsi, % € Ker(f**).) en déduis que : Ker(f*) c
Ker(f*+1).
Soit j € Im(f**1). Alors 3% € E/y = f***(¥).Donc, y = f*(f(®)) = f*(f) € Im(f*). V'en déduis que Im(f**) < Im(f*).

t=f(%
2) Ici E est de dim. finie. Soit un entier naturel k. Ker (f¥) c Ker(fk“)(ei‘ Ker(f®)et Ker(f*)sont des ss — e —
v de E donc sont de dimension finie. Alors 0 < dim (Ker (f*)) < dim (Ker(f**1)) < dim (E). J'en déduis que (dim(Ker(f")))kEN est une
suite d’entiers naturels croissante et bornée donc convergente. Donc nécessairement, cette suite est constante a partir d’un certains rang . Ainsi, il
existe p € N tel que Vk = p,dim (Ker(f*)) = dim (Ker (fP)) et par conséquent , Ker(f*¥) = Ker (fP) (puisque Ker (f?) ss-e-v de Ker(f¥)).Alors
le théo. du rang assure que : Vk = p dim(E) — dim (Im(f¥)) = dim(E) — dim (Im(fP)) et ainsi, dim (Im(f*)) = dim (Im(fP)). J'en déduis que
vk = p, Im(f*¥) = Im(fP)(puisque Im(f¥) ss-e-v de Im(fP)).
3)f2=0o VXEE f(f(¥) = 0 & V¥ €E f(%) € Ker(f) & Vy € Im(f),J € Ker(f) & Imf  Kerf.

5. Généralisation : image directe ou réciproque d’un ss-e-v par une application linéaire.

45Prop. : Soit f € & (E,F)
1. Si GestunssevdeF alors f~1(G),I'ensemble de tous les antécédents par f des éléments de G, estunssevde E
2. SiHestunssevdeEalors f(H), |'ensemble de toutes les images par f des éléments de H ,estunssevde F.

Démo: 1) SoitGestunssevdeF.f XG) = {¥ € E/f(X) € G}. Etre dans f ~*(G) c’est avoir son image par f dans G.
Montrons que f~1(G) est un ss-e-v de E.
D1) f~Y(G) CE. D2) f(O_E)) = 0y € G (car G ss-e-v de F) donc Oy € f~1(G). D3b) Soit (x;,%;) € f~1(G)2et (ay,a,) € K2.
Alorsf (x7)et f(X3) sont dans G .Donc, a,f(x7) + a,f (x3) € G car G stable parc.l. Or, a; f(x7) + a, f (%2) = f(a; %] + a,X;) car f linéaire. Donc,
f(a1x7 + ayx3) € G ce quisignifie que a; x; + ayx; € f"X(G). Ainsi f~1(G) est unss-e-v de E.

2) Soit Hunss-e-vdeEet f(H) = {f(¥X)/X € H}. Etre dans f(H) c’est avoir un antécédent dans H par f.

3) Montrons que f(H) est unss-e-v de F.
D1) f(H) C Fcar f est a valeurs dans F. D2) f(O_E)) = O_F) etO_E) € H (car H ss-e-v de E) donc O_F) € f(H).D3b) Soit (7, ¥2) € f(H)%et (ay,a,) € K.
Alors 3(x7,%3) € H2/f (X)) =Y, et f(x3) = y,.Par conséquent, a;y; + a,y5 = ay f (x7) + af (x3) = f(a,x; + ayx3). De plus, a; X7 + a,x; € H
car H stable par c.l.. Ainsi a,y; + a,y; € f(H). Ainsi f(H) est un ss-e-v de F.
46NB :si G = {O_F)} alors f~Y(G) = Ker(f) etsi H = E alors f(H) = Im(f).

47Def. : Soit f € ~/ (E)et HunssevdeE (alors f(H) estunss evde E).

= = H->H
On dit que H est stable par f lorsque f(H) c H i.e.lorsque VX € H, f(X) € H et dans ce cas, fH:( -

X f(%)

) est un endomorphisme de H appelé

I'endomorphisme induit par f sur H .

48Exercice : Soit u: R[X] » R[X] définie par : u(P) = X2P' — 6XP. Montrer que u induit un endomorphisme sur Rq[X].

u est bien une application de R[X]dans R[X]. De plus u est linéaire car V(P, Q) € R[X]?,V(a,b) € R?,u(aP + bQ) = X%(aP + bQ)' —

6X(aP + bQ) = X2(aP' + bQ") — a(6XP) — b(6XQ) = a(X2P' — 6XP) + b(X2Q' — 6XQ) = au(P) + bu(Q).

Ainsi, u est un endomorphisme de R[X]. Montrons que R¢[X] est stable par u.Soit P € Rg[X].

Ou bien degP < 6.Alors degXP = 1+ deg(P) < 6 et deg(X2P’) = 2 + deg(P') < 6. Par conséquent,

deg(u(P)) < max(deg(X2P'),deg(XP)) < 6.

Ou bien degP = 6.Alors P = aX® + T(X)et deg(T) < 6. Donc u(P) = X?(6aX® + T'(X)) — 6X(aX® + T(X)) = u(T) . Comme degT <

6,deg (u(T)) < 6Par conséquent, deg(u(P)) < 6. V'en déduis quevP € Rg[X]., u(P) € Rg[X]. Ainsi, Rg[X] est stable par w. En conséquence,
I'application f définie par VP € R¢[X], f(P) = X?P' — 6XP est un endomorphisme de R4[X]. Rque : si deg(P) # 6 alors deg(u(P)) = deg(P) + 1.

49A savoir démontrer : Soit f €/ (E) et A € K.

Alors, f — Adidg est un endomorphisme de E et Ker(f — didg) = {¥ € E/f(X) = 1x} et Ker(f — Aidg) est stable par f .

Enfin, ’'endomorphisme f; de Ker(f — Aidg) induit par f est ’lhomothétie de rapport A.

Démo: Soit f €/ (E) et AEK.

1) f — Aidg est une combinaison linéaire d’endomorphismes de E et est donc un endomorphisme de E.

2) X €Ker(f—2idg) & (f —idg)(¥) =0 & f(X) — Aids(®) =0 & f(¥) — A% = 0 & f(¥) = A¥. Donc, Ker(f — Aidg) =
{X{ e E/f(X) = AX}

3) Soit X € Ker(f — Aidg). Alors f(X) = AX donc f(X) est une c.l. de X. Comme Ker (f — Aidg) est un ss-e-v de E, Ker(f — Aidg) est stable par
c.l..Ven déduis que f(X) € Ker(f — Aidg).Ainsi, Ker (f — Aidg) est stable par f.cc

4)  Enfin, VX € Ker(f — Aidg), f1(X) = f(X) = AX. Dong, f; est 'homothétie de rapport A dans Ker(f — Adidg).

50NB: Soit E = E; @ E,etuy € & (Ey, F) et u, € & (E,, F). Alors E; et E, sont stables par I'unique application linéaire u de E vers F vérifiant :
u/51 = U et u/EZ = U,.




1. Injectivité

| 51Théo : Soit f € o/ (E, F).Alors, f injective & Ker(f) = {O—E)}. @

Autrement dit, une application linéaire est injective si et ssi son noyau ne contient que le vecteur nul.

Démo : Soit f € / (E, F).

=Hypo : f injective. Ker (f) est un ss-e-v de E (car f linéaire) et contient donc @ Montrons que 07; est le seul vecteur de Ker (f). Soit ¥ € Ker (f).

Alors f(%) = 0Op = f(O_E)) % et O ont donc la méme image par f. Or f est injective donc nécessairement % = O. Ainsi, Ker(f) = {075 3
car [fllinéaire

<Hypo : Ker(f) = {OTE }.Montrons que f est injective. Soit (7, %) € E%tq f(%;) = f(%3).

Alors, f (%] — X3) = o) —f0z) = Op.Donc¥; — X; € Ker (f).Or, par hypo, Ker(f) ne contient que [P
car [filinéaire

Donc, X; — X5 = OT; Et ainsi, X; = X. Donc, deux éléments de E de méme image par f sont nécessairement égaux. J'en conclus que f est injective.

52Exemple: f: (P = P(X + 1) — P(X)) est un endomorphisme de R[X] non injectif car 1 € Ker(f) donc Ker (f) # {0}. Rappel : Ker(f) = Ro[X].
53Exercice : Montrons que |I'endomorphisme f : (P=aP — XP’) de R[X] est injectif sietssi « & N.

54Prop. : Soit f € ~ (E,F) . Alors,

1)  f estinjective = pour toute famille libre (11;);e[1,n] de vecteurs de E,(f(u_)l))ie[[1 - est une famille libre de vecteurs de F .
2) SiE de dimension finie etadmet une base (&;);e1ng alors
f estinjective < (f(e,))ie[l’n]] est une famille libre.

& rg(f) =dimE .

Démo : Soit f € ~ (E, F).

1)=Hypo : f injective. Soit (&;);; une famille libre de vecteurs de E (on suppose que E en contient une) .Montrons que (f(uT))iEl est une famille
libre dans F.Soitn € Net (g, ..,An) € K"/ Aof (W) + A f (W) + -+ L f () = [

Alors, f (Agtly, + Ay, + -+ A0,) = Oy car f linéaire. Et par conséquent, Aoty + A, + -+ + AU, € Ker(f). Or f est injective donc Ker (f) ne

contient que Og. Donc, nécessairement, Aou_ll; + Alu_ll) + -+ AU, = 0g.0r (W) ;e est libre, donc nécessairement, 15 = -+ = 1, = 0. Et ainsi, je

une écriture de O
comme c.l.des vecteurs u,

peux conclure que (f(uT))iE, est une famille libre.

2) a)=>b)Hypo : f injective. Montrons que (f(&;);e; est une famille libre dans F . (€,);¢; est libre donc d’apres 1) (f(eTj)iEl est une famille libre
dans F.
b)=>a)Hypo : (f(&;));e; est une famille libre dans F .Montrons que f est injective. Soit X € E tel que f(X) = 0. Alors, % = Y, a; é;. Donc, comme f
est linéaire, £ (%) = X, a; f(&;).Par suite, X1, a; £ (&)= 0. Comme (£ (8;)):es est libre, Vi, a; = 0. Par conséquent, £ = 0.
b)=c) Hypo : f(B) = (f(e_l)))ia soit libre. On sait de plus que f(B) est génératrice de Im(f). Alors f(B) est une base de Im(f). Donc, rg(f) =
dim(Imf) = cardf (B) = card(B) = dimE..
c)=>b)Hypo : rg(f) = dimE. Donc,dim(Imf) = dimE = card(B) = cardf(B). Comme f(B) est génératrice de Imf et cardf(B) = dim (Im(f)),
je peux conclure que f(B) est une base de Im(f). Donc f(B) est libre.
55Exercice : Montrons que I'endomorphisme f : (PP + P’) de R, [X] est injectif.
f =id + D ou D est la dérivation. Comme id et D sont linéaires, f est linéaire. Et VP € R,[X],P € R,[X] et P’ € R,[X] donc f(P) =P+ P’ €
R, [X]. Ainsi, f est un endomorphisme de R, [X],
Soit B = (1,X,X?,...,X™) la base canonique de R, [X].Alors, f(B) = (1,X + 1,X? 4+ 2X,X3 + 3X?, ..., X" + nX"1). Cette famille f(B) est libre car
échelonnée en degrés. Donc, f est injective.

2. Surjectivité

| 56Théoreme : Soit f € / (E,F). f surjective < Imf = F ( )

56bisExercice : Soit u: C°(R, R) = C(R, R) définie par: Vf € C°(R, R), u(f) est la primitive de f qui s’annule en 0. Montrer que u est injectif mais
n’est pas surjective de C°(R, R) sur C1(R, R).

Vf € CO(R,R),u(f) existe bien et est de classe C* sur R. Donc, u(f) € C*(R,R).

v(f, 9) € C°(R,R)?,V(a, b) € R%,Vx € R, u(af +bg)(x) = [, (af +bg)(t)dt = [ af (t) + bg(t)dt = a [, f(t)dt +b [, g(t)dt =
au(f)(x) + bu(g)(x) = (au(f) + bu(g))(x) . Donc, u(af +bg) = (au(f) + bu(g)).

Ainsi, u € 7 (C°(R,R), C*(R,R)).

Soit f € C°(R,R), f € Ker(uw) © u(f) = 9 =>f=ulf) = 9 .Donc, Ker(u) = { 9 }. Ainsi, u est injective.

fonction nulle fonction nulle fonction nulle

57Prop. : Soit f € / (E, F) .
1)  Si(&)e; est une famille génératrice de E alors, f surjective de E sur F < (f(&;));e; est une famille génératrice de F .
2)  SiF estde dimension finie alors, f est surjective de E sur F < rg(f) = dim(F).

Démo :1)Ici E admet une famille génératrice (e,);¢; . f surjective < Im(f) = F e vect(f(eT)')iEI =F.
car Im(f):vect(f(e_lf)iel (théo 20)
2)Ici, F est de dimension finie. f surjective < Im(f) = F e dim (Imf)) = dim (F).
car Im(f)est un ss—e—vdeF =rg(f)

et F est de dim.finie.
58Exercice : Montrer que f: ((x,y,z) » (x + y, 2z — x))est une application linéaire de R3 dans R’ surjective mais non injective. Donner une base de

Ker(f).

Soit X; = (x1,V1,21) et X, = (X3, Y2, 2) et (a;,a;) € R2.
f(al(xl' Y1,.71) + az (XZJ’Z:ZZ)) = f((a1x1 + axxy, 1y + axyz, 0171 + azzz))




= (alxl + a%; + a1y1 + a3Y;,2(a121 + ay2;) — (a1x1 + azxz))

= (a1%1 + @11, 24177 — a1 x1) + (@2%5 + a2Y5, 20,2, — az%5) =

=a,(xq +y1,221 —x1) + ay(x3 + ¥, 22, — x3) = a1 f (%, V1, 21) + a2 f (%2, Y2, 25). Donc f est linéaire.

De plus, (1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)) est une base de R*et £((1,0,0)) = (1,—1), £((0,1,0)) = (1,0), £((0,0,1)) = (0,2).

Donc Imf = vect((l, -1),(1,0), (0,2)) = vect((l,O), (0,2)) = vect((l,O), (0,1)) = RZ.

-
car (1'_1):(1,0)_%(0,2) car ((1,0),(0,1)est
la base canonique de R2.

Ainsi f est surjective et rg(f) = 2.
Enfin, dim(Ker(f)) = dim(R3) — rg(f) = 3 — 2 = 1. Donc, Ker(f) est donc une droite vectorielle donc Ker(f) # {(0,0,0)}. Et par conséquent, f
n’est pas injective. En outre, f((2,—2,1)) = (0,0). Donc, (2,—2,1) est un vecteur non nul de Ker(f). Donc ((2, —2,1)) est une base de Ker (f).

59Exercice : Montrer qu’une forme linéaire est surjective sietssi une de ses images est non nulle.

Soit f une forme linéaire sur un K-e-v E. Alors Im(f) est un ss-e-v du K-e-v K donc dim(Im(f)) = 0 ou 1. Alors,
f surjective © Im(f) =K & dim(lm(f)) = 1 & Im(f) contient un vecteur non nul © 3X € E/f (X) # 0.

3.Isomorphisme

60Théo. : Soit f € ~/ (E,F).

1. f est unisomorphisme de E sur F <Kerf = {O_E)} et Imf = F. @
2. Si E_est de dimension finie et (€;);ef1,4j est une base de E alors
f est unisomorphisme de E sur F < ((f(é})) estbasede F < dim(E) =rg(f) = dim(F) < 4.

ie[1,n]

Démo : c’est une « concaténation » des théorémes 51,54,56,57.

61Exercice : Montrer que pour tout P € R,,[X], il existe un unique Q € R, [X] tel que: P = Y., Q®.

Soit VQ € R,[X], f(Q) = X, Q™). Alors, f(Q) € Ry[X] et f = id + D + D?+..+D™ ou D est la dérivation, donc f € ~ (R,[X]).

Soit B = (1,X, X%, ...,X™) la base canonique de R, [X]. Alors f(X*) = X* + kX*=* + k(k — 1)X*72 + .-+ k!. Donc, f(B) = (f(X*))k=0.n st une
famille de polynémes de R, [X]. échelonnée en degrés donc est libre. De plus, card(f(B)) =n+ 1 =dimR,[X]. Donc, f(B) est une base de R, [X].
Ainsi, f est un isomorphisme de R, [X]. sur R,[X] i.e. f est un automorphisme de R, [X]. Par conséquent, tout polyndme P de R,[X] admet un
unique antécédent Q par f. Q estI' unique polynéme de R, [X] tel que : P = Y7, Q®,

62Conséquence 1: Un isomorphisme de E sur F envoie toute base de E sur une base de F. Et I'ensemble des antécédents des vecteurs d’une base de
F par un isomorphisme de E sur F est une base de E.

63NB : Cette conséquence fournit un autre moyen de montrer qu’une famille est une base.
64Exercice : Soit ay, ay, ..., a, des réels distincts. On pose Vk € [0,n], X, = (ao*,a;%, ..., a,,*) € R,
Rn [X] - Rn+1

est un isomorphisme.
P (Plag),Play), ...,P(aﬂ))) P

1. En utilisant la base de Lagrange associée a ag, a4, ..., a,, montrer que f: (

a, a an

2.  Endéduire que la famille (X3)x—g..nest libre dans R**let V(ay, a4, ..., a,) = | a? a2 -+ a? |estinversible.
kk=0;n 0, a1 n 1 a; n
a @ ay

65Conséquence? : Si E est de dimension finie et E et F sont isomorphes, alors F est de dimension finie et dimE = dimF.
Plus généralement, E et F isomorphes=dim(E) = dim(F)(finie ou infinie).

E - CP

. Montrons que h € Isom(E, CP). En déduire
u = (U, Uy, "-'up—l)) a ( )

66Exercice : Soit E le ss-e-v de CN constitué des suites p-périodiques. Soit h : (

dimE.

h est bien une application de CN dans CP. Soit (u, v) € (CY)? et (a, f) € C2. Alors,

h(au + Bv) = (auy + o, auy + fvy, o, QU1 + ,l?vp_l) = (aug, auy, ...,otup_l) + (/?vo,/?vl, ...,/?vp_l)

= a(ug, uy, ...,up_l) + B(vo, vy, ...,vp_1)= ah(u) + Bh(v). Ainsi, h est linéaire et j'en conclus que h € &/ (CN, CP).

De plus, VY = (uo,ul, ...,up_l) € CP,u= (uo,ul, ey Up_1, Ugy Ug, wey Up—1, Ugy Uy, ove, Up_1, Ug, Ug, e )est alors la seule suite de E telle que h(u) =
Y. Donc h est bijective et finalement, h est un isomorphisme de E sur CP. )’en déduis que dimE = dimCP = p.

Rque : on avait déja déterminé cette dimension en trouvant une base de E.

67Conséquence Si E et F sont de dimensions différentes alors il n’existe aucun isomorphisme de E sur F
et plus précisément,

sidim (E) > dim (F) alors il n’existe aucune application linéaire injective de E vers F .

si dim(E) < dim (F) alors il n’existe aucune application linéaire surjective de E sur F .

Démo du plus précisément :
sidim (E) > dim (F) alors toute application linéaire f de E dans F vérifie rg(f) < dimF < dimE donc rg(f) # dimE et f n’est pas injective.
sidim(E) < dim (F) alors toute application linéaire f de E dans F vérifie rg(f) < dimE < dimF donc rg(f) # dimF et f n’est pas surjective.

68 « Réciproque » : Si dimE = dimF < +o alors E et F sont isomorphes. (fauxsi dimE = dimF = +).

Démo : Supposons que dimE = dimF < +oo. Considérons une base B = (&,);=1.pune base de E et B’ = (7;);=1.n,une base de F. Alors le théoréme 9
assure qu’ il existe une et une seule application linéaire f de E dans F telle que Vi, f(e;) = 7,. Comme f envoie la base B de E vers labase B'de F, f
est unisomorphisme de E sur F. Ainsi, E et F sont isomorphes.

69Caractérisation des isomorphismes en dimension finie :
mSoit f € / (E,F). SiE et F sont de méme dimension finie alors :
festunisomorphisme de E sur F @
© f injective
© f surjective de E sur F
o rgf = dimE (= dimF)




fest un automorphisme de E
© f injective
© f surjective de E sur F
© rgf = dimE (= dimF)

mSoit f € & (E). Si E est de dimension finie alors : @

Démo: f injective @rg(f) = dimE = rg(f) = dimF & fsurjective. Ainsi f injective f injective et surjective & f bijective .
dim;iZimF

70Exercice :Soit n € N et VP € R,[X], @(P) = (1 — nX)P(X) + X?P'(X). Montrer que ¢ € GL(R,[X]).

V(P,Q) € Ry [X]? V(a,b) € R?,

@(aP +bQ) = (1 — nX)(aP(X) + bQ(X)) + X2(aP’(X) + bQ' (X)) = a(1 —nX)P(X) + b(1 — nX)Q(X) + aX?P'(X) + bX?Q'(X) =

al(1 —nX)P + X%P'] + b[(1 —nX)Q + X2Q’'] = ap(P) + be(Q). Donc ¢ est linéaire. De plus, soit P € R,[X].

SidegP < nalors deg[(1 —nX)P(X)] = deg(1 —nX) +degP <1+ (n—1) =n etdegX?P’' =degX?+ degP' <2+ (n— 2) = ndonc,deg

@(P) <n.

Sin=degP alors P = a, X"+ T(X) tqdegT <ndonc ¢(P)=(1— nX)(anX” + T(X)) + X2(na, X"+ T'(X)) = a, X" +

@(T) et d'aprésce qui précede, deg ¢(T) < n.Donc, deg ¢p(P) < n. Ainsi, € & (R, [X]).

Montrons gue @ est injective : soit P € R, [X].

@(P)=0= (1 -nX)P(X) + X?P'(X) = 0 = Vx € R,x?P'(x) + (1 — nx)P(x) = 0 = P est solution de l'edl1 x?y' + (1 —nx)y = Osur R .

. 1
—AX) = xR _ o3p

Posons a(x) = (i - 2) Donc A: (x + —;{ — nln(x)) est une primitive de a sur R** et e

1
n - .
P In(x™) = xMex, Donc les solutions de

1
I’edl1 sur R** sont les fonctions (x I kx"eE) telles que k € R**. La seule solution polynémiale est la fonction nulle sur R**.
Alors, p(P) =0 = Vx e R"™"P(x) =0 = P = 0. Ainsi, Ker¢ = {0} et ¢ est injective. Comme R,,[X] est de dimension finie et ¢ est

car P a une infinité

de racines donc est le
polynéme nul.

un endomorphisme injectif de R, [X], je peux conclure que ¢ est un automorphisme de R, [X].

71Théoréeme du rang : Soit f € " (E,F) .
Si G est un supplémentaire de Ker(f) dans E alors Imf et G sont isomorphes. @
En conséquence : Si E est de dimension finie alors rg(f) + dim(Kerf) = dim(E)

Démo : 1) on suppose que Ker(f) admette un supplémentaire G dans E. Construisons un isomorphisme de G sur Im(f).

Soit w: G — Im(f) définie par : VX € G,u(¥) = f(X).Montrons que u est un isomorphisme de G sur Im(f).

Tout d’abord, VX € G, % € E,donc u(X) existe et u(x) = f(¥) € Im(f).

Ensuite, u est linéaire car f est linéaire.

Montrons que u est injective i.e. Ker(u) = {5} Soit ¥ € Ker(u). Alors % € G et u(2) = f(%) = 0. Donc, € Ker(f). Par conséquent, % € G N
Ker(f).Or, G et Ker(f) sont supplémentaires dans E donc G N Ker (f) ne contient que 0. Ainsi, # = 0. Ven conclus que u est injective.
Montrons que u est surjective i.e. tout vecteur de Im(f) admet un antécédent dans G par u. Soit j € Im(f). Alors par def® de Im(f),AX € E/y =
f(2).CommeE =G @ Ker(f),3(4§,k) € G X Ker(f)/Z =g + k.

Alorsy = f(g + E) = @+ @ =f(@ = wu(g).Ainsi, ¥ aunantécédent § € G par u. Donc, u est surjective de G sur Im(f).

o)

car f linéaire _ car geG
J’en conclus que : u est isomorphisme de G sur Im(f). Et ainsi, G et Im(f) sont isomorphes.
2)Supposons maintenant E de dimension finie. Alors Ker (f) étant un ss-e-v de E, a un supplémentaire dans E noté G et G, étant un ss-e-v de E, est
de dimension finie et comme il existe un isomorphisme u de G sur Im(f),on peut affirmer grace a la prop 41, que Im(f) est de dimension finie et
dim(Im(f)) = dim(G). De plus, G et Ker (f) sont supplémentaires dans le K-e-v E de dimension finie ; donc, dim(Ker(f)) + dim(G) = dim(E).
Alors je déduis de ce qui précéde que : dim(Kerf) + dim (Im(f)) = dim(E). OK!

=rg(f)

72Prop. : Soit E et F deux K-e-v de méme dimension.
1) Si f est un isomorphisme de E sur F et H est un ss-e-v de E alors f(H) et H ont la méme dimension .
2) Si f est un isomorphisme de E sur F et G est un ss-e-v de F alors f~1(G) = f~1(G) et f~1(G) et G ont la méme dimension .

Démo : Soit f un isomorphisme de E sur F .
H)_C, :]]ig?[))) est un isomorphisme de H sur f(H) donc, dim (H) = dim f(H).
SiGestunss-e-vde Falors fTH{G)={X €E/f(X)EG} et fYG)={f1()/YEGI={X€EE/AVEGYy=f(X)}={X€E/f(X) €G}=fYG).

f‘l/G: (; : ;jgg))) est un isomorphisme de G sur f~1(G) donc, dimG = dim (f~1(G)).

Si H est un ss-e-v de E alors f: (

73Propriété durang . Soit f € / (E,F) et f € -/ (F,G) et he ~ (G,E)

1) Si g est un isomorphisme de F sur G alors rg(g o f ) = rg(f).

2) Si h est un isomorphisme de G sur E alors rg(f e h) = rg(f).

Autrement dit, le rang est invariant par composition a droite ou a gauche par un isomorphisme.
1) rg(gef) < min (rg(f),rg(9)).

74NB : ce résultat rappelle le résultat sur les matrices : le rang d’une matrice est inchangé lorsqu’on la multiplie par une matrice inversible.

Démo:g(g o f) = dim(Im(g e f)) = dim((g = £)(E)) = dim (g(f (E)) = dim (f(E)) = dim(Im(f)) =rg(f).
car g isomorphisme
+prop55.

rg(f o h) = dim(Im(f o h)) = dim((f = h)(6)) = dim (£(h(6))) = dim(f(E)) = rg(f).

car h isomorphisme de G sur E
dc h(G)=E.
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