Sup PCSI 2022-2023 Mathématiques Chapitre 19

Matrices d’'une application linéaire

1 Rappel :

1. SiE etF sont de méme dimenson finie alors
f €Elsom(E,F)<f €~ (E) et f injective
< f €/ (E) et fsurjective de E sur F
s fes(E)etrg(f) =dim(E) = dim (F)
< f € 7 (E) et f envoie une base de E sur une base de F.
2. SiE est de dimenson finie alors
f €EGL(E)=f €~ (E) et f injective
< f e (E)et fsurjectivede E sur E
sf e (E)etrg(f) =dim (E)
& f € & (E) et f envoie une base de E sur une base de E.
3. SiB estune base finie dun K-e-v E , _ est un isomorphisme de E sur M, ; (K) ot p = dim(E).

2 Désormais, E et F désignent deux K — e — v de dimension finie tels que dim(E) =p € N*etdim(F) =n € N*/

| Matrice d’une application linéaire

3 Def: Soit B; = (€y)y=1., UnebaseduK —e —v E (dimE = p) et B, = (Vy)y=1.n UnebaseduK —e —v F (dimF = n).
Soit f € &/ (E,F).
La matrice de f dans les bases B et B,, notée maty, p,(f), est la matrice de la famille (f(e7), f (e3), ... ,f(e_p’)) dans la base
f@) f@).-f(e)
i1 Gz - Qip\ selon By
B,. Autrement dit, M = maty_ p,(f) = matg, (f(a),f(a), ---,f(e_p)))= 21 G2z - %2p | selon B

Any  Apg -e-- Ay / selon By

4 NB : Une telle matrice se lit donc en colonne : la colonne k contient les composantes du vecteurs f(e;) dans la base B, ce qui
signifie que f(ex) = aq, Uy + Ay Uy + o+ + Ay Uy -

5Exo: 1) Montrer que B, = ((X — 1)(X — 2),X(X — 2),X(X — 1)) est une base de Ry[X]. On note B, la base canonique de R,[X].
2) Soit f définie sur R,[X] par : f(P) = (P(0),P(1),P(2)) . Montrer que f € ~ (R,[X],R®).
3) Déterminer la matrice D de f dans les bases B, et B, et la matrice M de f dans les bases B; et B, ol B, base canonique de R3.

Propriété fondamentale : Soit B; = (€))7, unebaseduK —e —vE etB, = (Vy)-1., UnebaseduK —e —v F et
f € Z(E F).

VX € E, matg, (Fx) = matg, p,(f) X maty (X) ie Y=MX.
[ = —_—

Y
;. Qg ey
a [ PO
Démo de la propriété fondamentale : Soit f €  (E,F)et M = matp, 5,(f) = 2 2? @ |
Ap1 Apz - App

X1
Montrons que : VX € E, matg,(f (X)) = matg, p,(f) X matg, (X). Soit ¥ € E et X = matp, (%) = < i ); cela signifie que : ¥ = X7 _, x,&;.

Xp
f(@) f(&)..f(e
Ay Az - Qip\ selon

i _ # _
posons M = mat, ( £(@), f@), ., F(7))= [ @21 20 weveap | gorom e VK € [L0]. £ (25) = SRR - Aors,

Any  Apz -ene.Oyyp/ selon BY

f& = o ) = Theer 2 f (@) = Eie_, x, (OEIEED =X} _,(El, x,ay) =Z?=1(Z£=1 Xy y) =2 (ZR oy i) U

car f linéaire

Zzﬂxkaw
Donc,Y = matp, (f(X)) = : = MX. OK!

Zz=1xkank
1 -4
7 Exo: Soit f € L(R? R,[X]) tel que matp p,f =M =| 2 0 | ol Bjet B,sont les bases canoniques de R?, R, [X]. Déterminer
-1 5

f(x,y). f estI'application linéaire canoniquement associé a M ( Cf ci-dessous) .




8 Exemples a connaitre : Soit M € M, ,,(K).
1. Si B, est une base canonique de E et B, est une base canonique de F, I'application linéaire f de E dans F canoniquement
associé a M est I'unique application linéaire de E dans F telle que matp, p,f = M.
KP - K™
2. Sify: (Xt oer ) 5 (V1r o V) £ (yl) _ M<x1) alors M = matg_ p, fi oU B;et B, bases canoniques de KPet K™.
Yn Xp
3. Si @y: (X > MX) alors M = matg, g, @y ol B;et B, bases canoniques de M,, ; (K)et M,, ; (K).

Conséquence : toute matrice est la matrice d’une application linéaire !
Démo : 1.Posons B; et B, les bases canoniques de KPet K™. Soit k € [1,p]

V1
Gy s 1) = fur (0,0, .0, 1 ,0,..,0) vérifie I'égalité < : > =M
kiéme composante Yn

= Cy .Donc matg, p,(fy) = M.

kiéme colonne de M

1 0 0 1 0 0
1.Idem pour @, avec B; = <0>,<1>, ,<0> base de M,,,(K) et B, = <0>,<1>, ,<0> base de M, ; (K).
0 0 1 0 0 1

10 Exemple : Soit f définie sur R* par : f((x, Y,2, t)) = (2x +y —t,5x — z + 2t,t — 3x). Montrer que f € ~ (R* R3) et donner sa matrice
dans les bases canoniques B; et B, de R* et R3.

11 Théoréme fondamentale : Soit B; = (€)1, une base duK-e-v E et B, = (Vy)=1., une base du K-e-v F et f une
application de E dans F. Alors, V: “(E,F) » M, ,(K) estunisomorphisme.

f = matg p,f
En particulier, une application linéaire de E dans F est entierement définie par sa matrice dans deux bases fixées et toute
matrice est la matrice d’une application linéaire.

Démo: Vf € Y (E,F),V(f) € M, ,(K).V(f,9) € “(E,F)? V¥(a,b) € K?,
V(af + bg) = maty, 5,(af +bg) = maty, (af @) + bg(@),af @) + bg(@), ..., af (&) + by ()
= amatg, (f(a')vf(?z')’ ’f(?z;' ) + bmatp, ( 9@, g(&), ""g(?p))) = amatg, g, (f) + bmatg, 5,(g)=aV(f) + bV(g).
pard
Donc, V est une application linéaire de /(E, F) dans M,, ,,(K).
Montrons gue V est bijective. Ne connaissant pas la dimension de ~/(E, F), je dois montrer que V est injective et surjective. Pour cela, montrons que toute
matrice de My, ,(K) admet un unique antécédent par V.

A1 Qg e lyp
. A1 Qzz .- Azp — — — — — .
Soit M € M, ,(K). Alors M = : .Posons Yk € [1,n],w; = a1, V7 + @y Vs + =+ + Gy Uy - Alors (Wy) x=1_nest une famille de vecteurs
Ap1 Anz - App

de F. Donc d' aprés le chapitre précédent, il existe une unique f € /(E,F) telle que : Vk € [1,n], f(ey) = W. Ainsi, 3! f € /(E,F)/V(f) = M. Ainsi, V est
bijective. Par conséquent, comme M,, ,,(K) est de dimension finie n X p, ~/ (E, F) est aussi de méme dimension finie n X p = dim (F) X dim (E).
De plus , la famille (V‘l(EU—)) i=1.n €St Une base de (E,F) (car tout automorphisme envoie une base sur une base). De plus, V(i,j) €
j=1..p
[1,n] x [1,pl, en posant V-(E;;) = f,;, ona : Vk € [1,p], fi;(&) = 8,,;7; Y'en déduis le théoréme suivant :

12 Théoreme : Si E et F sont de dimension finie alors &/ (E, F) est de dimension finie égale a dim (£) X dim (F).
De plus, une base de ~ (E, F) est la famille (fij)i=1,,n telle que : V(i,j) € [1,n] x [1,p], vk € [1,p], fij (ex) = &x;V;
Jj=1.p

En particulier, si E est de dimension finie alors dim (E*) = dim (E) .

Il Matrice d’endomorphisme

13 Def. matrice d’'un endomorphisme dans une base : Si f est un endomorphisme de E alors on peut considérer la méme base
B = (€;)k=1.p, de E audépart et a I'arrivée et la matrice de f dans B est matf = matgpf.

matyf = maty(f(ey), f(€3), .., f(€,)). Alors, matyf(X) = matyf X matg¥.

14 Exemple : VP € R, [X], f(P) = P + (1 — X)P'. Montrer que f € (R, [X]) et déterminer la matrice de f dans la base de Taylor en 1.

15 Def. Endomorphisme canoniquement associé a une matrice : Soit M une matrice carrée d’ordre n .

e festl'endomorphisme de K™ canoniquement associé a la matrice M lorsque V(xy,..,x,) € K", matp_ (f((xl, . .,xn))) =

X1

M( : > OU de maniére équivalente(d’apres exemple 8) lorsque M est la matrice de f dans la base canonique de K™ .

xn

e Plus généralement, si E est un K-e-v ayant une base canonique alors f est I'endomorphisme de E canoniqguement associé a
la matrice M lorsque M est la matrice de f dans la base canonique de E.




0 0 1

16 Exemple : Soit f 'endomorphisme de R? canoniquement associé a8 M = ( 1 0 2). Déterminer une expression de f.
-1 1 1

17 Matrice de I'identité : Soit By, B, deux bases de E et dim(E) = p. Alors, matp, idg = I, et

matg, p, idg = matg, B, = matrice de passage de B; aB, = P(By,B,).

Démo : Soit B; = (el, ez,..,ep) etB, = (ul,uz,..,up).

10 0
Alors, Vk € [1,p],id(e) = e, = Oe; + Oe, + -+ + 0ey_; + ley + Oeyyq+.. +0e,,. Donc, maty, idy = 0 (1) . 0 =I,.
00 1

matg, B, = matp, id( B,) = matg,  id.
—_———— "

matrice de passage de By a B,.

18 Matrice d’'une homothétie :Soit h 'homothétie de E de rapport @ € K*.

a
a (0) _
Alors dans toute base B de E, matgh = ) - = al,.
a
Démo : h = ald donc,matgh = matg(ald) = amatgld= al,.

car V linéaire

19 Matrice d’'un endomorphisme laissant stables deux ss-e-v supplémentaires
Si E; et E;, sont deux sous e v supplémentaires dans E stables par I'’endomorphisme f de E, alors dans toute base

B de E adaptée a la somme directe i.e. toute concaténation d’une base B; de E; et d’ une base B de E,, la matrice de f estla
matg. f; 00
B1J1 0 0

0 0
0 0 matg, f,

suivante : ma = ou est 'enaomorpnisme ae Inauit par j e est 'endomorphisme de Indul
ivant ts U f, est 'end hisme de E, induit t f, estl'end hisme de E, induit

par f.

Démo : Notons B la concaténation de la base B; = (e;, e,,..,¢,)de F et de la base B, = (4, us,..,u;). de G.

Alors Vk € [1,7], f (ex) = fi(e) € F donc f(ey) estc.l. des vecteurs de By: f(e;) = Xi-; aje, = Xi—q i, + Xi=q 0U, .

De méme, Vk € [1,s], f(w) = f,(u) € G donc f(uy) est c.l. des vecteurs de B,: f(uy) = Xi_; by, = Xi—; 0e, + X7, by u; . Alors,

A1 e Gy 0 0
n 0)
matgf = A1 e G 0 0 (_ mats, f 0)
B 0 0 by; ... by 0) i 2
(0) : W B2l2
0 0 by .. b

lll Lecture matricielle du noyau, de I'image et du rang. Iso(auto)morphisme.

Soit B, = ('e‘l’,_e—z’,..,_e_;) base de E et B, = (V;,V,,..,7,,).base de F .

1. Rang, image et noyaude f
20 NB : le théoreme du rang s’applique toujours lorsque fest décrit matriciellement puisque E est de dimension finie.

21 Théoréme : Soit f € / (E,F) et M =matg g, (f). Alors, rg(f) = rg(M).

Démo:rg(f) = rg((f e))ict,.p) = rg(mats,(f(€))ier,.;m) = TIM.

-
chap application liniuire chap ev de dimfinie d£f3

22 Théoreme : Soit f € / (E,F) et M =matg, 5, (f) . Les colonnes de M sont les composantes dans B, des vecteurs d’une
famille génératrice de Im(f).

Démo :Imf = vect ((f(a))ieu,..,p}- Or, les colonnes de la matrice M sont les composantes des vecteurs f (7)), f (€3), ...,f(ﬁ) dans la base B,.

23 Théo:Soit f € ~/ (E,F) et M = matp, p,(f). SoitX € E et X = matp X .
Alors XEKer(f)© MX=0 &XE€EKerM

systeme linéaire

X1
4 Y - P — - x2
Démo :Soit X € E tq X = X, _, xx€ - Alors, X = matp X =
Xp
XEKer(fl)ef(xX)=0 S ‘ matg, (f(x)) = matBZ(O) Tl(ﬁ;matgllgZ (f) X matg, (¥) = (0) MX = 0 ' & X € Ker(M)
A bijective systéme linéaire

1%+ ApX + ot Ay = 0

Ap1% + App%, + o+ AgpXy = 0

Donc, Kerf = Zizlxka’/xl,.,xp scalaires et ouM = (aij).

An1X1 + QuaXy + o0+ Appxy = 0




2 6 1
24 Exo : Soit f 'endomorphisme de R, [X] canoniquement associé a M = (—1 -8 2). Donnons une base de Ker(f) et Im(f).
4 14 1

25 Méthode « tout en 1 » pour obtenir rang de f ,base de Imf et base de Kerf .
1. Jéchelonne M en COLONNES : M~ R, R échelonnée.
2. Jen déduis

a) rgM puis la dimension de Ker(f) grace au théoreme du rang.

b) une base de Im(f) grace aux colonnes non nulles de R.

c) une base de Ker(f) grace aux colonnes nulles de R.

1 2 3
26 Exo : Soit f €/ (R,[X], M, (R) ) dont la matrice dans les bases canoniques de R, [X], et M, (R) est M = _22 _01 _12
1 0 1

1. Caleuler f(1), f(X) et f(X?) et f(3X — X% + 2).
2. Déterminer Ker(f) et Im(f).

27 Exo ( le retour) : Soit u: R, [X] — R, [X] définie par : u(P) = P + (1 — X)P'. Montrer que Ker(u) @ Im(u) = R;[X].

28 Exo : Soit E un espace vectoriel et B = (ey, e, €3, €,) une base de E .

1 1 0 0
Soit u un endomorphisme de E tel que la matrice de u par rapport a cette base B est : M = matg(u) = 01 _01 _01 (1)

1. Soit X un élément de E . Déterminer u(X).
2. Donner le rang de u, une base de Im(u), une base de Ker(u) en fonction des vecteurs de la base B.

2. f isomorphisme ? — f automorphisme ?

29 Théoreme : ICI dimE = dimF < +oo Soit B, B, des bases respectivementde E et F.
1) Soitf € “ (E,F) et M =matg, p,(f). fest un isomorphisme de E sur F < M inversible< f injective< f surjective.
2) Soitf € v (E) et M =matg (f). f €GL(E) & M inversible< f injective< f surjective.

_

f estun
automorphisme de E

Démo : dim(E) = dim(F) < +oet f € ~ (E,F) .
Donc f isomorphisme & f surjective & f injective © Ker(f) = {0} © MX = 0 admet O comme unique solution & Ker(M) = {0} & M inversible.
De méme, pour un endomorphisme f de E.

30 Exo : Soitax € R .Soit f:(P = aP — XP’). Pour quelles valeurs de a, f est-il un automorphisme de R,,[X] ?

31 Exo Soit E I'espace vectoriel engendré par f;: (x = 1), f5: (x & sin(x)) et f3: (x = sin(2x)).
1) Déterminer la dimension de E.

2) Soitu:E - R3tel que : u(f) = (f (g),f(n),f (g)) Montrer que u est linéaire. Est-ce un isomorphisme ?

32 Conséquence : Soit E un K-e-v de dimension finie et B une base de E.
f € Y (E) et M=matz(f) et €K.
3% € E\{0,}/f (%) = A% = Ker(f — didy) # {0y} & M — Al non inversible .

Démo: 3% € E\{0;}/f (%) = A% & 3% € E\{0;}/(f — Aid)(#) = 0 & Ker(f — idg) # {0z} & f — Ald; non injective
© matg(f — Aldg )non inversible< M — Al non inversible.

33Théo : ICI dimE = dimF < +
f €lsom(E,F) Silexisteg € & (F,E) telque fo g =idr & ilexisteg € v (F,E) telque g o f = idg.

IV Opérations sur les matrices d’applications linéaires.

34Théoréme Soit E, F et G des K-e-v de dimension finie et B; base de E et B, base de F et B; base de G.
1) (Rappel)Si(f,g) €~ (E,F)*et(a,B) € K*alors matg, p (af +Bg) = a maty, 5, (f) +B maty, 5, (g).
2)Sif €/ (E,F)etg € (F,G)alorsmatg, p.(g° f) = matg, g, (g) X matg, p,(f). (++)

3) Si fest unisomorphisme de E sur F alors matg, 5 (f ') = (matBl,B2 (D) )_1.

(*%) c’est de la que provient la définition compliquée du produit matriciel !
Démo :1) V: (fmaty, g, (f)) est linéaire donc, pour tous (f ,g) € ' (E,F)* et (a,B) € K?, maty, 5 (af + Bg) = amaty, p,(f) +B maty, g, ().




2) Soitf € (E,F)etg € 7 (F,G).Posons B, = (&],¢,,..,8,) base de E et B, = (¥;, 7, .., ;) base de F et By = (Wy, W, .., W,,) base de G.
Notons A = matg, p,(f) = (aij),B = matg, 5,(g) = (bij) et C =matp, p.(go f) = (cij). Alors,

vk € [1,p], (&) = Ly ay v, et Vi € [1,n], g(¥) = XL, b;iw] .

Donc, Vk € [1, p]].g(f@)) =gl awv) = X agg(@) =X, aik(Z}":l bjiWD:ZLl(Zﬂl aikbjim = 27[:1(21{21 ayecbjiw;)

g(f@)) = X (X% ayb;)w. Dong, V(k,j) € [1,p] x [1,ml, cy, = Xy agbj; = 7y by ay = (BA)jy.. Ainsi, C = BA.

3) Soit f € Isom(E,F). Alors f~' € Isom(F, E) et matg, p (f ") et matp g, (f) sont inversibles, d’aprés le thégu...
-1
Montrons que matg, 5 (f ™) = (matBl'Bz(f) ) .
. _ _ _ -1
I = matBl,Bl(ldE) = matgl,Bl(f tof) = matBZ,Bl(f B x matBl,Bz(f)- Donc, matg, g, G H= (matBl,Bz 6D, ) .
ex par def. de f~1 d’apres 2)

35 Cas particulier d’'un endomorphisme : Soit f et g deux endomorphismes de E et B une base de E.

1. matg(f o g) = matg(f) matg(g)
2. Vk €N, maty(f*) = (matg(f) ).
3. matgz(f) estinversible ©f est un automorphisme de E et maty (f~1) = (matgz(f) )1

Démo 1) Posons H(k): « matgz(f¥) = (matg(f) )*¥». it°: H(0) vraie car « matz(f°) = maty(id) = I, = (matg(f))o.
Propag® : Soit k € N. Je suppose que H (k) est vraie.
Alors matg(f**') = matg(f* o f) = matg(f*¥) x matg(f) = (matg(f) )* x matp(f) = (matg(f) )¥**. Donc, Hi = Hyys.

théo 27.2 par hypo.
de récurrence

CCL: Vk € N, H(k) est vraie.
2) Si matg(f) estinversible alors f est un automorphisme de E d’apreés le théo 30 et matgz(f~1) = (matz(f) )~ d’aprés le théo 29.3.

36 Exo : Soit E un K-e-v rapporté a la base B = (d,b,¢) et f € / (E) tq f(d) = 4d — 2b — 48, f(b) = —d— b + et f(¢) = 5d — b — 5¢.
Montrer que Ker(f?) @ Im(f?2) = E.

37 Exo Soit E ={(x ~ P(x) cos(x) + Q(x)sin (x))/ P et Q € Ry[X]} etVf € E,¥(f) = f'.
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de C* (R, R) de dimension finie et en déterminer une base B.
2. Montrer que ¥ est un automorphisme de E.

2
3. Déterminer une base et la dimension du noyau et de I'image de ¥? + Idj. En déduire que wpt + 2% +Id; est I'application nulle de E.

V Formules de changement de bases

38Rappel : Formule de changement de bases pour un vecteur ou une famille de vecteurs : Si B et B’ sont deux bases de E
et X € E et .7 une famille de vecteurs de E alors

matgX=  maty'B X matgX. et matg. /= matyB X matg. /.
Ny M N
=matrice de =matrice de
passage de B'aB. passage de B'aB.

39 Théoréeme de formule de changement de base Soit f € & (E, F) .

Soit B; et B;' deux bases de I'espace vectoriel E et B, et B,' deux bases de I'espace vectoriel F .

Soit M = matp, p,(f) et M' = maty; o (f)

Soit P = matg, B; la matrice de passage de B; a B, et Q = maty,B; la matrice de passage de B, a B; .
Alors, matpr o1 (f) = maty B X matgges(f) X matggB; ie. M' = Q~'MP.

Démo : matp; p: (f) = matgy p; (idp o (f © idg)) = matgypide X matgyey(f ° idg)

théo
= matg, pidp X (matggp;(f) X matgyg(idp)) = matyB, X matg, 5, (f) X matg,B; .
théo exemple
40 Retour sur I’'exo 7 : si on applique la formule de changement de bases, on obtient :

matg p f =matg B. Xmatg, p f X matg B; et on répond ainsi a la derniére question de cet exemple sans calcul.

=M =1 =n P
41 On peut alors redémontrer le résultat suivant : siM € M,,,(K), P € GL,(K) et Q™' € GL,(K) alorsrg(Q~*MP) = rg(M)
Démo : Soit M € M, ,,(K), P € GL,(K)et Q € GL,(K).Donc, il existe B; et B] bases de K™et B, et B; bases de de K""tq P = matp B et et Q = matg,B; .
Soit f € ~ (KP,K™) tel que M = matp, g, (f).Posons M’ = Q~MP .Alors d’aprés la formule de changement de bases M’ = matBLBzr(f).

Doncrg(M") =rg(f) =rg(M).

42 Cas d’un endomorphisme Soit f € & (E).

Soit B et B’ deux bases de I'espace vectoriel E. Soit P = matz B’ |la matrice de passage de B a B'.
Soit M = matg(f) et M' = maty (f).

Alors, maty (f) = maty B X matg(f) X matgB' ie. M' = P"1MP.

Démo : il suffit d’appliquer le théo38 en prenant B; =B, et B;’=B; .

43 pef. M et M’ sont semblables lorsqu’il existe une matrice P inversible telle que M’ = P~1MP.

44 Théo : M et M’ sont semblables sietssi M et M’ sont deux matrices d’'un méme endomorphisme .

2 1 1 4 0 0
45 Exo : Soit A = (1 2 1). Montrer que A est semblablea D = (0 1 0). En déduire les puissances de A .
1 1 2 0 0 1




VI Matrice d’une projection , d’une symétrie vectorielle.

46 Théo : Soit f € ~/ (E), B une base de E et M = matz(f) .
1. f est une projection vectorielle=M? = M.
2. f est une symétrie vectorielleM? = I.

47 Théo : Soit f € &/ (E), B une base de E.
1. f est une projection vectorielle < il existe une base B de E telle que matg(f) = diag(1,..,1,0,..,0).

r=rg(p)
Dans ce cas, Im(f) est I'espace engendré par les r premiers vecteurs de B d'image non nulle et Ker(f) est I'espace engendré

par les autres vecteurs de B, ceux d’'image nulle.
2. f est une symétrie vectorielle & il existe une base B de E telle que matg(f) = diag(1,..,1,—-1,..,—1).
r=rg(p)
Dans ce cas, Ker(f — idy) est I'espace engendré par les r premiers vecteurs de B et Ker(f + idg) est 'espace engendré par les
autres vecteurs de B.
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1) Reconnaitre les endomorphismes s et g de R3 canoniquement associés a S et Q.
2) Déterminer une base B dans laquelle maty (s) et matg (q) sont diagonales.
3) Quiest 'endomorphisme de R3 p canoniquement associé a P ?

4) Montrer que pour tout entier naturel n et pour tous réels a et b, (ap + bq)™ = a"p + b"q .
5) Montrer que : ap + bq est un automorphisme si et ssi a et b sont non nuls. Déterminer (ap + bgq)~* le cas échéant.




