Sup PCSI 2022-2023 Mathématiques Corrigé du DL 7
Exercice

Soit f I'application définie sur R par : f(x) = et (u,,) une suite de réels vérifiant : Vn N, u, .1 = f(u,).

e
1+e2%

1. Montrer que u est bornée . Désormais, on supposera que u, € [0,1].
2. Montrer que u a une seule limite possible de u . On note « cette unique limite possible.
3.  Montrer que (U3,) et (Uy,41) SONt convergentes.
4. Montrer que : VxeR, |f'(x)| < %
5. Endéduire la convergence de u de deux manieres :
a) Grace aun encadrement de Iun —al. b) Gréace aux suites extraites (uZn) et (Uzni1)-
1. Df =RetV(ab) € R*?,ab <—donc Vx € R,enposanta=1eth =e*0<e* < —doncO <f(x <

<1
1 g
Autrement dit, f(R) C]O'E [. Par conséquent, Vn € N*,u, E]O,E [- La suite u est donc bornée. Désormais, Vn € N, u,, € [0,1]
2. Comme Vn € N*,u, € [0,1], les limites possibles de u sont réelle et sont dans [0,1].
De plus, f étant continue sur [0,1].les limites possibles de u sont les points fixes de f dans [0,1].Posons g(x) = f(x) — x. g est continue et

- , _ _ e*(1+e*)-2e%e? _e*(1-e?) _e¥—e3¥—1-2¢% -
dérivable sur [0,1] etVx € [0,1],g'(x) = f'(x) — 1 = e T 1= ey ~ 1= ey
=f'(x)

Donc g’ (x) est du signe de e* — e3¥ — 1 — 2e2* — ¢**, Or, en posant X = e* > 1,

e*—e3 —1—-2e —eM=—(X*+X3+2X2-X+1)=—-(X*+X3+ X%+ X(X — 1) + 1) < 0. Donc g est strictement décroissante
et donc injective. g s’annule donc au plus une fois sur [0,1]. De plus, g(0) = f(0) = % etg)=f(1)-1< %— 1 < 0. Comme g est
continue, le TVI assure que g s'annule au moins une fois sur [0,1]Je déduis de tout ce qui précéde que g s’annule une et une seule fois sur
[0,1]en un réel a. Ainsi, a est I'unique point fixe de f sur [0,1]et donc I'unique limite possible de u.

’ _e*(1-e*)
3. vVx€e[0,1],f'(x) = Lrem)?
Par conséquent, les suites (u,,) et (U,5,41) SONt monotones de monotonie contraire. Comme, de plus, elles sont bornées car extraites de u

qui est bornée, (u,,) et (Uy,41) SONt convergentes

< 0 donc f est strictement décroissante sur [0,1].

' = |eFa=e™)) _ l1-e? _ =€
4. vx€[01]|f ()] = Wrory | = Jivem| |f( )N = |1+elx|f( x).
carf(x)>0
or,|1—e?*| < |1| + Iez"l =1+e? =|1+e?| Donc : < 1letcommef (x) =0, :;:“lf(x) < f(x).

De plus, f(x) < A|n5|

|1+ lef( )< — et finalement, |f (x)l <—

5. a) L’egahte des accroissements finis permet donc d’afﬂrmer que sur [0,1], f est % —lischitzienne ; autrement dit,

1 1 . 1
V(x,) € [0,11%1f () = fFO)I < S 1x — yl. Alors Vn, | f (u,) = f(@)| < S lup — al i.e. Jupsy — al <5 Juy —al.
Ensuite, je montre facilement par récurrence que Vn, |u, —a| < iIuo — a|(*%). En effet,

1 1
Iuo—a|=2—0|u0—a|et\7’n, (luy, — al Sz—nluo—a|=> Iun—a|< uy — al = U1 — al < =——=luy — al).
car

[Uns1-alsilup—al.
2

on+1 | on+1 |

Comme0<=<1, lim —=0et par suite, lim = |uy — a] = 0. Alors I'inégalité (xx) permet de conclure que lim u, =a.
2 n—+oo 2" n—+oo 2" . n-+o
Rque: ¥n,|uy — a| < 1 (car (uy, @) € [0,1]? ) donc Vn, [u, — a| < e
b) Les suites (u,,) et (Uy,41) SOnt récurrentes associées a f © f qui est continue sur [0,1]. Donc les limites de ces deux suites sont des
points fixes de f © f.
Posons h(x) = f © f(x) — x. Alors, h est dérivable sur [0,1] et Vx € [0,1],h’(x) = f'(x)f'(f(x)) — 1. Or, vx € [0,1], f(x) €
[0,1]et f'(x) € [O,%] donc f'(f(x)) € [0,%] et par conséquent f'(x)f'(f(x)) € [0, ﬂ Donc Vx € [0,1],2’(x) < 0.H est donc strictement

décroissante sur [0,1] donc injective et s’annule au plus une fois sur [0,1]. Or, h(a) = f(f(a)) -—a = fla)—a = 0. Ainsi, a est
fl@=a f@)=a
I’'unique racine de h sur [0,1] et par conséquent I'unique point fixe de f © f . )’en conclus que « est la limite de (u,,) etde (uU;,41)- Ces
deux suites extraites (u,,) et (Uzn41) de u ayant la méme limite, la suite u converge aussi vers a.
6. Du python:
A. Définir la fonction f.
B. Ecrire un programme python prenant en entrée un réel a et un entier naturel n et renvoyant le terme de rang n de la suite
vérifiantuy, = aet Vn eN, u,,, = f(u,)
C. Surun méme dessin, représenter f et id sur l'intervalle [0.2,0.6].
D. Ecrire un programme python nommé esc (pour escalier ou escargot) tel que :
e enentrée :unréel a et un entier naturel n.
e enréponse : le dessin de I'escargot ou I'escalier représentant les n premiers points de I'escargot ou I'escalier
représentant la suite u. (Cf ci-dessous)
Exécuter votre programme en prenant a = 0.3 et n = 10.
F.  Ecrire un programme python nommé approx tel que :
e enentrée : unréel a et un réel strictement positif noté epsilon
e enréponse : le couple (n,v) ou
» nestle plus petit entier tel que u,, soit une valeur approchée de « a epsilon prés ou u est la suite telle
que: ug =aet Vn €N, u,,; = f(u,)
»  vestune valeur approchée de sa limite @ a epsilon pres.
G. Exécuter votre programme en prenant a = 0.3 et epsilon = 0.00001.



5+ def f(x):

p return(exp(x)/ (1+exp(2%x))) (17, ©.4527872148355426)
B 0.500 A
8 A=0.3
9 B=8.5
1@ n=1ee 0.475 4
11 X=[A+i*(B-A)/n for i in range(n+l)]
12 Y=[f(x) for x in X]
13  plot(X,Y) -
14 show() 0.450 —
15 plot(X,X)
16 show() 4
17 0.425
18 ~ def u(a,n):
. 0.400
20 for i in range(n): :
21 u=f(u)
22 return(u) _
23 0.375
24~ def esc(a,n):
25 X=[1] i
26 Y=[1] 0.350
27 for 1 in range (n):
28 X+=[u(a,i),u(a,i+1)] 4
29 Y+=[u(a,i+1),u(a,i+1)] 0.325
30 plot(X,Y)
31 print(esc(e.3,10)) ]
32  show() 0.300
33 T T L L] L] T T T L}
34~ def approx(a,epsilon): 0.300 0.325 0.350 0.375 0.400 0.425 0.450 0.4750 0.500
35 i=0e :
36 while 1/(2**i)>epsilon : tr‘lnket—plo‘t -png
37 i=i+l
38 return i,u(a,i)
39 print(approx(©.3,8.00801))
PROBLEME 1 Une équation fonctionnelle
On rappelle que C°(R, R) est I'ensemble des fonctions réelles continues sur R
oo = <.
On note F |' ensemble des éléments f € E tels que f ne soit pas la fonction nulle et f s' annule au moins une fois sur R.
PARTIE 1 Exemples et premiéres propriétés des éléments de E.
1. Quelles sont les fonctions constantes éléments de E ?
2. Déterminer une fonction élément de F.
3. Démontrer que ch est élément de E'\\F.
4. Montrer quesi f estun élémentde E et a € R, alors (x = f(ax)) est élément de E.
5. Soit f un élément de E.
a. Montrerque f(0) = 0ou 1.
b. Montrer que si f(0) = 0 alors f est identiquement nulle.
c. Montrer que si f(0) = 1 alors f est paire.
1. SoitAunréelet f:(x+= A).
Alors f est continue sur RetV(x,y) ER%, f(x +y) + f(x —y) = 21+ A =24 et 2f(x)f(y) = 21%. Alors,
f est solution de notre probléme sietssi 24 = 212 sietssiA — A2 = O sietssiA(1 — 1) = O sietssid = 0oul = 1.
Ainsi, les fonctions constantes éléments de E sont les fonctions constantes égalesa O ou a 1.
2. Lafonction cos est élément de F car cos est continue sur R, s’annule en% mais ne s’annule pas partout et V(x, y) € R?,
cos(x + y) + cos(x — y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y) + cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y) = 2 cos(x) cos(y).
3. Lafonction ch est continue sur R, ne s’annule jamais donc ch & F et V(x,y) € R?,
eXtY e ¥V ¥V ey ¥ ] 1 1 1
ch(x+y)+ch(x—y) = > + > =Eex(ey+e_y)+§e_x(e_y+ey)= (Ee"+ie")(e_y+e3’)= ch(x)(2 ch(y)).

Donc,h €EE.
4. Soit f unélémentde E eta € R. f est donc continue sur RetV(X,Y) ER%, f(X + V) + f(X —Y) = 2f(X)f(Y) (x*)
Comme f est continue sur R, alors g,: (x = f(ax)) est continue sur R. De plus, V(x,y) € R?,

9a(X+¥) +go(x = y) = f(a(x +y)) + f(a(x = ¥)) = f(ax + ay) + f(ax — ay) = 2f(a0)f(ay) = 294 (0)ga(¥)-

on applique (x)
avec X=ax et Y=ay

Donc g, € E.
5. festdonccontinuesurRetV(X,Y) € R:LF(X+Y)+ f(X—Y)=2fX)f(Y) (B8
a) Alors,enprenantX =Y =0 etf(0+0)+ f(0—0) = 2f(0)f(0) .Donc f(O)(l - f(O)) = 0 et finalement f(0) € {0,1}.
b) Supposonsicique f(0) =0.AlorsVX ER, f(X) + f(X) =2f(X)f(0) =0i.e.2f(X) = 0. Donc VX, f(X) = 0. f est donc la fonction nulle.
c) Supposonsque f(0) =1.AlorsVY ER, f(0+Y)+ f(0—Y) =2f(0)f(Y) = 2f(Y).Donc f(—=Y) = f(Y). Ainsi f est paire.



PARTIE 2 Description compléte de E et F.

Soit f un élément de E tel que : f(0) = 1. On montre ici que tout
6. Justifier qu’il existe un réel r > 0 tel que : Vx € [0,7], f(x) > % En déduire que forf(x)dx > 0. fonction continue, telle que
7. Montrer que Vx € R, forf(x +y)dy = f;”f(u)du. f(0) = 1 et vérifiant ()
8. Montrer que Vx € R, 2f (x) forf(y)dy = f;” fwdu + f;_rf(v)dv. est de classe C*.

9. Endéduire que f est de classe C* sur R.
10. Montrer que f est de classe € sur R.
11. Montrer qu’il existe un réel ¢ > 0 tel que : Vx € R, cf'(x) = f(x +71) — f(x —1).
12. Montrer qu'’il existe un réel A tel que : Vx € R, "' (x) = Af (x).
13. En déduire tous les éléments de E qui vérifient f(0) = 1.
14. Quels sont les éléments de E et ceuxde F ?
f estcontinue sur R, f(0) =1etV(X,Y) ER% fF(X+Y)+ f(X —Y) =2fX)f (V) ER
6. f estcontinue en 0 donc }cii%f(x) =1.

Prenons € = % Il existe un réel r>0 tel que Vx € [—7, 7], |f (x) — 1] < % i.e. —% <fx)—1< % Donc Vx € [0,7], % < f(x).
Alors, foridx < forf(x)dx dong, 0 < g < forf(x)dx.
7. Soitx € R.(y = f(x + y)) est continue sur R donc sur [0,r]. Par suite forf(x + y)dy existe.

r x+7
o fx+way = [ fwdu
cv
u=x+y
du=dy
y=0u=x
y=reu=x+r
cv
u=x-y
du=-dy

De méme, (y = f(x —y)) est continue sur R et par suite, forf(x —y)dy = f;_rf(u) (—du) = f;_rf(u)du.

Ainsi, Vx € R, forf(x +y)dy = f;” fwdu et forf(x —y)dy = f;_rf(u)du.
8. Soitx € R.(y = 2f(y)f(x)) est aussi continue sur R donc sur [0, r].
De plus, vy € [0,7], f(x + y) + f(x —y) = 2f (x)f(y). Donc forf(x +y)dy + forf(x —y)dy = for 2f(x)f(y)dy. Alors d’aprés 7 .,
LT fdu+ [ fdu = 2f (%) [y f()dy et par Chasles, [ f(wdu = 2f(x) [ f()dy.
9. f étant continue sur R, f admet une primitive F sur R qui est de classe C* sur R.
Comme p = for f()dy # 0, je peux affirmer, en utilisant 6., que : Vx € R, f(x) = %f;f:f(u)du = %[F(x +7)—F(x —r)](&%).
F étant de classe C* sur R, (x » F(x + 7)) et (x = F(x —7)) sont de classe C* sur R. J’en déduis que f est de classe C* sur R comme
combinaison linéaire de fonctions de classe C* sur R.
10. Alors F est de classe C? sur R. Par conséquent, en utilisant (), je conclus que f est de classe C? sur R.
Montrons par récurrence que pour toutn € N, f est de classe C" sur R.
Init : f est de classe C? sur R.
Propag : Soit n € N. Supposons que f est de classe C™ sur R. Alors F est de classe C™*! sur R. Par conséquent, en utilisant (%), je

conclus que f est de classe C"*! sur R.
CCL: pour toutn € N, f est de classe C™ sur R ce qui signifie que f est de classe C® sur R.

11. Vx€R, f(x) = %[F(x +7) — F(x —1)]donc f'(x) = % [F'(x+7)—F'(x—1)] = f(x) = %[f(x +7) = flx —1)].
DoncVx €E R, pf'(x) = f(x+ 1) — f(x —1).

12. Alors, Vx € R, f”(x)=%[f’(x+r)—f’(x—r)]=% %[f(x+r+r)—f(x+r—r)]— %[f(x—r+r)—f(x—r—r)]]

Vx € R f"(x) = o [2f () + f(x = 2r) = f(x +2)] = [2f () + 2f ()f (2r)]. Dong, Vx € R, f'(x) = 4f (x) o A = 2q+en)

p2
13. Cherchons tous les éléments de E vérifiant f(0) = 1.
D’apreés ce qui précede, si f est élément de E telle que f(0) = 1, alors f est donc solution d’une équation différentielle d’ordre 2 homogéne
et 3 coefficients constants dont I'équation caractéristique est : (e.c): 72 — A = 0 et dont le discriminant est A= 44,
1er cas A < 0. Posons w = 4/|A|. Il existe deux réels a et b tels que : Vx € R, f(x) = acos(wx) + bsin(wx). Alorsa = f(0) =1 et
wb = f'(0) = 1 [f(r) = f(—)] = 0. Donc Vx € R, f(x) = cos(wx).
P car f est paire

2émz cas A = 0. Il existe deux réels a et b telsque : Vx € R, f(x) = a+ bx. Alorsa = f(0) = 1 et wb = f'(0) = 0. DoncVx ER, f(x) = 1.
3eme cas A > 0. Posons w = . |l existe deux réels a et b tels que : Vx € R, f(x) = ach(wx) + bsh(wx). Alors a = f(0) = 1 et wb = 0.
Donc Vx € R, f(x) = ch(wx).
CCL : les éléments de E qui valent 1 en 0 sont donc de la forme (x = cos(wx)), (x » ch(wx)) ou (x—1)
Réciproquement, chacune des fonctions de la forme (x ~ cos(wx)), (x + ch(wx)) ou(x—1) tq w € R* est élément de E car cos et ch sont
éléments de E alors d’apres 4., (x » cos(wx)), (x - ch(wx)) tq w € R*sont éléments de E. De plus, chacune de ces fonctions vaut 1 en 0.
Ainsi, ces fonctions de la forme (x = cos(wx)), (x = ch(wx)) ou(x—1) tq w € R* sont les fonctions recherchées.

14. Les éléments de E sont donc toutes les fonctions de la forme (x ~ cos(wx)), (x » ch(wx)) ou(x—1) ou (x—0) tq w €R*.
autrement dit, E est constitué de toutes les fonctions de la forme (x ~ cos(wx)), (x = ch(wx)) ou (x—0) tq w € R( car pour w =
0,Vx, ch(wx) = ch(wx) = 1).
Parmi ces éléments de E, les éléments qui s’annulent sans étre toutes nulles sont les fonctions de la forme (x — cos(wx)) tqw € R*.
Ainsi, F est constitué de toutes les fonctions de la forme (x ~ cos(wx)) tqw €R*.



PARTIE 3 On se propose de décrire F par une autre méthode.
Soit f un élément de F. On note U = {x € R**/f(x) = 0}.
15. PRELIMINAIRE : Soita > 0, on note D, = {azﬂq/p € Zet q € N}.

Nous allons montrer, dans cette question, que tout réel est la limite d’une suite d’éléments de D,.
Soit x un réel.

a. Soitn € N*. Montrer qu’il existe q,, € Ntel que: 1 < al—an".
Pn o Y
24n n

c. Endéduire que x est |a limite d’une suite d’éléments de D,,.
15a.1 < iz% ean <2 < lIn(a)+In(n) < q,In(2) & In(@)+n ()

In(2z) ~— ™M
In(a)+In (n) L . . 2 Han
T J + 1. Ainsi, il existe g, € Ntel que: 1 < p 2n,

b. Montrer qu'il existe p,, € Ztelque:0 < x —a

Posons q,, = l
Dn 1 x 24n x x 1 . .
b0sx—a -<-= p, < 2‘1"; < Pp + - Posonsp, = qu" ;J. Alors, p,, < 2‘1"; <pp+1<p,+ 52‘1”. Ainsi, p,convient.
c. Posonsvn > 0,d,, = afre Dy . AlorsVn>0,0<x—d, < L comme lim 1= 0, je peux conclure que lim d,, = x.
24n n n-+oon n—+oo

16. BORNE SUP DE U
a. Montrer que U admet une borne inférieure finie notée a.

b. Montrer partabsurde que f(a) = 0. En déduire que a > 0.

c. Montrer que Vx € [0, a[, f(x) > 0.
16 f est continue sur R non toute nulle donc f(0) = 1 et f paire et f s'annule au moins une fois
etvV(X,Y) e R? f(X +Y) + f(X —Y) = 2f(X)f (V) .
a.U={xeR"/f(x)=0}.
U c R*™ c R. De plus, comme f est élément de F, f s’annule au moins une fois donc U est non vide. Enfin, U est minoré par 0. Ainsi, U
admet une borne inférieure finie notée a.
b. f est continue en a donc lim f(x) = f(a). Comme a est la borne inférieure de U , il existe une suite (u,,) d’éléments de U de limite a.

x-a
Alors le théoreme de caractérisation séquentielle de la limite, lir+n f(u,) = f(a).0r,¥n,u, € Udonc f(u,) = 0 et par suite lir_P fluy) =
n—-+oo n—-+oco
0.Jen déduis par unicité de la limite que f(a) = 0. De plus, ¥n,u, > 0 donc a = lirp u, = 0.Deplus, f(0)=1#0 = f(a).
n-+oo

Ainsi, a # 0 et finalement, f(a) > 0.
c.f(0)=1et f(a) = 0.De plus, a = inf (U) donc tout réel inférieur a a n’appartient pas a U i.e. f ne s'annule pas sur [0, a[. Comme f est
continue, f ne change pas de signe sur [0, a[. Comme f(0) = 1, Vx € [0,a], f(x) > 0.

17. QUI ESTf?

On pose w = % et g: (x = cos(wx)).

2
a. Soitg € N.Montrer quef(za—q) +1=2 [f (2:“)] .
b. Montrer que :Vq € N, f(za—q) =g (%)

Soit ¢ € N. Démontrerque :Vp €N, f (a%) =g (a%).
En déduire que Vx € Dg, f(x) = g(x).
En déduire que f = g.
Retrouver alors tous les éléments de F.

— o a O

a

Jori = Y dans (a=). Alors f (% +%) +f (2;1 - 2;11) =2f (;ﬂ)f (%) ie f (Za—q) +1=2 (f (2;,1))2'
b. Comme g vérifie aussi (=x),Vq €N, g (%) +1=2 (g (2:;-1))2. Montrons par récurrence sur q que Vq €N, f (Za—q) =g (Za—q)
Init: f(a) =0 =g(a).

a

Propag : Soit g € N. Je suppose que f (%) =g (2%) Alors (f (#))2 = %[f (ﬁ) + 1] = %[g (Za—q) + 1] = (f (#))2

a. Soitq € N.Prenons X =

a
2q+1

a a T a
Commem € [O,a[,f(ﬁ) >0et —

2a 29+

€ [0,% [donc g ( ) > 0. Jen déduis que f

CCL : J'en conclus, par le théoréme de récurrence simple, que Vg €N, f (%) =g (%)
c. Soit g € N. Démontrons par récurrence double surp que:Vp €N, f (a%) =g (a
HD

f (a%) =f(0)=9g0)=g (a%) et f (g) =g (g) d’aprés b. Donc H, et Hysont vraies

Soit p € N*. Je suppose que H,, et H,_; sont vraies. Alors

par (m=)
avec x=3F et y=1;
p+1y ap a - ap a ap a
f(“ 24 )‘ (Gt ) = 2f (30)f (32) = (e =37 )
par (mm)
aveCX:;—g
ety=L

24
>¢a1H H, et H
p—14p 1

-1 -1 - 1
~ 21 (30)1 (50) - 1 (“% > 20 (o) -9 () = ()
sont vraies

J’en conclus, par le théoréme de récurrence double, que Vq €N, f (;%) =g (;iq)



En considérant I'ensemble D, défini au 15. En prenant a = InfU, je peux affirmer que Vd € D, f(d) = g(d).
| |

d. Soit x un réel. Il existe une suite (d,) d’éléments de D,telle que lirP d, = x. Alors Vn, f(d,,) 2 g(d,,). Et comme f et g sont continues
n—-+oo
en x, liT f(d,) =f(x) et lirP g(d,) = g(x). Alors, en passant a la limite dans m, je peux conclure que f(x) = g(x). Ainsi, f = g.
n—+oo n—+oo

e. Leséléments de F sont donc de la forme (x = cos(wx)) ol w > 0. Réciproquement, nous savons que toutes les fonctions de la forme
(x » cos(wx)) ol w > 0 sont éléments de F. Ainsi, F = {(x » cos(wx))/ w € R**}.

Probléme 2 Autour des accroissements finis généralisés
PARTIE | Accroissements finis généralisés

Soit a et b deux réelstq a < b et f et g deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b] et telles que g’ ne s’annule pas sur ]a, bl.
1. Justifier que g(a) # g(b).

e _ f)-f(@

2. M il € I 8

ontrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que : 7~ 9G)-a(@

Indication : utiliser la fonction @: (x = f(x) — f(a) — K(g(x) — g(a)) ot K est une constante & bien choisir !

1. Comme g est continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, b[, le théoréme de Rolle affirme que : g(a) = g(b) =
g's'annulesur ]a, b|.
Alors par contraposée, puisque g’ ne s'annule pas sur Ja, b[, g(a) # g(b).

2. Soit ¢: (x B f(x) - f(la) —K(g(x) — g(a)) ou K est une constante que I'on va choisir de sorte que ¢ vérifie les hypothéses du
théoréme de Rolle.

@ est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ et ¢(a) = 0. Donc prenons K tel que ¢(b) = 0i.e. K = % Alors le théoréme de Rolle
o . N = 0o F ey — KA = 0 Ainei LOF@ _ 1
assure qu’ il existe un réel ¢ €]a,b[ tel que ¢'(c) =0i.e.f'(c) —Kg'(c) = 0. Ainsi, 9 —9(@) Ty
PARTIE Il Régle de (monsieur) I’Hopital
3. Regle de (monsieur) I’Hopital : Soit a et b deux réelstqa < b .
Soit f et g sont deux fonctions dérivables sur ]a, b et telles que : lim f(x) =0 =1lim g(x) et g’ ne s’annule pas sur ]a, b[ et 11m+;c Ex; =
x—-a
L . Montrer, en utilisant les accroissements finis généralisés, que : lim e _ =1,
x—at g(x)
4, En utilisant les fonctions f: (x - x2 sin G)) et g = id, montrer que la réciproque de |a regle de I'Hopital est fausse.
5. Une application pratique : calculer lim cos@x)-1 de deux maniéres .
x—0 5x2+6x3
6. Une application plus théorique : Soit f € C*([0,1[,R) .
f)-f(0) .
On définit la fonction h: [0; 1[— R telle que h(x) = { stx# 0.
f'(0) six=0

a. Démontrer que h est de classe C? sur [0,1[.
b. Exprimer pour x €]0,1[ et n € N, h(™(x) en fonction des dérivées de f en x et des puissances de x.
c. Endéduire que h est de classe C* sur [0,1[ et déterminer h(™(0) . On utilisera la régle de I'Hopital ci-dessus.
. Loz t)sit €la,x] g(t)sit €la, x]
3. Soitx €]a,b[.Soit f: f( te .
B la, b f( { Osit=a ) ( { Osit=a )
f est continue en a car lim f(x) = 0 et f est continue et dérivable sur ]a, x] puisque f est continue et dérivable sur ]a, b[ et ]a, x] <]a, b[. Et
x-a
vt €]a, x], f'(t) = f'(t).1dem pour §. Comme g’ ne s’annule pas sur Ja, b[ , §'(= g') ne s'annule pas sur ]a, x[. Alors I'égalité des
f0-F@ _ fle) ; , f0) _ f'(ew)
g-g@  g'c) " TTg@ g’

accroissements finis généralisés assure qu’il existe ¢, €]a, x| tel que : . Ainsi, pour tout réel x €]a, b|, il

f) _ f'en)
9@~ g'(cy)’

existe ¢, €]a, x[ tel que :

f(ex)

L e = L . Et ainsi, je peux conclure que llm ®_p.

at g(x)

Comme ¢, €]a, x|, llm ¢, = a et par composition, llm

4. Soitf: (x ~ x2sin (i)) etg:(x » x).Alors f et g sont deux fonctions dérivables sur ]0,1][ et telles que :
lin(l) f) = 0= lirr(l) gx) et g':(x = 1) ne s’annule pas sur ]0,1].
xX— od xX—

car
Lil% x2=0et
(stin(l)) bornée
f®) (€3]

VxE]Ol[——xsm()donc llmg() = 0.
car

(stin(i)) bornée
F1e) ey (1) . (1 f'®
e f'(x) = 2xsin (x) sm( ) Montrons que )
positives et de limite nulle et dont leurs suites images par f~ ont des limites différentes.

Mais Vx €]0,1[ n’a pas de limite quand x — 0. Pour cela, trouvons deux suites

Comme lim 2xsin (1) = 0, cherchons (u,) et (v,) telles que : llm u, =0= lim v, etsin ( L ) =1et sin (i) =-—1.
x—0 X car n—-+oo Up vn

lim x=0 et
x-0

(stin(i)) bornée

. 1 1 T 1 . 1 1 T
sm(—) =le—=-+2nmr<eu, == etsm(—) =-le—=——+2nmecv,=———.
Up Up 2 Senm Up Vp 2 —5+2nm



1 1 . (1 -,
Posons Vn,u, = etv, = T .Alors lim u, =0= lim v, etsin (u ) =1et sin (V—) = —1. Donc par composition,
n n

Stanm iy nm’ n-+o n-+oo
lim 2u sm( )— 0 = lim 2v sm( ) Par conséquent lim f'(u,)=1et lim f'(v,) = -1
n-+o Un n-+o n—-+oo n—-+oo

!
J’en déduis par contraposée de la caractérisation séquentielle de la limite que f' (= 5) n’a pas de limite en 0.

CCL: Soit f et g sont deux fonctions dérivables sur ]a, b[ et telles que : lim f(x) = 0 =lim g(x) et g’ ne s'annule pas sur ]a, b[ et Alors
x—a x—a

r
f,(x) =L = lim @ _ = L) mais la réciproque de cette implication est fausse.
x—at g’ (x) x—at g(x)
5. calculonslim %
x—-0 5x%+6x

1&re méthode : Posons f(x) = cos(2x) — 1 et g(x) = 5x2 + 6x>. f et g sontde classe C® surR. Vx € R, g'(x) = 10x + 18x2? = 18x (x + g)

etg” (x) =10+ 36x. Donc g’ et g'’ ne s'annulent pas sur] — i,%[. De plus, Vx € R, f'(x) = —2sin(2x). Donc, lirréf(x) =0= lin}) g(x) et
X— X—

lirr(ljf’(x) =0 =1irr(1) g'(x) . On peut donc appliquer la régle de I'Hépital a f’ et g’ puisfet g.

X— xX—

B = e~ 15 = —sdoncla régle de 'Hopital assure que ~ O, 2 et cette méme régle permet de conclure que = _,_ 2
gr(x) 10+36x x—0 10 5 () x50 5 =
1 2
2eme méthode : L Bent 2 rw 2
x2+6x3 Eil'%q 5x2 5 g(x) x—»o z
cos(t)—1~gt
et lim 2x=0
x-0
LOTO) iy % 0
6. Soit f € C*([0,1[[R) eth:[0;1[> Rtelle que h(x) = { x .
f'(0) six=0

a. Posonst(x) = —f(x) f©) =(f(x) - f(O)) -

u(x) v(x)
u et v sont de classe C*® sur]0,1[ donct est de classe C® sur]0,1[ donc h I'est aussi et Vx €]0,1[,h'(x) = 7'(x) = w.
X ©)+27 " O)+00 () ~(F O+ O+ 40, -£(0)) _ O v0yat) _ g
h'(x) = - 5 2 5 S (0) + 04 (1). Donc llm h'(x) = 0. Alors le critére de classe C?

X X

assure que h est dérivable en 0 et h’(O) = 0 et h est de classe C* sur[0,1[.
b. Vx €]0,1[, h(x) = (f(x) — f(O)) — . Comme u et v sont de classe C* sur]0,1[, Leibniz assure que Vn € N, Vx €]0,1],
u(x) v(x)
R @) = B () u® v () = uG)v™ () + Ty () w9 (x)
h Gy = LTI 3 () F R0 S car w00 = SR etV () = {f T
b. Appliquons le critére de classe C*.
h est de classe C® sur]0,1[, est continue en 0. Il reste a prouver que : Vn € N*, li_rg r™(x) = 0.

FEO=FO) =DM+ Ty )f P D) (- k)'x
Soitn € N*. Vx €]0,1[, h™(x) = ( ) x()

Posons N(x) = (f(x) — £(0))(=1)"n! + ¥}_, (Z) F® ) (1) (n — k)!xk et D(x) = x™+1,

N et D sont dérivables sur ]0,1[. D est continue en 0 donc lin(l) D(x)=D(0)=0"t = 0.
x— —

car n+1>0
N est continue en 0 donc }(111(1) N(x) =N(0) = (f(O) - f(O))(—l)"n! +30, (Z)f(k)(o)(—l)”_k(n —k)! Qf o
Et, Vx €]0,1[, D'(x) = (n + 1)x™ # 0. =0 car k=1

N(x)

On peut donc tenter d’appliquer la regle de I'Hépital pour calculer llm M (x) = lm(l) PR
X—

Vx €]0,1[,D'(x) = (n + )x™

etN'(x) = f' () (~1)"n !+ Ty (FD" (= k) (3 [PV C0xk + £ O Gk ]

N'() = f/ () (=)™l + By (~D" = 101 () F D G + oy (D (= k) 1 (1) F99 (o)l
N'() = F () (1)l + By (~ D)2 FOD )k 4 T (~ 1) s £ (o

(k=1)!

N' (@) = f/ GO (1)l + By (1) R fOFD o)k — g (—1)n (oD I ) ()t

(k I

N'(x) = ') (=D"n! + Xoq (=D "nf("“)(x)x — (1D I IO Xkt = () (~1)"n! + @, — ag

Ak

(kl'

Ag—1

somme télescopique

N'() = f'()(=D"n! + (—1)"‘"%1’("“) (0)x™ — (—1)"z—:f(1) ()x° = fF+D ()am.



NG _ [ M@
D'(x) ~  (m+Dx"  (n+1)

) () — 13y NG _ F™D(0)
quehmh (x) = }c1—>0D(x) D)

N' (n+1)
.Donc, comme f("“)est continue sur R doncen 0, lim N _ 770
x—0 D' (x) (n+1)

Alors

. Alors, la regle de I’'Hépital assure

f(n+1)(0)

Le critere de classe C*®permet alors de conclure que h est de classe C® sur [0,1] et Yn € N*, h(™(0) D)

PARTIE 11l Une autre généralisation des accroissements finis
7. Soit @ un réel et b un réel ou un infini tel que a < b.
Soit u et v deux fonctions définies sur un méme segment [a, b[ , a valeurs réelles et telles que :
e uetwvsont continues sur [a, b[
e uetwvsont dérivables sur]a, b[
e VxE€]ab[ u' ()| <v ().
Montrer en étudiant les fonctionsu + v et u — v que : Vx € [a, b, |u(x) — u(a)| < v(x) — v(a).
7.Posonsg = u+veth=u—v. Alors g et h sont continues sur [a, b[ et dérivables sur ]a, b[ puisque u et v le sont.
EtVx €]a,b[,g'(x) =u'(x) + v'(x) et K’ (x) = u'(x) — v'(x).
Or,Vx €la,b[, |[u' (x)| < v'(x) ie. —v'(x)<u'(x) <v'(x) doncg’(x) = 0eth'(x)<0. Alors, g est croissante et h est décroissante
sur [a, b[. Donc Vx € [a,b[, g(x) = g(a) et h(x) < h(a)i.e. u(x)+v(x)=u(a)+v(a) et u(x)—v(x) <u(a)—v(a).
Ainsi, Vx € [a, b, —(v(x) —v(a)) £ u(x) —u(a) < v(x) —v(a). Ce lasignifie que Vx € [a,b[, |u(x) —u(a)| < v(x) — v(a).
8. APPLICATION : Soit f une fonction dérivable sur I'intervalle [a; +o] telle que :XHTmf(x) + f'(x) = 0.0n pose h(x) = f(x)e*.

a. Soite > 0.Montrerque:34 = a/Vx = A, |h' (x)]| < ge".
b. En déduire, en utilisant la généralisation des accroissements finis, que Vx > 4, | f (x)| < §+ |h(A)|e™*.
c. Justifierque:3B > A/Vx = B,|f(x)| < &.
d. Qu’endéduit-onsurf ?
8. Soit f une fonction dérivable sur I'intervalle [a; +oo] telle que :XETM f(x) + f'(x) = 0.0n pose h(x) = f(x)e*.
a. Soit & > 0.h est dérivable sur [a;+oo[ etVx > a,h'(x) = (f'(x) + f(x))e* donc Jlim R'(x)e™* = 0.
Alors 3A = a/Vx = A, |h' (x)e ™| < g i.e. |h'(x)|e™ SE donc3IA = a/Vx = A, |h'(x)| < Eex.
b. Alors en utilisant 7. avec u(x) = h(x) et v(x) = ge" sur [A, +oo[, j' obtiens : Vx = A, |h(x) — h(4)| < Eex — Ee"‘ .
Donc, Vx = A, |[f(x)e* — h(A)I < Ee" —EeA donc |f(x)e*| — |[h(A)| < |f(x)e* — h(A)| < ie" - feA
Ainsi, Vx = A, e"If(x)|< e* ——e +|h(A)|eta|ors puisque e* > 0, Vx = A, |f(x)|<———eA x+|h(A)|e‘x < §+Ih(A)|e"‘.

= —
car EeA*">O
€

c.  |h(A)| étant une constante, lim |h(A)le™™ = 0.Donc,3C = 0/Vx = C, [Ih(A)|e~™| <=

2
Posons B = max(4, C).Alors, B ZA et Vx> B,|f(x)]| <% 5t E=
d. Nous pouvons alors conclure que lirP f(x)=0.

X—+00

FIN



