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Mathématiques.

Corrigé TD 19 Applications linéaires.

Ex 1 Sont-elles linéaires ? Si oui, trouver une base du noyau et une base de I'image.
f définie sur R[X] par : f(P) = P(2)P'(1).

u définie sur C1(R, Q) par : u(f) = f' + 2f.

u définie sur M,,(C)par : u(M) = det (M).

W définie sur R?par : ¥((x,y)) = (x — 3y,2x2 — y).
f définie sur R[X] par : f(P) = P+ XP' + 1.

f définie sur R[X] par : f(P) = P+ P'(1)X.

u définie sur C2(R, Q) par : u(f) = 2f(0)f".

W définie sur R*par : ¥((x,y,2,t)) =4y —x + t.
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Soit D = diag(a, b) ou a et b complexes fixés et u définie sur M, (C) par : u(M) = DMT.

Ex 2 Montrer que f est linéaire et déterminer Kerf, Imfetrgf. f est-elle injective ? surjective ? f est-elle un

automorphisme ? un isomorphisme ?

Soit ¢ application définie sur My(R) par : (M) = tr(M).
Soit ¢ application définie sur M5(R) par : (M) = M — tr(M)I .
Soit ¢ application définie sur M,(R) par : (M) =M — MT .

1. Soitg:C°(R,R) » CY(R,R) par:¢(f) = g telle que Vx € R, g(x) = fox tf (t)dt.

2. SoitE = {u € RV/ u convergente} et ¢ définie sur E par: @((Uy)nen) = lirP Uy,.
n—-+0oco

3. Soit ¢ définie sur R[X] par: (P) = P'(2) + 4P®)(2).

4. SoitA= (3 p ) et @ application définie sur My(R) par : ¢(X) = AX — XA .

5.

6.

7.

En vert, les questions pour lesquelles
on peut utiliser les matrices
d’application linéaire.

m les exercices corrigés en classe...
Pensez aussi a regarder tous les
exemples et exercices traités dans le
cours.

mEx 3 1.50it E un K-e-v de dimension 3 rapporté a une base (é1,€2,€3,) etu €L (E) telle que :

u(ép) = 4ép — 2e3 — 4é3,u(éz) = —ép— é» + é3 et u(ez) = 5ép — é» — 5e3.
a. Déterminer le rang de u.

b. Ker(u) et Im(u) sont -ils supplémentaires dans E ?

c. Ker(w?) et Im(u®) sont-ils supplémentaires dans E ?

2. Soit @ I'endomorphisme de R3 canoniquement associé a ] la matrice carrée d’odre 3 dont tous les coefficients valent 1.

a. Montrer que ker(f) @ Im(f) = R3.

b. Soit p la projection sur Kerf et parallelement a Imf et q la projection associée. Déterminer p(x, y, z) et q(x, y, z).

mEx 4

1. Déterminer 'unique forme linéaire sur R3telle que: f((l,l,l)) = 0,f((2,0,1)) =1let f((1,2,3)) =4,

3. Trouver un endomorphisme de R? dont le noyau est vect((l,0,0), (1,1,1)).

4. Soit H = {(x,y,z,t) € R*/x = y = z = t}. Existe-t-il des applications linéaires de R* dans R* dont le noyau est H ?

Ex 5 Soit u définie sur Ry [X] par : u(P) = P + (1 - X)P.
1. Montrer que u est un endomorphisme de R3[X]..
2. Montrer que Im(u) et Ker(u) sont supplémentaires dans R;[X].
3. Calculer u?(P). Montrer que Im(w) = Im(u?).
4.

Déterminer s(A + bX + cX? + dX?) ou s est la symétrie par rapport a Im(w) et parallelement a Ker (u).

mEXx 6 Soit u définie par :.VP € R,[X], u(P) =P(X+ 1)+ P(X — 1) — 2P(X).
1. Montrer queu € ~ (R,[X]).
2. Déterminer une base de Im(u) et une base de Ker(u).

3. Soit Q € Im(uw). Démontrer qu’il existe un unique polynéme P € R, [X] tel que : u(P) = Q et P(0) = P’(0) = 0.

Ex 7 Pour tout polynéme P, ¢(P)(X) = (X% — 1)P"(X) — 2XP'(X).

Montrer que I’on définit ainsi un endomorphisme ¢ de R[X].

Pour tout P dans R[X], déterminer le degré de ¢(P) en fonction de celui de P .
En déduire que @ n’est ni injective ni surjective de R[X]sur R[X] .

Déterminer I'image et le noyau de g .
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(comment appelle t-ton ces valeurs ?).
7. Pour ces valeurs particulieres, déterminer le noyau de g — Aid.

Ex 8 Soit B = (e;,¢e5,..,€,) une base de E

Justifier que @ induit un endomorphisme sur R, [X] noté g . g est-il un automorphisme ?

Montrer que g — Aid est un automorphisme de R, [X], sauf pour un nombre fini de valeurs de A que I'on précisera




1. Montrer que @: E* - K™ définie par: o (f) = (f(e7), f(€3),.., f(€,)) est un isomorphisme. Qu’en déduit-on sur E*?

2. Pourtoutk € [1,n] e, * I'application définie sur E par : e; (¥) = la composante de X selon'e, dans B.

Montrer que (e, e, .., e,) est une base de E*.

3. IciE = R,_{[X]. On considére n réels a, ..., a,_, et f la forme linéaire sur E définie par : f(P) = f;%g(t)dt'

Montrer que 3(1y,44,..,4,_1) € R*/ VP € R,_;[X], f(P) = A,P(ay) + 1, P(a))+.. +4,_1P(a,_1).

Ex 9 Soit F et G deux ss-e-vde E . Soit @: F X G — E telle que : 9((%, 7)) = ¥ + ¥ . Montrer que ¢ est linéaire . Décrire son

noyau et son image. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit injective puis surjective puis bijective.
e Soitx; etx, deux vecteursdeF, y; ety, deux vecteursde G,a, et a, deux scalires.

¢ ((%(E)'W) +a, (ﬁ:ﬁ))) = q)((alﬁ) +a X, a1 + axy; )) =X + X% +ay; +ay; = a (] + Y1) +
a,(%, +y,) = a0, y;) + a, (x5, ¥y, ). Donc, @ est linéaire.
e Ker(p)?
o(#P)=%+y=0=F=-y=I€FNGetX € FNG.DoncKer(p) = (FNG) x(FNG).
Par conséquent, ¢ est injective sietssi Ker(¢) = {(0,0)} & FNnG = {5}
e Im(p)?
V(%,7) € FxG o((%7)=%+y €F +G.DoncIm(p) € F +G.
Si(X,7) €EFxG,%+y=09(#73))doncF + GC Im(p). Ainsilm(p) =F +G.
Par conséquent, ¢ est surjective sietssi Im(¢@) = E sietssi F + G = E.
F+G=E
FnG={5}¢>F@G=E
mEX 10 Soit f €L (E) . Soit a et b deux scalaires distincts.
1. Montrer que : Kerf=Kerf? < Imfn kerf = {5}
2. Montrer que : Imf?*= Imf < Imf + Kerf = E.
3. Démontrer que Ker(f — a.id) et Ker(f — b. id) sont stables par f et en somme directe.

|_Ainsi @ est isomorphisme sietssi {

mEx 11 Soitf € L (E) tel qu'il existe un entier naturel p tel que fP~1 %= 0etf? =0.
1. Soit¥ € E tel que fP~1(¥) # 0. Montrer que : B =(%, f (%), f2(%), ..., fP~1(%))est libre.
2. SiE est de dimension finien ,comparern et p .Quedirede B sip =n?

mEx 12 Soit f € ~/ (E) telle que f2 + 6f — 7id; = 0
1. Montrer que f est un automorphisme de E et déterminer f ~ten fonction de f et id.
2. Montrer que :(f — id) o (f + 7id) = 0.En déduire que Im(f — id) c Ker(f + 7id)et Im(f + 7id) c Ker(f — id).
3. Démontrer enfin que Ker(f + 7id) @ Ker(f —id) = E.
4. Montrer que Ker(f + 7id) et Ker(f — id) sont stables par f . On note h et g les endomorphismes induits par f sur
respectivement Ker (f + 7id) et Ker(f — id).Reconnaitre g eth .
5. Soitp la projection sur Ker(f + 7id) et parallelementa Ker(f — id) et q I'autre projection associée.
a. Montrerque f = —7p + q.
b. En déduire que f* = (=7)"p + q.
Ex 13 Soit f un endomorphisme d'un K-e-v E tel que f3 = f. Montrer que Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans E.
Soit x € E. Cherchonsy € Ker(f) etz € Im(f) telsquex =y + z.

x=y+z
Analyse : supposons que de tels vecteurs y et z existent. Alors {3t € E/y = ().
f(z)=0
car f liénaire car f3=f

Doncf(x) =  fO)+f@D=f@)=fO)etf*x)=f3(@t) = f(t)=y.Doncy=f*(x)etz=x—f?(x).
Ainsi, si de tels vecteurs y et z existent alors ils sont uniques y = f2(x) et z = x — f2(x).
Synthése : Posons y = f2(x) et z = x — f2(x).
car f3=f
Alorsy+z=xety=f(f(x)) € Im(f)etf(z) = f(x) — f(f2(x)) = f(x) — f3(x) = O0donczE€ Ker(f).
Ainsi, y et z conviennent et sont les seuls qui conviennent. Donc tout vectuer de E s’écrit de maniére unique comme somme
| d’unvecteur de Ker(f) et d’un vecteur de Im(f). J'en conclus que Ker(f) @ Im(f) =E.

Ex 14 Soit f € & (E).
1. Montrer que si F et G sont deux ss-e-v de E stables par f alors F + G et F N G sont stables f.
2. Montrer que si g est un endomorphisme de E tel que f o g = g o f alors Ker(g) et Im(g) sont stables par f .

H (cours)Ex 15 Soit f € E* telle que f non nulle.
1. Montrer que f est surjective.
2. Soitd € E\Ker(f). Montrer que Ker(f) @ vect(d) = E . Que peut-on alors dire de Ker(f) ?



Ex 16 Soit (u,v) €L (E)? telle que : v o u = idy . Montrer que E = Ker(v) @ Im(u).

mEx 17 Soit u et v deux endomorphismes d’un K-e-v E de dimension finie n.
1. SoitB = (e;,e,,..,€,) une base de E. Montrer que : u # 0 & 3i, € {1, ...,n}/u(e_lo’) # 0.
2. Montrer que :

o rglu+v)<rg)+rg).

o |rgw) —rg)l <rg(u—v).

Ex 18 Soit E de dimension finie n . Soit (u,v) €L (E)?.

1. Onsupposeicique: E = Im(u) + Im(v) = Ker(u) + Ker(v).Montrer que ces deux sommes sont directes.

2. Montrer que Im(u) = Ker(u) © u? =0 et 2rg(u) = n.

3. Onsuppose ici que u? + 2u = 0 . Montrer que Ker (1) et Im(w) sont supplémentaires dans E et que u induit un
automorphisme sur Im(u).

Im@u?) = Im(u)
4. On suppose que rg(u?) = rg(u). Montrer que :3 Ker(u?) = Ker(u) .
Im(u) @ Ker(u) = E
Ex 19 Soit E de dimension finie n.
a. Montrer que les suites (Im(u¥))ren et (Ker(uk))ren sont stationnaires.
b. Soit p le plus petit entier tel que Im(ur) =Im(ur*'). Montrer que Vk > p, Im(uk) =Im(up) et Ker(u*) =Ker(up).
c. Montrer que Im(u?) @ Ker(ur) = E.

Ex 20 Soit E un C -espace vectoriel. On étudie sur des cas particuliers les solutions de I'équation

(eq): (f +idg)?™ =id ou f € L(E) est I'inconnue.

Déterminer les homothéties vectorielles sur E qui sont solutions de (eq)

Soit s une symétrie. Exprimer(s + id)?"™ —id fonctionde s et ide. En déduire les symétries solutions de (eq).
Déterminer les projections vectorielles de E solutions de (eq).

Ex 21 Soit E un K-e-v et u un vecteur de E et p un projecteur et s une involution dans E .

1. Résoudre I'équation x + p(x) = u d’'inconnue x élément de E . Propriétés des
2. Résoudre I'équation x + s(x) = u d’inconnue x élément de E . projections

Ex 22 Soit p et q deux projecteurs d’'un K-e-v E non associés tels-que Im(p) = Im(g) et q o p = p o q. Montrer que p = q.
p est la projection sur Im(p) et parallelement a Ker(p) et q est la prejection sur Im(q) et parallélement a Ker(q). Donc, pour
prouver que p = g, il suffit de montrer que ker(p) = Kei(q). De plus, compte du réle symétrique de p et q, il suffit de prouver
que Ker(p) c Ker(q).
Soit x € Ker(p).
Comme Ker(q) @ Im(q) = E, il existe t € Ker(q) et y € Im(q) tels que x = t &y. Puis il existe z € E tel que y = q(2).
Alorsx =t + q(z) et 0 = p(x) = p(t) + p(q(z)). Donc p(q(z)) ="—p(t) = p(-t).

car p linéaire

Or, Im(p) = Im(q) donc q(z) € Im(p). De plus, Yu € Im(p), p(u) = u. Donc, p(q(2)) = q(z) = y. Ainsi, y = p(—t).
Alors, (y) = q(p(-1)) = —q@®) = -pla®) = -pO 0. Doncy € Ker(q).

car q et p linéaires carqep=peoq car teKer(q) car p linéaire

Alorsy € Ker(q) N Ker(q).Or,Ker(q) N Ker(q) = {0}. Donc, y = 0 et par suite x = t € Ker(q).
Jen déduis que Ker(p) < Ker(q) et je peux alors conclure que p = q.

1 rx .
;fo f@®)dt six #0 .

Ex 23 A toute fonction f € C°(R,RR), on associe la fonction T (f) définie sur R par : T(f)(x) = { F(Osi 0
six =

Partie | : Exemples. Déterminer T( f ) dans les cas suivants :

1. f(t) = t%cos (t3 — 1) N _
2. f(©) = cos(2t) sin®(t) f@® Yoo

Partie Il : Etude de T sur E,,. Soit n un entier naturel. On note E,, , I'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré
inférieur ou égalan .

1. Donner une base et la dimension de E,, .

2. Montrer que E,, est stable par T. On note T,, 'endomorphisme de E,, induit par T.

3. Montrer que T, est un automorphisme de E,,.

4. Déterminer tous les couples (4, P) € K x E,\{0} tels que : T,, (P) = AP.

5. Pour chacune des valeurs de A trouvées précédemment, donner une base de Ker(T,, — AId).

Partie lll : Etude de T dans C°(R, R). Soit f € C°(R, R).

1. Montrer que T( f) est dérivable sur R" et est solution sur R* de I'équation différentielle : xy’ + y = f(x) d’inconnue y .
2. Etudier la continuité de T( f ) en 0.



3. Montrer que T définit un endomorphisme sur C°(R, R).
4. Justifier que T est injective mais n’est pas surjective.
5. Déterminer Ker (T = %Id).
Partie |
1. Soit x unréel.
1rx .2 3 _ :
T(f)(x) = {x Jy thcos (¢* = yde six # 0 . Alors, fox t%cos (t3 — 1)dt = %fox 3t%cos (t3 — 1)dt = %[sin (t® — D]%. Dong,
0six=0
l . 3 _ . .
T(F) () = {3){ [sin(t? — 1) +sin(1)]six # 0 _
. 9 six=0
- . 3 .
2 TP = {x Jy cos(2t) sin®(t)dt six # 0
0 six=0

Ex 24 Soit I'application A définie sur R[X] par : A(P) = P(X + 1) — P(X).

1
2
3
4
5.
6.
7
8.
[ |
1.
2.

Montrer que si (B,)est une suite de polynémes telle que: Vn, deg (B,) = n alors (B, ),y €St une base de R[X].
Montrer que A est un endomorphisme de R[X].

Déterminer Ker(A) et Im(A).

Montrer qu’il existe une et une seule famille (H,,) ey telle que : Hy = 1 et Vn € N*,A(H,) = H,_; et H,,(0) = 0.
Montrer que (H,),enest une base de R[X].

Soitp € Net P € R,[X]. Montrer que P = X _ (A™(P))(0)H,, .

Montrer que : A™(P) = X_o(—1)"* (1)) PCX + k) puis (A"P)(0) = Zj_o(-1)"* () P(K).
Montrer que Vn € N, H,, = %X(X DX -2)..X-n+1).

Ex25 Soit ¥ 'application qui, a une fonction f, associe sa dérivéef”.

Montrer que ¥ est un endomorphisme de F = C* (R, R).
Est-ce un automorphisme de C* (R, R) ?

Soit E L’ensemble des fonctions de la forme (x  P(x) cos(x) + O(x)sin (x))ou P et Q sont deux polynémes de R4 [X] .

3.
4.
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10.

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de C* (R, R).

Montrer que B = (f3, f2, f5, f4) est une base de E.

ou fi: (x o sin(x)) fo: (x = xsin(x)) fz: (x » cos(x)) et fy: (x » xcos(x)) .

Montrer que E est stable par ‘Y. On note D I'’endomorphisme de E induit par %. On note Idy I'application identité sur E.
Déterminer Ker (D). En déduire que D est un automorphisme de E .

Déterminer, selon les valeurs du réel 2, le rang de D? — Aldg.

Déterminer une base et la dimension du noyau et de I'image de D? + Id.

En déduire que D* + 2D? + Idj; est I'application nulle de E.

Retrouver alors que D est bijective et calculer D~ en fonction de D.

On note V le sous-espace de ~ (E) engendré par Id; et D%

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

Déterminer la dimension de V.

Vérifier que V est stable par composition.

Montrer que les éléments de V bijectifs sont les éléments de la forme : ald; + § D? tel que a et 8 réels distincts.
Résoudre dans R I'équation différentielle : y” +y = 0.

Déterminer le noyau de ¥ + Idp.

Montrer que E est le noyau de (W2 + Idy)?.

Conclure que E est exactement I'ensemble des solutions de I'équation différentielle : y® + 2y@ +y =0.

FIN ...

01-1 0 00-1 0
M = mat,D = (1) 8 8 _11 M~ (1) 8 8 _01 .DoncrgD = rgM = 4. Ainsi D est un automorphisme.
01 0 O 01 0 O
-1 0 0 O -1-2 0 0 0
mat,D? — Aldy = M? — M, = 8 5 _01 8 )—mz 0 ‘12‘7‘ _10_}\ 8
0 0 0 -1 0 0 0 —-1—-X

urang assure que dim Ker(D? + Idg) = 3.

.Dong, fi, fs, f sont éléments de Ker(D? + Idg). De pkus, la famille,

Ker(D? + Idg).



De plus, (D% + I1d)(f,) = 2f; donc (D? + Idy) sz) = f3 . Ainsi, f3 € Im(D? + Idg). Comme f; est non nul, (f3 ) est libre et

maximale dans Im(D? + Idg).Ainsi (f; ) est une base de Im(D? + Idg).
9. Comme Im(D? + Id;) c Ker(D? + Id;) ( car f;, € Ker(D? +Idg)), (D*+ Idg) e (D?+1d;) = 0 ce qui donne :
D* +2D?% + Id; = 0.
Rque : on aurait pu démontrer ce résultat matriciellement en prouvant, par le calcul, que M* + 2M? + Id; = 0.
10. Alors, (—D3 —2D') o D = Idg = D o (—D3 — 2D'). Donc D bijectifet D=1 = (=D3 — 2D?1).
11. V = vect(D?,id). Comme D? et id sont des éléments de de  (E), V est un ss-e-v de ' (E), est le ss-e-vde ~ (E)
engendré par D? et Id;. De plus, D? et Id; ne sont pas colinéaires puisque M? et I, ne le sont pas; ainsi, (D?,id) est
une base de V. Donc dimV = 2.
™ 12. (aD? + bidg) o (a'D? + b'id;) = aa’D* + (ab' + a'b)D? + bb'idy = ad’(id; — 2D?) + (ab’ + a'b)D? + bb'id,
= (=2aa’+ab’' + a’b)D? + (aa’ + bb")id € V. Donc V est stable par composition.
13. Soitu = aD? + bid; € V.

—-a+b O 0 0
matgu = aM? + bl, = 8 _aZ;' b —a0+ b 8 .Et det(aM? + bl,) = (b — a)*. Donc
0 0 0 —-a+b

u bijective & aM? + bl, inversible = det(aM? + bl,) # 0 © b # a. Ainsi, les éléments bijectifs de V sont les
endomorphismes aD? + bidg tq b # a.
14. Les solutions de y” + y = 0 sont toutes les fonctions de la forme acos + Bsin tq a, § réels . Ce sont donc toutes les
combinaisons linéaires de f; et f;. Toutes les solutions de cette équation différentielles sont dans F = C°(R, R).
15. Soit f € F.
fEeEKer(W? +1dp) © f" 4+ f =0 f €vect(f,,fs). Ainsi, Ker(Q? + Idp) = vect(f; , f3)-
16. Soitf € F.
f € Ker((? + 1dp)?) & (* + 202 + 1d)(f) = 0 & (W2 + 1d)((W? +1dp) () =0 & (W +1dp)(f) € Ker(p? + Idy)
< (V2 + 1dp)(f) € vect(fi, f3).
S 3I(ap)eR/f"+f=afy +Bfs
= El(a B) € IRZ/Vx € IR f”(x) +f(x) = asm (x) + B cos (x)

Sol(edl2H) = vect(f; , f3)-
Solution particuliére ?
Cherchons une solution particuliere de (edi2)de la forme g: (x = (Ax + B) sin(x) + (Cx + D) cos(x)) tq 4, B, C,D réels a
déterminer.

Vx €ER, g"(x) + g(x) = asin(x) + B cos(x)
=Vx € R, (24 — D — Cx) cos(x) — (2€C + B + Ax) sin(x) + (Ax + B) sin(x) + (Cx + D) cos(x) = a sin(x) + B cos(x)
©Vx €R, (24— B)cos(x) — (2€C + ) sin(x) =0

car la famille
(cos,sin)est libre {

2

S 24-§=0 ¢ .Donc g: (x = G ,Bx) sin(x) + (% ax) cos(x)) est une solution particuliére de notre
=zq

2C+a=0

équation différentielle (edl2). Ainsi, les solutions de (edl2) sont toutes les fonctions de la forme (x — Gﬁx + k) sin(x) +

G ax + k') cos(x)) tq k et k' réels.
Alors, f € Ker (W2 + 1dp)?)

< 3(a,p) € R?eta(k, k") e R?/Vx ER, f(x) = ( Bx + k) sin(x) + (1 ax + k > cos(x)

< 3(d,p") € R%eta(k, k') e R?/Vx €R, f(x) = (B'x + k) sin(x) + (a'x + k") cos(x)
s f € VeCt(fl:fz !f?!ﬂ-)'
Ainsi, Ker (W2 + Idp)?) = vect(fi, fo . fs f2) = E
17. Tout d’abord, on montre facilement par récurrence qu’une solution de (edl4) = f® +2f@ + f = 0 est de
classe C®sur R.
Soit f EF.fW +2f@D ¢+ f = 0. (Y* + 2Y2 + Id)(f) =0 & f € Ker((Y? + Id)?). Donc, Ker (% + Idz)?) est
I’ensemble des solutions de (edl4) . Alors d’aprés la question précédente , je peux conclure que E est exactement I'ensemble
des solutions de f® + 2f@ + f = 0. Ainsi, Sol(edl4) = vect(f,f> . s, f») = E

Ex26-Soitn € N\{0,1}et f : R, [X] = R"* telle que: f(P) = (P(0),P’(0),..,P™(0)). Montrer que f est un isomorphisme et préciser
il

EX27Soit f et g deux endomorphismes d’un K-e-v E tels que : f o g = idg. Montrer que Ker(f) = Ker(g o f) et Im(f) = Im(g ° f).

EX28Soit p et q deux projecteurs d’'un K-e-v E qui commutent mais pas forcément associés.
Onpose: r=p+q—pq.

1) Montrer que r est un projecteur.

2) Calculerporetqeor.

3) Montrer que Ker(r) = Ker(p) N Ker(q).



4) Montrer que Im(r) = Im(p) + Im(q).

Ex29Soit p et q deux projecteurs ( pas associés) dans un K-e-v E qui commutent.
1. Montrer que p ° q est un projecteur.
2. On suppose de plusquep e q = q o p = 0 .Montrer que p + q est un projecteur.
1. poqgopogq = pepoqoq = p ° q.Donc p o g est un projecteur.
car p et q commutent car p?=p et q%=q

2. p+q@)e(p+q)=p*+peq+qop+q®>=p+q Doncp+ q estun projecteur

Ex30 Soit f I'application définie sur R,,[X] par : f(P) = P(—X) — P(X).
1) Montrer que f € & (R, [X] ).
2) Montrer que Ker(f)®Im(f) = R,[X].

Ex 31Soit E, F et G trois K-e-v tels que dim (F) =n .Soit f € / (E,F)etg € / (F,G).
1) Monter que si H est unss-e-vde F alors g(H) estunss —e —vde G et dim(g(H)) < dim(H). On pourra utiliser

2) En utilisant h: (I;ng)gg'c’)G) montrer que rg(g o f) = rg(f) + rg(g) — n.

COURS:
Une application linéaire de E dans F est une application ... ... ... ... ... ...QUi VErifie ¢ ...... ... oo s ciceveeeececeesienenensOU oot et et et e e e e cae aae e e
.Onnote ... ... ... ... ... 'ensemble des applications linéaires de E dans F.
Un endomorphisme de E est Une ... ... ... .. coe oo ot vt vit cee cve e e eva 2, ON NOEE e I’ensemble des endomorphismes de E.
Un isomorphisme de E SUr F @St ....cccoveeeeiiinineceeiiiiiiiccies s O I O O — I’ensemble des isomorphismes de E.
Un automorphisme de E €St ....cccceeveeviviviniceiiiiiicicccciccnaees P00 1 T . I’'ensemble des automorphismes de E.
Une forme linéaire sur E est une et on note .......... I’'ensemble des formes linéaires sur E.
Si B= (e;)ie; est une base de E et F = (f;);cest une famille de vecteurs de F alors il existe .........oceueeceucas U EL (E,F) telle que : .ccvevvveccecucicnene.
SIE=E, ®E,,u; EL (E{,F) etu, €EL (E;, F). Alors il existe .......cccoveevveeuucces U EL (E,F) telle que : .cccveuvrveccecuciccnccne,
Soitu €L (E,F)
V(@ ) ) € K™V (R, oo, ) € EMw(05) = o0t (XM %) = oo
Ker(u) = .o @S UN e, etIm(u) = oo = ST UN e et rg(w) =
Si B= (e;)ie; est une base de E alors Im(u) = -+ ... ... ... ..
rg(u) <ot rguov) <
rg(u) =rg(uov) =rg(wou) dés que ........ccc.......
Si H estunss-e-vde E alors f(H) = ..ccoocivunniiccicenens estun ...ccceenee. Siu € Isom(E,F) alorsdimf( H) = - ...
SiG estunss-e-vde Falors 1 (6) = oo est Un ...ooocvvuee Siu € Isom(E,F) alorsdimf '(G) = - ...
Soitu €L (E) et H un ss-e-vde E. H est stable paru ... ... ... ...... Alors uy: (5@’»—7) est 'endomorphisme de H induit par u.
Soitu €L (E,F) .
u est injective ©Ker(u) = - e [(e;)ic; basede E = - ......... ] s rg(u) =-...
valable si valable si
E posséde une base E est de dim finie
u est surjective Im(u) = - ... ... s [(e;)icrbasede E = - .........]. e rg(u) = ...
valable si valable si
E posséde une base F est de dim finie
u est isomorphisme ©3v €F (F,E)/ . ucv =idpetvou = ldp(:){l;’s:(%):
- [(e)c;basede E = - v ] { Fest_de R
valable si valable si rg) ==
E posséde une base E est de dim finie
E et F sontisomorphes © -+ ... .. oo oo e e v v e .= dim(E) = -+ L ..
Sidim(E) = dim(F) < +o etu €L (E,F) alors: u estisomorphisme&Si.......ccccccevuucee. OU vrerireerevnersnans STG(U) =vrerrrrerrnncnenennes
Soitu €L (E,F) .
Im(u) est isomorphe a ......cccccccccoveeinnncne,

SiEestde .cooviniicinninnnn alors dim(Ker(u)) F o e = i e e o (théoréme du rang).



Siu€L (E,F) etv€eL (F,G) alors voU€ - ..........et[veu=06 - ...........
Si (u,v) €EL (E,F)?,w €L (F,G) etz€L (G, E)et(a,b,c) € K3 (au+bv)=-....
L (E,F)est ..o F(E,F)

Siu € Isom (E,F) alors u '€ -

i et Ker(u) ... Ker(vou) et Im(v).. Im(vew)
it (@ut bv)ocz =




