PCSI 8 décembre 2023 Durée : 1h30

DS 4 de mathématique

PROPOSITION DE CORRIGE (avec commentaires)

Exercice 1 : Suites

On considere la suite (u,), oy définie par la relation de récurrence : Upt1 = 2Up — 3
et la donnée de ug qui vaut 7.
1. Monotonie
a. Montrer par récurrence que la suite u est minorée par 3.

Pour tout n € N, soit P(n) la propriété :  wu, > 3.
On a ug =7 > 3, donc P(0) est vraie.
Soit n tel que u, > 3 alors 2u, > 6 et donc up 1 = 2u, — 3 > 3.
La propriété P(n) est donc héréditaire.
On en conclut par récurrence que P(n) est vraie pour tout n € N, c’est a dire que la
suite u est minorée par 3.

b. En déduire que la suite u est croissante.
Pour tout n e N :
Upt1 — Up = Uy — 3.

Or, d’apres la question précédente, on sait que u,, > 3. On en conclut : uy 1 —uy, = 0.
La suite u est donc bien croissante.

c. Peut-on en conclure que la suite u admet une limite ? est convergente ?
La suite u étant monotone, elle admet une limite, d’apres le théoreme de la limite
monotone.
Si cette limite est infinie, elle ne converge pas, donc on ne peut pas en conclure que
la suite u est convergente.

2. Montrer que pour tout entier naturel n on a : up = 22 4+ 3.
Ona: 2°7243=7=ug, donc la formule est valable pour n = 0.
Soit n un entier naturel tel que la formule soit valable.

Alors on a :
Ungr = 2up —3=2(2"2 4 3) 3 =2lnt¥2 4 3

La formule est donc aussi valable au rang n + 1.
On en conclut par récurrence que la formule est valable pour tout n € N.

3. En déduire lim wu,.
n—-4o0o

La suite (2””) N est géométrique de raison strictement supérieure a 1 et de premier
ne

terme strictement positif, donc elle diverge vers +o0o. On conclut par somme :

Uy — +00.
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4. On considere la suite (vy),,cy définie par : VneN: v, =u, xe ™

a. Etudier la convergence de la suite v.
Pour tout entier naturel n on a :

3 3
V= (2" 4 3) xe M =4x2"xe " + o= 4e @ 4 o= 4emIn(2)=1) 4 s
Or In(2) — 1 < 0 donc, par produit : n(ln(2) — 1) — —ooc.
D’ou par composition, produit et somme :

vy, — 0.

2n+3 +3

pzy3 <7

b. Montrer que pour tout entier naturel n on a :

Soit n un entier naturel. On a les équivalences :

2n+3 +3

+3 +2
m<2 = 2" 43<22"+3) <<= 3<6

On en déduit que I'inégalité initiale est vraie pour tout n € N.

c. En déduire que la suite v est décroissante.
La suite v est a termes strictement positifs. Pour tout n € N on a :

Upp1 e D@ 4 3) 1 antS 43
(S

= >< e —
U e (2712 4 3) 2nt2 43
A : 9 \ . ;s ’Un.l,.l 2
On en déduit, d’apres la question précédente : < -<1
Un, e

La suite v est donc (strictement) décroissante.

5. On considere la partiede R: A = {v,, n € N}.
Cet ensemble est il majoré ? minoré ? borné 7
Possede-t-il une borne supérieure ? une borne inférieure ? un plus grand élément ? un plus
petit élément ? (on précisera chacun de ces nombres quand ils existent)
La suite v est décroissante et minorée par 0, donc convergente.
On en conclut qu’elle est bornée, et par voie de conséquence, majorée et minorée.
L’ensemble A est donc majoré, minoré et borné.
11 posséde donc une borne supérieure sup(A) et une borne inférieure inf(A).
La suite v est décroissante, donc son terme vy = ug x € = 7 est son plus grand terme en
méme temps que sa borne supérieure :

‘max(A) =sup(4) =7 ‘

La suite v est décroissante et de limite 0, donc : inf(A) =0|.

Cependant la suite v est a termes strictement positifs donc 0 ¢ A.
L’ensemble A ne possede pas de plus petit élément.
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Exercice 2 : Applications

1. On considere I'application : f: R* — R? .
(@,y) — (@+y,z—y)
Montrer que f est bijective.
Les antécédents par l'application f d'un couple (a,b) sont les couples (x,y) solution du

systeme :
a+b
r+y=a 2r=a+0 =
= = 2
r—y=">b 2y=a—>b y:a
2
On en conclut :
b a—b
@yl eg ot = (m)=(50070).

Tout élément (a, b) de ’ensemble d’arrivée de f posseéde donc un unique antécédent. L’ap-
plication f est donc bijective.

2. On considére 'application : g : R* — R? .
(r,y) — (2z—y,zy)
a. Déterminer 'ensemble des antécédents par g du couple (4, —2).
Les antécédents par l'application g du couple (4, —2) sont les couples solution du

systeme :
vy — 4 v — yQ N
ry = —2 x(2r —4) = -2 *—=2x+1=0
=2z —4 =2
<~ 4 332 — J
(x—1)*=0 r=1
Ainsi : g4, -2) = {(1,-2)}.

b. Justifier qu'un couple de réels (a,b) a pour antécédent par g le couple (z,y) a condi-
tion que x vérifie I’équation :

222 —azx — b= 0.

Les antécédents par 'application g d’un couple (a, b) sont les couples (z,y) solution
du systeme :

2r—y=a y=2x—a y=2xr—a
— — 9
xy=>b 2z —a) =0 22 —ar —b=0

On en conclut :

(x,9) € g Ya,b) = 22*—ax—b=0
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c. En déduire, selon les cas, le nombre d’antécédents d’un couple (a,b) par g.

Soit (a,b) € R2. La question précédente a établi que le couple (z,y) est un antécédent
de (a,b) par f si et seulement si :

y=2r—a

222 —ax —b=0
La premiere équation implique que pour chaque valeur de x vérifiant la seconde
équation, il existe une unique valeur de y pour compléter le couple antécédent de

a,b).
£e tiin()me en z admet pour discriminant : A = (—a)? — 4 x 2 x (—b) = a® + 8b.
Ainsi
» tout couple (a,b) tel que a® + 8b < 0 n’a pas d’antécédent
» tout couple (a,b) tel que a® 4+ 8b = 0 a un unique antécédent
(c’est le cas du couple (4, —2) de la question 2.a)

» tout couple (a,b) tel que a’ + 8b > 0 a exactement deux antécédents
(en particulier b > 0 est une condition suffisante)

. L’application g est-elle injective, surjective, bijective ?

La question précédente nous permet d’affirmer ce qui suit.

L’application g n’est pas surjective car des éléments de I’ensemble d’arrivée n’ont pas
d’antécédent. (par exemple (0,—1))

L’application g n’est pas injective car des éléments de I’ensemble d’arrivée ont deux
antécédents. (par exemple (1,0))

Deux raisons dont chaque est suffisante seule pour affirmer que g n’est pas bijective.

3. On considere application h = f o g.

a. Déterminer I'image d’un couple de réels (x,y) par I'application h.

On a:

(fog)x,y) = f(g(z,y) = f2x —y,zy) = 2z —y + 2y, 22 —y — xy)

b. L’application h est-elle injective, surjective, bijective ?

g f
(@,y) — g@y) —  hz,y)
Il a été établi quil v a des éléments de R? qui n'ont pas d’antécédent par g. Les
images de ces éléments par la bijection f n’ont donc pas d’antécédent par h = f o g.
L’application h n’est donc pas surjective.

Inversement, on sait qu’il y a des éléments de R? qui ont deux antécédents distincts
par g. L’image de ces éléments par la bijection f ont donc deux antécédents distincts
par 'application h = f o g.

L’application h n’est donc pas injective.

L’application h n’est donc pas non plus bijective.

4. Déterminer I'image d’un couple de réels (z,y) par application g o f.

On a:

(gof)(x,y) = g (f(x,y)) = gla+y, z—y) = 2(x+y)—(z—y), (x+y)(x—y)) = (z+3y,2°—y*)
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Exercice 3 : Equations différentielles et primitives

1.

Déterminer les solutions réelles de ’équation différentielle : 3" — 6y’ + 9y = 0.

On reconnait une équation différentielle du second ordre & coeflicients constants et sans
second membre.

Son équation caractéristique est :

P2—6r+9=0 <= (r—37%=0

Elle admet 3 comme racine double.
Les solutions de I’équation différentielle sont donc les fonctions f définies sur R par

f(z) = (C1 4 Cax)e®®, €y et Cy étant des constantes réelles arbitraires.

. Déterminer les solutions réelles de 1’équation différentielle : 3" + 4y’ + 3y = 3t + 9t.

(on pourra chercher une solution particuliére sous la forme d’un trindome, et procéder par
identification des coefficients)

L’équation homogene associée (également dite « sans second membre ») a pour équation
caractéristique :

P 44r+3=0 <<= (r+22-1=0 <= (r+1){Fr+3)=0.

Ses solutions sont —1 et —3.
Les solutions de I’équation différentielle homogene sont donc les fonctions h définies sur
R par

h(t) = Cre " + Coe 3t Oy et Cy étant des constantes réelles arbitraires.

Cherchons une solution particuliere gy sous la forme d’un trinéme.

En remarquant que son coefficient directeur (a) doit étre égal a 1 on peut simplifier la
suite, mais on va dire qu’on ne l’a pas vu....

Posons alors, pour tout R par yo(t) = at® + bt + ¢, a, b et ¢ étant des constantes &
déterminer.

On a : yy(t) = 2at + b et yj(t) = 2a.

D’ou la condition qui doit étre vérifiée pour tout réel t :

2a + 4(2at + b) + 3(at® + bt + ¢) = 3t> + 9t

— 3at? + (8a + 3b)t 4+ 2a + 4b + 3¢ = 3t + 9¢
Par identification des coefficients :
3a.=3 a= =1
8a+3b=9 = 3b=4 — b=§
2a + 4b + 3¢ = 0 2+ 5 +3c= 10
9
1 10
On en déduit : yo(t) = t> + §t -3

Les solutions de I’équation différentielle sont donc les fonctions f définies sur R par

1. 10
f(t)=Cre™" + Coe ™ + 2 + ~t — —

3 3’ C1 et Cy étant des constantes réelles arbitraires.
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y —sin(2z)y =0

3. Déterminer la solution du probleme de Cauchy : { 0)=1
y =

L’équation différentielle est homogene d’ordre 1.
Une primitive de la fonction :

25 —sin(20) = —% (25in(22))

est : 1 1
T —5(— cos(2x)) = B cos(2x).

Remarque : Autre idée : sin(2z) = 2sin(x) cos(x), donc une primitive de x — — sin(2x)
est & — — cos?(z).
On vérifie que les deux primitives sont égales a une fonction constante additive pres.

Donc les solutions de I'équation différentielle sont les fonctions f définies sur R par
flz) = Ce 2 cos(2z) (' étant une constante réelle arbitraire.
La solution g au probleme de Cauchy vérifie en outre :
g0)=1 <« Ce2=1 += C=e2= /e
La solution cherchée est donc la fonction g définie sur R par :

1 _1 (213) _ el—co;(Qa:) _ e
ecos(2x)

4. Déterminer les solutions définies sur U'intervalle |—oo, —2[ de 1’équation différentielle :

1 2

/ _ x“+4x
=€ .

?J+x+2y

L’équation différentielle est d’ordre 1 avec second membre.
Une primitive de la fonction :

a : ]-o0,-2[ — R
1
x — PRI
est :
A ]-o0,—2[ — R
x —  In(lz +2|)

Sur |—o0, —2[, z+2 < 0 donc |z + 2| = —z — 2.

Les solutions de I’équation homogene associée sont donc les fonctions f définies sur R

par
C
f(z) = Cen=272) — 5 C' étant une constante réelle arbitraire.
_l‘ J—
5 . A . C
On observe que 'on obtient le méme ensemble solution avec f(z) = ot
x

On retiendra cette expression plus simple pour la suite.
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Remarque : Aucune solution particuliére évidente da l’équation initiale n’apparait.

Mettons en oeuvre le procédé de variation de la constante.

Cherchons une solution de la forme yo : |—2,400[ — R )
C(x)
x —
z+2

C' étant une fonction définie et dérivable sur | — 2, +00].
C'(z)(x+2) - C(x)
On a: y\(x) = @ 2? .

La fonction yg est solution de I’équation initiale si et seulement si, Vo €] — 2, +o0] :
C'(x)(x+2) — C(x) n C(x) _ ot
(x + 2)? (x +2)2

1
= C'(z) = (z + 2)ex2+4x = 5(23: + 4)612“‘9”

La dérivée de la fonction C' apparait comme une forme primitivable du type u'e* & une
constante multiplicative pres. On choisit, entre autres possibilités :

1
C(x) = —ett e
2
Dot la solution particuliére yo définie sur | — 2; +oo par :
%ex2+4x ex2+4x

W) = 5 = sa Ty

Les solutions de I’équation initiale sont donc les fonctions f définies sur | — 2, +-o00[ par

C ex2+4x
f(z) = PP + 2w +2) C étant une constante arbitraire.
Soit une fonction f défini f(z) !
oit une fonction f définie par : T)=—F5—7—"—.
P x? + 6z + 10

Apres avoir établi 'ensemble de définition de f et justifié qu’elle est primitivable sur
cet ensemble, déterminer sa primitive F' qui vérifie F'(—2) = 0.
Pour tout réel x on a :

22+ 6x+10=(x+3)>+1>0

L’ensemble de définition de f est donc 2 = R.
La fonction f est continue sur R donc primitivable sur R.

En écrivant .

I& =1 erap

. N u' .
on reconnait la forme primitivable 1502 et on obtient :
u

F(z) = Arctan(z + 3) + C,

C étant la constante telle que :

F(-2)=0 <= Arctan(1)+C=0 <<= (C=—Arctan(l)= —%.
Onenconclut: F : R — R .
r +—— Arctan(z +3) — %
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6. x question d’approfondissement

1

Soit foncti défini : = o1&
o1t une fonction g detinie par f(ff) 224922 4+5

Apres avoir établi 'ensemble de définition de g et justifié qu’elle est primitivable sur
cet ensemble, déterminer sa primitive G qui vérifie G(1) = 0.
Pour tout réel x on a :

2422 +5=(x+1)2+4>0

L’ensemble de définition de f est donc Z = R.
La fonction f est continue sur R donc primitivable sur R.

On a:

[l

/!
On reconnait, & une constante multiplicative pres, la forme primitivable 1o 2 et on

u2
obtient :

1 1
F(z) = 3 Arctan (i) +C,

C étant la constante telle que :

1
F1)=0 < §Arctan(1)+C:0 — (O=-

N |
NS
ool 3

Onenconclut: FF : R — R .
1 (:L‘—I—l) s

r +— —Arctan|— ) — =

2 2 8
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