PCSI A remettre le jeudi 11 janvier 2024

DM 3 de mathématique

Eléements de correction et commentaires

Entrainement, consolidation des bases

Exercice 1

Résoudre dans C les équations suivantes :

1. 22 =1+i le discriminant est :
Ona: 1+i=+2e%. N2 . .
: A=(4—0)2—4 ~301
Soit pe? une écriture exponentielle de (4—1) . X1 X (=3(1+1)
I’inconnue z. =16—-1—-81+12i — 12
Alors : =3+4i

Soit § = a + ib I'écriture algébrique d’une

3 o .
=141 racine de A. Alors :

3,.3i0 i
= = \/2¢'4
pe V2e 1 a2 b2 =3
6 1
p=V2=2 P=A = {2ab=4
39:Z+2k7r,k€Z a2+b2:‘A|:,/25:5
Par somme et différence terme a terme de
la premiere et de la derniere équation on
Or obtient :
2 _ 2 _
39:%+2kw,k€Z a*=4 et b =1
T 2k La deuxiéme équation impose en outre
— 0 = 12 + 377’ keZ que a et b sont de méme signe.
Les deux racines de A sont donc : 2+1 et
Un argument étant défini modulo 27, on -2 —i.
o#tient les trois mesures principales : Remarque : Une vérification de téte s’im-
TE pose.
™ 27 97w 37w
12 + 3T 12 4 Les solutions de I’équation sont donc :
T2 Tm —(4-i)—2-i -6
12 3 12 21 = - =—_——=3
On en déduit : 2 2
3 7 et
Sz{?@eﬁl, V2e'tt, %e‘ﬁ‘} —(A—1)+2+i 242 .
Zg = - = — =1+
2i 2i
Remarque : Cla ne cotte pas trop cher de
2. 224+ (4 —1)z—3(1+i) =0 vérifier.

On cherche les racines d’un trindme dont
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Exercice 2

On considere la fonction réelle f définie par

4 — g2

r—1

fz) =

1. Déterminer I’ensemble de définition Z; de la fonction f.
Le dénominateur ne doit pas s’annuler, donc : 2 =R\{1}.

2. Restriction de la fonction f.

a. Justifier que la fonction f admet une restriction sur l'intervalle I = [0, 1[.
On la notera f.
L’intervalle I est inclus dans %y, donc f admet bien une restriction sur 1.

b. Justifier que f| réalise une bijection de I vers un intervalle J que 'on déterminera.

La fonction f| est dérivable sur I et sa dérivée y est définie par :

by 2e(x—1)—-(4—2?) —a*4+20-4( (z-1)2+3
fite) = (z—1)? T @-12 \T @-1n?

Le numérateur est un trindme de discriminant :
A=4-16<0

Ce trindme est donc du signe négatif de son coefficient du terme de degré 2.
La fonction f| est donc strictement décroissante sur I.

On a:
lim 4 — #? =3 par continuité (ou par somme) et lim 2 —1=0"
z—1 z—1~

Donc par quotient de limite :

lim f|(z) = lim f(z) = —o0

z—1 z—1-

La fonction f| est en outre continue sur /, donc elle réalise une bijection de I'intervalle

I =[0,1] vers
7 = £(10,1) = |t f(), £0)] =[1=0,~4}

c. Déterminer la fonction réciproque f|*1 de la fonction f).
Soit z € I et y € J son unique image par f|. On a la relation :

Le discriminant de ce trindéme en x paramétré par y est :
A=y —dx(—4—y) = +4y+16 = (y+2)>+12> 0.
Il possede donc deux racines dans R :

_—y—VA
N 2

_—y+ VA

et T2 2

I

= yYyr-1)=4-2 = 2Hyr—4-y=0
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Remarque : D’apres ce qui précéde, on sait que pour chaque valeur de y € J, l'une
de ces racines est a retenir, et lautre a rejeter (il ne doit en rester qu’un).

Or y < —4, donc le numérateur de xo est plus grand que 4, donc xo > 1.

On a:

La racine x9 est donc a rejeter car elle n’appartient pas a U'intervalle I.

On en déduit que la fonction f|_1 est définie sur J = [—4, —oo| par :

g(x) =
-9

y<—4 =

—y+VAS4 =

T2

fl_l(:):) = —% (\/m—i-x) :

—% ( x2—0—4x+16+x)

\

=

2.

-10 -9

-8

-7

-6 -5

-5

-6

Remarque : On aurait pu définir une fonction réciproque de R vers |—oo,1[.

d. Pour les deux fonctions f| et fl_l, donner , s’il en existe, un majorant, un minorant,
le maximum, le minimum.
La fonction f est strictement décroissante sur [0, 1[, donc elle admet un maximum
strict en 0 qui vaut f|(0) = —4.

Tout nombre supérieur ou égal a —4 est donc un majorant de f|.
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De plus f|(x) — donc f| n’admet pas de minorant, et par conséquent pas
r—

non-plus de minimum.
La fonction ff1 est strictement décroissante sur J, donc elle admet un minimum

strict qui est f|71(—4) =0.

Tout nombre négatif est donc un minorant de la fonction f‘*l.

En outre f|(:1c)*1 —— 1, donc la fonction f‘_1 est majorée 1 (et tout nombre
T—r—00

supérieur a 1) mais n’a pas de maximum sur J.

3. Déterminer I'image de f.
La fonction f est continue sur |1, +oo| avec

f(z) —— +o0 et flx) —— -0

donc
f(Z5) =R.

Remarque : On aurait pu aussi considérer l'image de l'intervalle |—o0o, 1].

Remarque : On pourrait démontrer que f est surjective et non injective.

4. Calcul d’intégrale

a. Déterminer trois réels a, b et c tels que : Ve e ¢, f(x)=ax+b+ ¢ T
x —
Vo e D, ap+b+ ¢ _ (az+b)(z—1)+c¢ _ ax2+(b—a)a:—b+c.
) r—1 z—1 z—1
4 —
Or f(z) = acl , d’ou, par identification des coefficients du numérateur :
1‘ p—
a=—1 a=-—1
b—a=0 — b=—1
—b+c=4 c=3

On a donc une écriture de f(x) sous forme de somme :

f(x):—x—l—i—xil.

Remarque : 1l existait une fagcon plus compacte et élégante d’obtenir le résultat :

C1-2*+3  (1-2)(1+2)+3
oz—-1 x—1

f(z) =—(1+2)+

r—1

3
b. Calculer : / f(z)dx.
2
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Par linéarité de la primitivation on a :

/23f(:z:)dx:/j—m—1+3 ! dz

r—1

5 a=-142
$2
= [2x+31n(|x1|) 3
2
9
:—5—3+31n(2)—(—2—2+3ln(1))
7
=|3In(2) — =
31n(2) 5
\
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Exercice 3

Etudier la monotonie de la suite (u,) dans chacun des cas suivants :

1. Pour tout n € N }n:(_l)k
. our tout n Up =
On a
0 k 1 0
(—1) (1) 1o |
1o kZ:0k+1 " kZ:0k+1 g g M mTmEzeowm

La suite (uy),cy est donc non monotone.

2. Pour tout n € N, u,, = sin( > avec 0 € [0, 7).

2n+1

La suite (2"“) est géométrique de raison comprise strictement entre 0 et 1, et de
neN
premier terme positif, elle est donc décroissante, minorée par 0 et majorée par son premier

t <z
erme @ — —.
)

T
Or sur l'intervalle {0, 2} la fonction sinus est croissante.

On en conclut, d’apres le théoréme sur le sens de variation d’une application composée,
que la suite (up), oy est décroissante.

Autre méthode : Ci-dessous une méthode moins efficace, mais qui met en oeuvre une idée
intéressante

510 =0, la suite (u,), oy est la suite nulle, donc constante (¢a serait un sophisme de dire
qu’elle est croissante et décroissante).
Dans tous les autres cas on a :

0 T

™
0<b<7m = 0<mm<mm<y

. . . T
par croissance de la fonction sinus sur [0, 2].

La suite (un),cy est d termes strictement positifs.
Soit n € N. Comparons a 1 le rapport :

: 0 : 0
Up+1 B Sln(w) Sln(2n+2) 1

Un sin(%) 2sin(27[%) 008(2,[%) 2 cos (2,[%)
Or il a été établi précédemment que pour tout n :

0
2n+1
0
2n+2

N

= ol

<

0 T V2 o1 L T
cos <2n+2> > cos () = — > 3 par décroissance de cos sur [0, 4}

4 2
0
2 cos <2n+2) >1

1
2 cos (ﬁ%) <!

(A

On en déduit que la suite (u,),cy est décroissante.
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n

3. Pour tout n € N, u, = —

On calcule :
27
ug =1 up =3 ug = 4,5 uz = 4,5 U4=§<4
Ainsi u1 > ug et ug < ug. La suite (un)neN est donc non monotone.
| 1
4. Pour tout n € N*, u,, = M

n
Soit f : [l,4+00o[ — R .

In(z +1)

X

x
Cette fonction est dérivable sur ¥y avec :

Vee s )= i 1;12(9”+ D _az- (fg(i)inl()ﬂ 1)

Soit g : [l,400] — R .
x — z—(x+1)In(x+1)
Cette fonction est dérivable sur %, avec :

Vo € 9y gx)=—-In(zx+1) <0

La fonction g est donc strictement décroissantes sur Z,.

Or g(1) =1—2In(2) < 0, donc g est négative sur Z,.

On en déduit, par signe d’un quotient, que f’ est strictement négative sur 7y, donc f est
strictement décroissante sur ;.

Or pour tout entier naturel non nul : u, = f(n).

La suite u est donc strictement décroissante.
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Exercice 4

Déterminer la limite des suites suivantes définies sous forme explicite, ou établir qu’elles n’en
ont pas.

1. up, =vn+2—+/n
Soit n € N. On a :

B o (nk2-Vn) (Vnt24 Vi) 2
tn = V2= = V24 n S Vnt2+n

On conclut par somme, composition avec la fonction carré et quotient :

Uy — 0.

2. u, = Vn3

Soit n € N*. On a :

D’ou par produit et continuité de la fonction exponentielle en O :

Uy, — 1.
_cos(n) ., o
3. u, = T sin(n®)
Soit n € N*
|cos(n) sin(n?)| = |cos(n)| x |sin(n?)]

Or |ecos(n)] <1 et Jsin(n?)] <1, donc |cos(n)sin(n?)| < 1.

1
La suite u apparait donc comme le produit entre la suite () de limite nulle,
V) ens

et la suite bornée (cos(n)sin(n?)),en-.

On en conclut (théoréme 8 §4 chapitre 9) :

Uy — 0.
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Exercice 5

Etudier la continuité et les possibles prolongements par continuité des fonctions réelles f définies
sur un ensemble ¥ a déterminer par :

Le logarithme népérien est défini sur R .
Sur cet intervalle le dénominateur ne s’annule pas. On en déduit : P2y =R

La fonction f est continue sur 2y comme produit et quotient de fonctions continues.
D’apres le théoreme des croissances comparées on a : xIn(x) e 0.

On en conclut par quotient : f(z) e 0.

La fonction f est prolongeable par continuité en 0 par une fonction f qui vérifie : f(0) = 0.

2. f(z) = |z| +/x — |z

On sait que pour tout réel z, |z] < =z, donc 'argument de la racine carrée est positif
pour tout = € R.

La fonction f est donc définie sur R, il n’y a pas de prolongement par continuité a envi-
sager.

La fonction partie entiere est continue sur R\Z, donc f l'est aussi comme différence, com-
posée et somme de fonctions continues.

Soit n € Z.
Auvoisinageden™ :  |z] =n—1,donc f(z)=n—1+vVz—n+1——n—-1+1=n.
r—n—
Au voisinage de n* : |x] = n, donc f(z) =n+ V& —n — n.
Tr—n—
On en conclut que la fonction f est continue sur R.
1
fx) = [x|+vx—[x]
-1 1 2 3 -
-1
1
3. fla)==x {J

x

La fonction partie entiere est définie sur R, donc Zy = R*.
. X 1 1
Soit n € Z*\{—1} : n<—-<n+1 <= <z < —.
x n+1 n
1
La fonction f est donc continue sur tout intervalle de type } T i {
n n
1 1
En outre : 0<—<l<+=2>1 et —-1<-<0<+= v<-1
x x

La fonction f est donc également continue sur |—oo, —1[ et sur |1, +oo[, comme produit
de fonctions continues.
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- . 1 .
On en déduit que f est continue sur : R\ {, nez } .
n

Soit n € Z*.
1\~ 1

Au voisinage de <> : {J =n, donc f(z) =2 xn — 1.
R (1)

. 1\* 1 1

Au voisinage de | — ) —|=n-1,donc f(z)=2(n—1) —— 1 — —.

AT )T

1
On en conclut que la fonction f est discontinue en chaque point de {, n e Z*}.
n

Le seul prolongement par continuité possible est en zéro, ou f n’est pas définie.

Soit = au voisinage de 07. Par définition de la fonction partie entiere :

1 1 1
——1l< |- < —.
X

x x
Dot : l—z< f(x) < 1.
On en conclut, d’apres le théoreme d’encadrement (théoréme 5 §3.3 chapitre 10) :
On démontre de méme qu’au voisinage de 0~ : 1< f(z) <1—ux,
pour établir pareillement :
f(z) g L.

La limite a gauche en zéro est la méme valeur finie que la limite a droite, la fonction f est
donc prolongeable par continuité en 0 par une fonction f qui vérifie : f(0) = 1.

Remarque : Dans les environs de 0, f et f sont particuliérement discontinues !

\\\\\;

e
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Exercice 6

Pour chaque suite réelle ci-dessous, déterminer une formule explicite, et étudier la monotonie

et la convergence.

2
1. La suite u définie par ug = —1let: VneN: 1w, = §u” -1

La relation de récurrence nous permet d’affirmer que la suite (uy),cy est arithmético-
géométrique d’équation au point fixe :
2

x:§m—1 <— r = —3.

2
La suite w = u + 3 est alors géométrique de raison 3’ de premier terme wy = ug + 3 = 2,
2 n

wens Ju-2(2) 4]

et de terme général :

On en déduit :

Remarque : On pense a vérifier de téte pour les deux premiers termes.

D’apres les résultats sur les suites géométriques, on en conclut que la suite (uy), oy est
décroissante et de limite —3.

1
2. La suite v définie par vg =0, v1 =1let: VneN: w,4o= SUn+1 + 3v,

La relation de récurrence nous permet d’affirmer que la suite (uy,), o est une suite réelle
récurrente linéaire homogene d’ordre 2 a coefficients constants d’équation caractéristique :
1
r?——r—-3=0
2

Remarque : Supposons que l’on n’a pas remarqué que 2 est racine...

1 49 (7?2
Discriminant : A:+12:12,25::< >0
4 4 2
1 _ 71 17
. 5 — 5 3 =4+ 4L
Racines : 7'1:222:—5 et 7,2:222:2_

Il existe donc un unique couple de réels (A, u) tel que :

3 n
Vn e N: vn:)\2”+u(—2> .
Or vy = 0, donc A+ p=0.
3
En outre v; = 1, donc 2 — —p=1.
3 2 2 2
Par substitution : 2\ + 5)\ =1, donc A= - Il vient alors : pu= —
On obtient des lors :
2 2 3\"
Vn e N: ==2"——(—-=] |
"e =T 7( 2>
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Remarque : On pense a vérifier de téte pour les trois premiers termes.

On a:

> 3\"

D’apres les résultats sur les suites géométriques, on en conclut par produit que la suite
(Vn)pen tend vers +oo. Par contre elle n’est pas monotone au regard de ses trois premiers
termes.
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Coeur de cible

Exercice 7 : Equation complexe

On cherche & résoudre dans C ’équation :

2(z—-1)=22z-1) (B)

1. Montrer que les nombres 0, 1,7 et —i sont solution de I’équation (E).
Siz=0
le membre de gauche de I’égalité vaut 0 x (—1) =0
et le membre de droite vaut 0 x (—1) = 0.
Si z =1 ces deux membres valent 1 x (1 —1)=0et 1 x (1—-1)=0.
Siz=jdontrouve (—i)x (i —1)=1+iet —1(—i—1)=1+1.
Enfinsiz=—iona:ixi(—i—1)=1—diet -1(i—1)=1—1.
On en conclut que les nombres 0, 1,7 et —i sont bien solution de I’équation (E).

2. On veut résoudre dans C équation : 2% —224+2—-1=0 (E).

a.

Justifier que D'expression 2% — 22 4+ z — 1 peut se factoriser par (z—1).
Si p est racine d’un polynoéme en z, alors celui-ci peut se factoriser par (z — p).
Le nombre 1 est racine du polynéme, donc il peut se factoriser par (z — 1).

. Déterminer I’ensemble solution de 1’équation (E’).

En factorisant on obtient :
() <= (-D)E+1)=0 <— (z-1D(z—-i)(z4+i)=0

C’est une équation produit nul. L’ensemble solution est donc : S" = {1,i, —i}.

3. Soit z € C\{0, 1} une solution de 'équation (E).

a.

Montrer que z vérifie aussi I'équation :  2(Z — 1) = z%(z — 1).

On sait que deux nombres complexes sont égaux si et seulement si leurs conjugués le
sont. Appliquons les compatibilités de la conjugaison avec I'addition et la multipli-
cation.

(B) = z-1)=2F-1 <= z2z-1)=7%(z-1)

. En déduire que zz = 1. (question difficile)

Partons de la condition (E) : Z(z — 1) = 2%(Z — 1).
L’égalité établie & la question 3.a. nous permet de remplacer z(Z — 1) par z%(z — 1)
pour obtenir une nouvelle condition sur z :

Z(z—1) =2 xZ(z— 1)

Comme z ¢ {0,1}, on peut diviser chaque membre de 1'égalité par Z et par (z — 1)
pour obtenir : Zz = 1.
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c. En remplacant Z par son expression en fonction de z dans I’équation (FE), établir
qu'elle est, dans ce cas, équivalente a 1’équation (E').

Etant entendu que z # 0 on a : Z = —, donc I’équation (E) peut s’écrire :
z

i(z_l):ZQ(i—l) = z2-1=221-2) <= (E)

4. Donner, en justifiant, 'ensemble des solutions de I’équation (FE).
L’équation (E') n’a pas d’autre solution que celles obtenues a la question 1. On en conclut
que l’ensemble des solutions de I'équation (E) est : S = {0, 1,4, —i}.

mmmms Exercice 8 : Equation différentielle, continuité, dérivabilité et raccordement s

On cherche a résoudre sur R 1’équation différentielle :
Yy +(1-tly=t (E)

1. En posant t = 0, déterminer une condition sur toute solution y de I’équation.
En posant ¢t = 0 on écrit : y(0) = 0. La fonction y doit s’annuler en 0.

2. Déterminer I’ensemble des fonctions définies sur R’} qui vérifient I’équation (£).
Sur RY, équation (E) est équivalente a (I’équation « normalisée ») :

Y +

1—t 1
= - FE
Y= (E)

7 . N , z .z N /
L’équation homogene (également appelée « sans second membre ») associée a (E') est :

t2

y + y=0 (H')

Ses solutions sont les fonctions ¢ — Ce_A(t), C' étant une constante réelle quelconque et

A une primitive de la fonction

a : RE — R .
1—-t 1 1 1 !

2 2
Or sur RY : [t| =t.
Les solutions de (H') sont donc les fonctions :
h: R, — R
t s Ceith® — Cte'/t, CeR.
On remarque que la fonction identité (* — t) est solution de 1’équation (E') (avec second

membre). Sur R*| 'équation (E') est équivalente a I'équation (E).
L’ensemble recherché est donc :

SI&Hﬂﬁ&ﬁ+LC€R}

Remarque : Si on ne remarque pas que la fonction identité est solution de (E') (ou de
(E)), on met en oeuvre la méthode désignée par l'ozymore « variation de la constante » :
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Cherchons une solution particuliére h de (E') définie sur R, par
h(t) = C(t)te't,  C étant une fonction dérivable sur RY.
On a
H@):C%@m”ﬁ+ca)cﬂ“+tx(—;)é“):e”tcyuﬁ+4xw<1—1)>.

La fonction h est solution de (E') :

, 1—¢t, . 1
W(t) + —5=h(t) = -
soit 1 1—¢ ]
el/t (C’(t)t +C(t) (1 — t)) + t_2 C(t)te'/t = S
soit

1 _
C/(t) = ﬁe 1/t

On reconnait une forme primitivable dont une primitive est définie par :

C(t) = e V1.

D’ov la fonction h définie par :

h(t) =t

. Déterminer ’ensemble des fonctions définies sur R* qui vérifient I’équation (E).

(On pourra récupérer des résultats de la question précédente)
1
Sur R* la résolution est identique, & ceci prés qu’une primitive A est : ¢ +— T In(|¢]),

et qu’elle conduit a ces solutions de ’équation homogene :
t s Det () = pltel/t = —Dtel/t, D eR.

(on a choisi un autre nom pour la constante sur R* car elle peut étre différente de celle
sur RY.)

La constante D parcourant R, on peut tout aussi bien la remplacer par —D afin de sim-
plifier ’écriture. Finalement ’ensemble solution sur R* de I’équation (E) peut s’exprimer
de la méme facon que sur R :

S:{m»Dt&“+uz)eR}

. Déterminer ’ensemble des fonctions définies sur R solution de I’équation différentielle (E).

Une telle solution doit étre une fonction dérivable sur R (appartenant a l’ensemble Z(R,R) ).
La dérivabilité est assurée sur R* pour toute solution de (E) comme solution d’une équa-
tion différentielle.

Commencons par étudier la continuité en 0 a gauche puis a droite.

Ona: e/t—0 par composition. Donc par produit : VD € R, Dtel/t — 0.
0- 0-
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Nous avons vu a la question 1. que toute solution de (E) doit s’annuler en 0. Le pro-
longement par continuité en 0 de toute solution de (F) sur R* est donc compatible avec
la condition énoncée a la question 1..

e 1
En outre : Vt > 0, te!'/t = — en posant u = n
u
Donc

U

. . € R P . p
lim te'/t = lim — = 400 d’apres le théoréme des croissances comparées.
t—0+ u—+00 U

Des lors si la constante C' est différente de 0, la solution de (E) sur R} ne peut étre
solution sur R™ car elle ne serait pas continue en 0.
Par contre si C' = 0, on obtient la fonction identité sur RT qui satisfait aux conditions.

En conclusion, on peut affirmer que les seules solutions possibles sur R de 1’équation
différentielle (E) sont les fonctions f définies sur R* par

f(t) = Dte't +t, DeR,
et sur R™ par f(t) =t.

Testons la dérivabilité en 0.
La dérivée a droite est 1.
En outre, pour tout x < 0 :

1
f'(x)y=D (el/t +1tx (_t2> X el/t) +1
Donc, par composition, produit et somme :

f(x) — 1

Pour toute valeur de la constante D, la fonction f candidate est dérivable en 0.
On en conclut que les fonctions définies sur R solution de ’équation différentielle (E)
sont les fonctions f qui :

sur R_ sont définies par f(x) = Dte'/t 4 ¢, D étant une constante quelconque ;
sur Ry sont définies par f(z) = x.

Remarque : On peut vérifier qu’en particulier la fonction identité est solution.
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Exercice 9 : Suite définie par une relation de récurrence

On considere la fonction : f+ R — R
2 +4
2

et la suite u définie par son premier terme ug € R et la relation de récurrence :  up41 = f(uy).

x
1. Tracer sur un méme graphique le graphe de f et la premiére bissectrice du repére, en
précisant la position relative des deux courbes.

La fonction f est dérivable sur R comme somme, quotient, et composée de fonctions
dérivables. Sa dérivée est définie sur R par :

fiz) = o/ 2+

Elle est du signe de z, donc la fonction f est décroissante sur R~ et croissante sur R™, et
admet un minimum en 0 qui vaut f(0) = V2.

Autre méthode : La fonction f est composée de la fonction carré qui est croissante de
R wvers RY, d'une fonction affine croissante de RT wers [\/5, —l—oo[, et de la fonction

racine carrée croissante sur {\/i, —4—00{. On en déduit que f est croissante sur RT.

Or f est paire, donc par symétrie elle est décroissante sur R™.
Ona f(2)=2.

Résolvons sur R l'inéquation : f(z) > .
Si x est négatif, 'inégalité est vérifiée car f est minorée par 0.
Si x est positif, par stricte croissance de la fonction carré sur R', 'inéquation est équiva-
lente a

2 +4

2

On en déduit que le graphe de f est « au-dessus » de la premiére bissectrice sur |—oo, 2],
et « en dessous » sur |2, 4o00].

>22 = <4 = <2

2. Prouver que 'intervalle [0, 2] est stable par f.
Sur [0, 2] la fonction f est strictement croissante donc :

£(0,20) € [£(0), F2)[ = [v2,2[ € [0,2]

L’intervalle [0, 2] est donc bien stable par f.

3. On suppose ici ug € [0;2].

a. Montrer que pour tout entier naturel n, u, € [0,2].
Soit n € N.
Si up, € [0, 2], alors, par stabilité de I'intervalle [0, 2] par f, f(un) = un41 € [0,2][.
Or wug € [0, 2[ par hypothese.
On conclut donc par récurrence que la suite w est minorée par 0 et majorée strictement
par 2.
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b. Montrer que la suite (uy), oy est strictement croissante.
Soit n € N.
On sait que tous les termes de la suite u sont dans l'intervalle [0, 2[, donc la position
relative du graphe de la fonction f et de la premiere bissectrice du repere établie a
la question 1. nous permet d’écrire :

fun) > up soit Upt1 > Up

On en conclut, par définition de la stricte croissance d’une suite, que u est stricte-
ment croissante.

Remarque : La position relative du graphe de la fonction itératrice par rapport a
la premiére bissectrice du repére mous permet d’établir la monotonie de la suite u
sans avoir a recourir a une démonstration par récurrence.

c. Montrer que la suite (uy,), .y est convergente et déterminer sa limite.
La suite u est croissante et majorée par 2, donc elle converge.
Sa limite est un point fixe de la fonction itératrice f, or il existe un seul point fixe.
On en conclut :
U — 2

4. Etudier la monotonie et la convergence de (tn) ey dans le cas olt ug > 0.
Le cas ug €]0,2[ a déja été traité a la question précédente.
Sur lintervalle [2, +o00[ la fonction f est croissante donc :

f(12,+00]) € | f(2), lim f(z)| = [2,+oo]

T—+00
L’intervalle [2, +00[ est donc stable par f.
Remarque : On peut établir directement la décroissance de la suite u siug > 2 a laide des
positions relatives du graphe de la fonction itératrice et de la premiére bissectrice du repére

comme a la question 3.b., mais ci-dessous la preuve est réalisée en utilisant seulement la
croissance de la fonction [ et l'ordre entre les deux premiers termes.

Si ug > 2, on sait d’apres la question 1. que f(ug) < g, soit u; < ug.
Or la fonction f est croissante sur [2,+oo[, donc si pour une valeur de n € N on a
Upt+1 < Up, alors on a aussi :

f(un+1) < f(un) soit Up42 S Un41-

On en conclut par récurrence que la suite u est décroissante.

La suite u est décroissante et minorée par 2, donc elle converge.
Sa limite est un point fixe de la fonction itératrice f, or il existe un seul point fixe. On en
conclut :

u— 2|

5. Déterminer la convergence de la suite u selon les valeurs de uyg.
Sur U'intervalle |—oo, 0[ la fonction f est strictement décroissante donc :

F0=00,0) € [£(0), lim_f(z)| = [V2,oc[ c BT
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La suite extraite (u,)nen+ appartient donc a l'un des cas traités précédemment. On en
conclut (il s’agit de la proposition 5 (Indifférence des premiers termes) du paragraphe 3.1

du chapitre 9) que quelle que soit la valeur du premier terme wug, la suite u converge vers
2.

6. Question bonus : vitesse de convergence
On se place dans le cas ot ug € [0, 2].

a. Déterminer le plus petit réel k tel que pour tout entier naturel n :

[unt1 — 2| < klup — 2|

Sur lintervalle [0,2] la fonction f’ est croissante, donc minorée par f'(0) = 0 et

2 1

joré "(2) = =_.

majorée par f'(2) 555~ 2
1
Donc sur 0, 2], | f'(x)| < 3

D’apres I'inégalité des accroissements finis (version corollaire) :
1
|f(un) - f(z)‘ < 5‘“% - 2|

soit 1
[Unt1 — 2] < §‘un -2

1
Remarque : On pourrait démontrer que 3 est la plus petite valeur possible de k, mais

on sortirait des questions standard.

b. En déduire :
Vn e N: lun, — 2] < E"|ug — 2|

L’inégalité est trivialement vraie au rang n = 0.
Si elle est vraie & un rang n donné alors, d’apres le résultat précédent :

1 1 1\" 1\t
unst =2 < 5lun =21 < 3 x () lwo-21=(5) w2

Elle donc aussi vraie (dans le cas o elle est vraie au rang n!) au rang n + 1.
On conclut par récurrence :

1 n
WneN:  |un—2< (2) o — 2|,
Remarque : Ce résultat seul permettrait d’établir que la suite w converge vers 2,
d’apres le théoréeme sur la limite d’une suite géométrique, par produit de limite, et
par encadrement, si on veut.
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Approfondissement, exploration, recherche

mmmmsssssn Probléme : Somme des inverses des carrés des premiers entiers w5

La finalité de ce probléme est de démontrer que la suite des sommes S,, des inverses des carrés
des n premiers entiers naturels non nuls

n
1
Sn:ZkQZI—‘—?_i_..._i_ﬁ
k=1

1 1

admet elle une limite finie et d’en déterminer la valeur.

Partie I

Pour tout entier naturel n, on pose :

1. Calculer Iy et I;.

w/2
o= [
0

/2
2. En observant que pour tout n € Nona: [,;1 = / cos®™ L (t) cos(t) dt,
0

T
2

w/2
I, = / cos®(t) dt.
0

"7 /2
L = / cos?(t) dt
0

/2 1
= / —(cos(2t) +1)dt
0 2

e 2 2t 1 dt
—/0 <4>< cos( )—|—2>

— —[sin(2)]5/* + B]Z/Q

montrer, a I’aide d’une intégrations par partie :

/2
It =(2n+ 1)/ cos®™ (t) sin®(t) dt.
0

/2
I = / cos®™2(t) dt
Jo

/2
Iy = / cos®™ 1 (t) cos(t) dt
0

I = [sin(t) cosgnﬂ(t)}

/2
0

/2
Iy = (2n+ 1)/ cos®™(t) sin?(¢) dt
0

- /OW/2 sin(t) x (2n + 1) cos®™(t)(— sin(t)) dt
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3. En déduire que Vn e N: I, 11 = 2n+ 1)(I, — In41)-

Iy =02n+1) /O7T/2 cos®™(t)(1 — cos®(t)) dt

w/2 w/2
Inyi=02n+1) (/ cosQn(t) dt — / c082”+2(t) dt)
0 0

In+1 = (2n + 1)(In — In+1)

, 2 1
4. Etablir la relation de récurrence : Iyl = iIn.
2n + 2
2n+1
i ) . (2n)! 7
5. Démontrer rigoureusement que pour tout entier naturel nona: I[,=—5—"5—.
22n(n!)2 2
s o =«
O === ———.
Hasi= g T o2
La formule est donc valable pour n = 0.
Si leur donnée d A LU S
i, pour une valeur donnée de n on a : n = 22”(7”!)25’ alors :
I _271—1—1>< (2n)! w
T on 42 7 220(pl)2 2

B (2n +1)! ™
T 2x(n41)x 220 x (n!)2 2

B (2n+1)!(2n +2) f
C 22l (p)2(n+ 1) x 2(n 4+ 1) 2
_ e+ w

- 22(n+1)((n +1))22

Si la formule est valable & un rang donné quelconque, alors elle est valable au rang suivant.
Comme elle est valable au rang zéro, on conclut par récurrence que la formule est aussi
valable pour tout entier naturel n.

Autre méthode : On a, par récurrence immédiate :

n—1
2%k +1
I =
" ;Eo%” 0

_ (2n—=1)(2n—3)..x3x 1 s
 2n(2n—2)... x4 x 2 2
2n(2n—1)2n —2)(2n —3)(2n —4)...x3x2x1 7«
pum— X —
(2n)2(2n — 2)2... x 42 x 22 2
B (2n)!
- 22(n2)22(n — 1)2... x 22 x 22
(2n)! ™

T @Fm)? "2

s
Xi
2
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Partie II : Une seconde suite d’intégrales

/2
Pour tout entier naturel n, on pose : J, = / t2 cos?™(t) dt.
0
6. Calculer Jy

/2 3172 3
= 2dt = |— =—,
Jo /0 ls]o 24

7. a. Montrer que pour tout t € [0, } et pour tout n € Non a :

T
2

0 < 2 cos™ 2(t) < t2 cos®(2).

Soit n e Net t € O,;r].

On a : 0 < |cos(t)| < 1 donc 0 < cos?(t) < 1 par croissance de la fonction carré sur
RT.

Or #? COSQn(t) > 0. On a donc bien, pour tout entier naturel n et tout réel ¢, en
particulier dans 'intervalle considéré :

0 < t? cos®™ T 2(t) < t2 cos®(t).

b. En déduire que la suite (J,) est positive et décroissante.
En appliquant le théoreme de croissance de I'intégrale a chaque membre de la double
inégalité établie a la question précédente on obtient :

7/2 /2 /2
/ 0dt < / t2 cos®2(t) dt < / t2 cos®™(t) dt
0 0 0
0 <Jn+1 < Jn

On en déduit que la suite (J,,) est positive et décroissante.

w/2
8. a. En écrivant I, = / 1 x cos®™(t) dt, prouver & I’aide d’une intégration par partie
0
que :

/2
I, = Qn/ tcos® 1 (t) sin(t) dt.
0

w/2 9
In:/ 1 x cos™(t)dt
0
9 w/2 /2 1 .
= [teos™(t)]] —/ £ x 2 cos? (1) (= sin(t)) dt
0

w/2
= 2n/ tcos® 1 (t) sin(t) dt.
0
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b. A laide d’une nouvelle intégration par partie, établir que :

Vn e N*, I, =n(2n —1)J,_1 — 2n%J,.

/2
I, = 2n/ tcos™ 1 (t) sin(t) dt
0

w/2

1
=2n {2752 cos? (1) sin(t)]
0

/2
_ Qn/o %tQ ((Zn — 1) cos®™2(t)(— sin(t)) sin(t) + cos®" 1 (¢) cos(t)) dt

n/7T t2 ( (2n — 1) cos?™2(t)(—sin?(t)) + cos>"(t )) dt
0
t2(2n—1 ) cos?2(t) (cos?(t) — 1) + cos™'(t) ) dt

t2 ( 2n — 1) cos®™(t) — (2n — 1) cos™ 2(t) + COS2n(t)> dt

3 S
o\o\

=-n W/Z t2 (Qn cos™(t) — (2n — 1)(005"_2(t)) dt

=n2n—1)J,—1 — on>J,

[en]

22n(n!)2

9. Pour tout entier naturel n, on pose : K, = W,Jn.
n)!
Montrer que : Vn € N*¥, 4Ln2 =K, 1 - K,.
Soit n € N. On a :
Kot — K, — 22(n71)((n _ 1) )2 o 22n( )2
" ! (2(n - 1) ) " (2n)' !
92(n— 1) 2
- oy o X,
(2(n —1)) 2n(2n — 1)
22(77, 1) Tl— 1 2
J, —J
( n— 1 ( n—1 — n)

B 92(n—1) n—l‘)2
- (2(n— 1))! xn(2n — 1)

((zn—l)J =22,
Or :
@n)!

27 _ —
n(2n - 1)Jn_]_ —2n Jn == In == W§

d’apres les résultats des questions 8.b et 5.

On en déduit :

22(0=1) ((n — 1)!)? (2n)!  w
Kn1—K,=2 ~
nel T R = X On — (2 —2)!  2n(nl2 < 2
22n72 o ! 2 !
_ 9 (n—Dh= @) 7
22n (n!)2 (2n!) 2
=2 X ! X ! X T
ST 227 p2 " 2
T
-
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N 3
T 1 s
10. En déduire que pour tout entier naturel non nul N ona: — E = — — Ky.

44~n2 24
En sommant terme a terme les égalités obtenues a la question précédente pour n allant
de 1 a N on obtient :

T N 1 N
12 5= > (Kna = Ky) = Ko — Ky

n=1 n n=1
3
Or Ko=Jy= o1 d’apres la question 6..
On a donc bien :
T N 1 73
— —=—-K
4 n; nz2 24 N

Partie ITII. Calcul de la limite

Soit f : [og] 5 R

x — 1— 5 cos(x)

11. Etablir que la fonction f réalise une bijection de {O, W] sur J, ou J est un intervalle que
I'on précisera.
La fonction f est dérivable sur Py et Vo € Iy, f'(z) = gsin(x) > 0.
La fonction f est donc continue et strictement croissante, elle réalise par conséquent une

bijection de [O, ;T] vers

s
12. Montrer que la fonction f s’annule en un unique réel « tel que : 0 < a < 5

(on ne demande pas de déterminer la valeur exacte de ).
T
En déduire le signe de f sur [O, 2].
On observe que 0 est dans J, donc il admet un unique antécédent « par f dans 'intervalle

{o, ;T]

La stricte croissance de f nous permet d’affirmer que f(z) < 0 sur [0,¢] et f(z) > 0 sur
T
|:Oé, 2:| .

T
13. Démontrer que pour tout réel x € [O, 2], r < —sin(z).

T
Soit g : [0, 2] — R
x — - sin(x)
La fonction g est dérivable sur Z, et Vz € 9, ¢'(x) = f(z).
Le signe de f établi a la question précédente nous permet de connaitre les variations de
la fonction g sur 9, = Z; : décroissante puis croissante.
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2

Org(0)=0etg <7r> = 0.
On en conclut que 0 est un maximum de la fonction g, c’est a dire :

2

Vo € [0, 72r] : z— = sin(z) <0 <= 2< T sin(z).

2

Remarque : On verra au chapitre sur la dérivation qu’il y a une facon plus élégante d’ob-

tenir ce résultat.

]
14. Démontrer que pour tout entier naturel nona: 0<J, < Ton
8(n+1)
D’apres le résultat ci-dessus :
T
vt e |0, —| :
o)
0<t< gsin(t)
2
= 0<t? < WZ sin®(t) par croissance de la fonction carré surR™
2 2
= 0 < t?cos®(t) < % cos®™(t) sin?(t) = WZ (cos2n(t) - COSQ(n+1)(t))
w/2 /2 w2
— / O&é/ %m%@mgqﬂh—hﬂ)
0 0
par croissance de I'intégrale.
o sis s . . 2n+1
Or il a été établi a la question que I,,+1 = mln, donc :
2n+1 1
L,—I,w=1,——I, = 1,
n n+1 n o+ 2 n om + 2 n
w21,
On obtient donc finalement bien : 0<J, < —.
8(n+1)
3
15. Démontrer que pour tout entier naturel nona: 0< K, < il
16(n+1)

16. Conclure.

i1—1+1+ +1————>7T2
= k2 22 n?2 n—too 6
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