PCSI Février - Mars 2024

Devoir de préparation au concours blanc

Réponses

Exercice 1 : Continuité et dérivabilité

Soit n un entier naturel. On considere la fonction f,, de variable réelle définie par
fulw) = a"sin (=5 )
x) =2a"sin| — ).
n Z,UZ
1. Justifier que I'ensemble de définition commun aux fonctions f, est 2 = R*.

2. Déterminer la parité de f,, en fonction de n.
La fonction f,, a méme parité que l'entier n, si on ose dire.

3. Casouin=0. (On choisit la convention : 0° = 1)

a. Etudier la convergence de la fonction fy en 400 et en —oo. (on pourra tirer profit de
la parité)

fo(x) — 0 et folz) — 0

400 00

b. Montrer que fy n’admet pas de limite en 0. (on attend une rédaction précise)

c. Justifier que la fonction fj est dérivable sur R* et déterminer sa dérivée f{.

) 2 1
folz) = — 3 cos <12> :

1 e : .
—— | la dérivée de la fonction fy s’annule au moins

1
Nzl

d. Justifier que sur 'intervalle ]

une fois.
4, Casoun=1.

a. Etudier la convergence de la fonction f; en +oo et en —oo.

fi(z) = 0 et fi(x) - 0

b. Etudier la convergence de la fonction f; en 0, en déduire un prolongement par conti-
nuité de la fonction f; en 0 que 'on appellera fi.

f1(0) =0

c. Justifier que la fonction f; est dérivable sur R* et déterminer sa dérivée f7.

: . 1 2 1
[1(1) = sin <12> ) cos <12> .
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d. Etudier la dérivabilité de fi en 0.
Non dérivable.

5. Casoun=2.

a. Etudier la convergence de la fonction fa en 0.
fa(a) 0

b. Justifier que la fonction fo est continue sur R* et montrer qu’elle admet un prolon-
gement par continuité fo en 0.

f2(0) =0

c. Etudier la dérivabilité de fo. .
La fonction fo est dérivable en 0 et f5(0) = 0.

6. Pour n > 2, étudier la convergence, la continuité (proposer un prolongement par continuité
st possible) et la dérivabilité des fonctions f,.
Pour tout n > 2, la fonction f, admet une limite nulle en 0, elle est donc prolongeable
par continuité en posant fn(()) =0.
Les fonctions f,, sont dérivables sur R.

Exercice 2 : Suites définies par une relation de récurrence

Dans chacun des cas suivants, étudier la suite u, c’est a dire déterminer sa monotonie (sauf si
u possede des termes non réels) et étudier sa convergence. On établira une formule explicite
donnant chaque terme u,, en fonction de n chaque fois que cela sera possible.

2
1. uyg=5etVneN: un+1=—§un+2.

(S8 e

¢ n
Uy = 3,8 <g> +1,2. La suite v n’est pas monotone et converge vers

2. VneN: Uppo = —Upt1 — Uy
a. u0:0,u1:\/§i

R T e i ol
Up =7 — ] avecj=e

2m
3

La suite ne converge pas.

b. u0:2,u1:3

2nm 8 2nm
Uy = 2 cos ( 3/ > + §\/§sin < 3 > . La suite ne converge pas.
1 3
3. "ne N: un+1=§ui—un+§.
a. ug = 2

La suite u est décroissante et converge vers 1.

b. ug =4
La suite u est croissante et tend vers +oo.
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Exercice 3 : Equation différentielle

On considére ’équation différentielle
2y —y=(z> - 1" (B

1. En posant x = 0, déterminer une condition sur les solutions y de cette équation différen-
tielle.

y(0) =1

2. Dans cette question on considere x > 0.

a. Justifier que I"équation (FE) est alors équivalente a :

1 1\
/—Pyz(l—ﬁ>e (El)

b. Résoudre ’équation homogene associée a ’équation (E1).

Les solutions de I'’équation homogene associée a 1’équation (E7) sont les fonctions
y définies sur R par

y(x) = Ce /% on C est une constante réelle.

c. Déterminer une solution particuliere de 1'équation (E7) (si elle n’apparait pas, on
pourra mettre en oeuvre la méthode dite de variation de la constante)
exp

d. Donner les solutions de I’équation différentielle (E7).
Les fonctions définies sur RY par :

y(z) =e® + Ce Y% ou C est une constante réelle.

3. Résoudre I’équation (E;) sur R*.
Les fonctions définies sur R* par :

y(z) = e” + De™'/T ol D est une constante réelle.

4. A laide des questions précédentes, déterminer les solutions de I’équation (E).
Les solutions de I’équation (FE) sont les fonctions y dont la restriction a R_ est la fonction
exponentielle, et dont la restriction a R’ est définie par

- 1
y(x) =e* + Ce =, C constante réelle.
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Probléme 1 : Matrices et suites

2 -1 0
On considere la matrice A=1]0 2 -1
0 0 1

L’objectif de ce probleme est de calculer de deux manieres différentes les puissances de A.

Les parties 1 et 2 sont indépendantes.

Partie 1 : Décomposition

2 0 -1 1 0 1
On définit B=|0 2 -1 et C=A—-B. Onpose P=[|0 11
0 0 1 0 0 1
1. Calculer C puis C?, et préciser, pour tout entier n supérieur a deux, C'".
0 —1 1 ’ 0 0 0 0 0 0
c=(0 0 o =10 0 0|. Vne[2,4c], C"=|0 0 0

) 0 0 0 0 0 0 0 O

2. Calculer P? et établir la relation : P? = 2P — I3, I3 étant la matrice identité de .#3(R).

1 0 2

PP=10 1 2

0 01
1 0 -1
3. Déduire de la question précédente que la matrice P est inversibleet que P! = |0 1 -1
0 0 1

4. On pose D = P'BP. Calculer D et vérifier que D est diagonale.

2 00
D=10 2 0
0 0 1

5. Montrer : Vn € N,D" = P~1B"P.

6. En déduire, pour tout entier naturel n, 'expression de B™ en explicitant ses neuf coeffi-

cients.
2" 0 1-2"
B*"=|10 2" 1-2"
0 O 1
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7. Déterminer, pour tout entier naturel n, expression de A™ en explicitant ses neuf coeffi-
cients.

on - _pon 1 1 4+ n2" 1 on
Av=1|[0 27 1—2"
0 0 1

Partie 2 : Etude de suites définies par une relation de récurrence

1. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, il existe trois nombres réels a,, b,
et ¢, tels que

2" a, b,
A= 0 2" ¢,
0 0 1

Préciser, pour tout n, les relations de récurrence de a,41, bpt1 €t ch41 en fonction de ay,
b, et c,, ainsi que les valeurs de ag, by , cg, a1, b1 et c;.
On montrera notamment : Vn € N, ¢c,41 = 2¢,, — 1.

On a :
apg=byg=¢cy =0 et ap=c=-1 ; b =0.

Apa1 = 2a, — 2"

Si on a posé A" = A™A on obtient : bpi1 = 2b, — cp
Cnt1 = 2¢p — 1
Gni1 = 2a, — 2"

Si on a posé A"t = AA™ on obtient : bpa1 = by, —ap
Cn+1 = Cn — 2"

Dans ce dernier cas, on établit par récurrence la relation c¢,+1 = 2¢, — 1.

2. Déterminer, pour tout n, I’expression de ¢, en fonction de n.

c, =1—2".

3. a. Montrer que la suite (a,)nen vérifie, pour tout n € N, la relation de récurrence

Gnt2 — 4an41 + 4a, = 0.

b. En déduire, pour tout n, 'expression de a,, en fonction de n.

ap = —571, X 2" = —p x 2"

1

4. Soit U= |1] € .//3’1(]1{).
1
17

On note & 'ensemble des matrices M € #3(R) telles que MU = U.
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a. Donner, sans justifier, un exemple de matrice de & et un exemple de matrice de
A3(R) qui n’appartient pas a &.

0 00

Par exemple: I3€& et 03=]|0 0 0] €¢&.
0 00

b. L’ensemble & est-il un sous-espace vectoriel de .Z5(R) 7
Non.

c. Soit M et N deux matrices de .#3(R). Montrer que si (M,N) € &2 alors MN €
&.

d. Montrer que pour tout n, la matrice A™ appartient & &.

e. En déduire, pour tout n, I'expression de b,, en fonction de n.

b,=1+nx2""1_2"=1+ 2”71(71 —2)

mmmm Probléeme 2 : Ensemble de suites vérifiant une relation de récurrence d’ordre 1 mmmmm
On s’intéresse aux suites numériques réelles vérifiant la relation :
Vn € N, Upt1 = Up — In(uy).

On appellera f la fonction itératrice associée a cette relation de récurrence.

1. Existence

a. Dresser le tableau de variation complet de la fonction f en justifiant.

b. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur le premier terme ug pour qu’il
existe une unique suite u vérifiant la relation de récurrence.
Dans la suite du probléme on considére que ug vérifie cette condition.
Strictement positif.
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2. Dans cette question on considére ug > 1

a. Déterminer la monotonie de la suite u.
Strictement décroissante.

b. Etudier la convergence de la suite u.
U, — 1.

3. Siug < 1, que peut-on dire de la monotonie et de la convergence de la suite u ?
U, — 1, non monotone.

4. Dans cette question on considere ug €]1, 3].

a. A laide de l'inégalité des accroissements finis, montrer que Vn € N :

2
[unt1 — 1 < Zfun — 1.
3

b. En déduire la majoration : Vn €N, wu, <1+ v,
v étant une suite géométrique que l'on précisera.
2
La suite v a pour raison 3 et pour premier terme ug — 1.
1
c. Montrer que Vn € N1 |up4q — 1] < §|un —1].

(on pourra faire usage de l'approximation e = 2,7).

5. Dans cette question on considere ug € [1 ——,3].
e

Déterminer une valeur de « €]0, 1] telle que Vn € N :  |up41 — 1| < alu, — 1.

2
Avec la théoreme des accroissements finis on trouve au mieux : o = —

<
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