PCSI

Réponses
TD n° 25 : Séries numériques

Exercice 1 —

1
1- 237

Montrer que les séries suivantes convergent, et calculer leurs sommes

2" -l- 3" ch(n
3. ) 5. ) T
5™ 3n— 1
2> & 4. > 47 6. > T
Exercice 2 — Montrer que les séries suivantes convergent, et calculer leurs sommes
1.
Z n2 — 1
2.
Z n(n+1)(n+2)
1
4
)
3.
Z (2n+1)(2n+3)
5
2
(n+1)(n+ 2))
4. In{ ————————=
Z n( n(n + 3)
In(3)

o

(i 3)

' Z(Jnl— T \/nl—i— 1 _2\/1%>
7. > !

n2—4

(=]

Exercice 3 —

1 Z4n+1

Convergente

Préciser la nature des séries suivantes

2

n
2. E —
n!

Convergente

Convergente

sin?(n)
ANy

Convergente
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5.

10.

11.

12.

13.

14,

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.

25.

26.

Z n (3082

Diver Oen‘re

2 TG

(
> (In(n))"

Divergente.

In(n
>y

Convergente

Zn e_*/ﬁ

S~ Vil Vi
sin*(n

2 n? + co(s(zzm)

Convergente

Z 2" +sin(n)

nl

Zan +vn
n2+3n+2
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Exercice 4 —

1.

1 n
2. un:e—(l—i—)

Uy, = N +

(i)

Divergente

Z sin (i) en

Divergente

(1)
Convergente

n)!
Z n("?Qi)'

Divergente (grossiérement !)

S (Vn+1- )"

In(1+n)
2 In(1 + n3)

1
ZAretan(z)
n“—+n

Convergente

1
Z In(ch(n))

Tu(a(2)

Convergente
Z In(n™)
(In(n))"

1
2
\/nQ—i-n—i-}

4

n
2

s ()

Exercice 5 —
1
1. Z 22n+1
n=0

> JmT =

Préciser la nature des séries de terme général :

o2

. Uy = (ln(n2 +1)— ln(n2))n

Uy =In(l+e")—n

W o

Etudier la nature et calculer la somme éventuelle des séries suivantes :
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2. Z e "™ avec x € R
n=0
Diverge si x < 0.

Si x > 0, converge vers

3.§:m<y—>

n=2
n—1
4. > 2
n=0
34+ n2"
5. Z gn+2
n=0
ch(n)
n=0
4(=1)"
(O D
n>0 :

Convergente vers —

e
3 Z n(n —1)z"
) |
=0 n!
Convergente vers z2e®

o Som(")

n>1

5
10.
2%@n+ﬂ@n+@

€

T — ]

avec z € R

Exercice 6 — Série Harmonique

Soit n € N*, on pose H,

"1
:Z%

L’objectif de cet exercice est de démontrer par comparaison a des intégrales que liIJIrl H, =400
n—-—+0oo

et de donner un équivalent de H,,.

1. Montrer que pour tout k € N*,

2. En déduire que pour tout n € N*,

3. En déduire que
4. Prouver H,, ~
n—-+o00

Exercice 7 —

1. Justifier de la convergence de Z

—+00

2. En admettant que —

—+00

D

n=0

1 j/k+1 dt 1
k+1 k t k

In(n+1) < H, <

lim H, = +oo.
n—-+o0o
In(n).

(2n + 1)2
2 = 1
=% calculer Z (2n 1)

1 2 400 (71)/1 2

{ "
s o T
(2n+1)2 & ¢ Z n? 12

n=1

1
In(n+1)+1—- ——.

n+1
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Exercice 8 — Séries de Bertrand
Soit (a, B) € R?.

On pose u,, = pour n € N\{0, 1} et on s’intéresse a la convergence de la série Z Up,.

n>2

n* (I (n)?)

1. On suppose « > 1. Montrer que Z Uy, converge.
n=2

2. On suppose a < 1. Montrer que Z uy, diverge.

n=>2

3. On suppose a = 1 et § < 0. Montrer que Z uy diverge.

n>2

4. On suppose a = 1 et § > 0. Déterminer la nature de Z u, suivant la valeur de § a 'aide
n=>2
d’une comparaison & une intégrale.
La série converge si et seulement si § > 1.
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