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Chapitre 25
Séries numériques

C'est avec la logique que nous prouvons et avec l'intuition que nous trouvons.

HENRI POINCARE

1 Définition des séries numériques, convergence et somme

Définition 1 (Somme partielle, série de terme général u,,)
Etant donnée une suite (u,) € CN, on lui associe la suite (Sy), ey définie par :

n
vneN, S, = Z U
k=0
La suite (Sy),cn est appelée la série de terme général u,. On la note simplement :
n
Z Unp, ou Z Up, au lieu de (Z uk>
n>0 k=0 neN

Pour p € N fizé, S, s’appelle la somme partielle de rang p de la série Zun.

Exercice 1
Soit p € N. Explicitez les sommes partielles de rang p des séries suivantes :

1. Zn 2. ZnQ 3. Zn?’ 4. Zq” ol q désigne un réel fixé.

1 1)(2p+1
. Sp:p(p+ ) 9 Sp:p(p+ )(2p+1)
2 6
3. SoitpeN. On a :
p+1 P p .
SR =Dk 1) =Y (k4 4k 4 6k + 4k 1)
k=1 k=0 k=0

D’ou, par linéarité de la somme et aprés simplification de l’égalité :

p p
(p+1)' =48, +6> k*+4) k+p+1
k=0 k=0

On en déduit :
48, = (p+ 1) —p(p+1)(2p+1) —2p(p+1) — (p+ 1)
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et donc enfin :

Sy =2 (0 + 1) - pp+ 1) -2 1)
2
= (ptll) (p+1)*= (2 +1))

- (272

Remarque : On observe que la somme des premiers cubes est le carré de la somme des premiers
entiers.

Autre idée de démonstration :

Pour tout k € [1,p] :
2 1)\ 2 2
<k(k‘—|—1)> (k(k‘ 1)) :k—x4k:k3
2 2 4

Puis simplification télescopique de la somme S,.

Ou Uon remarque que la suite définissant une série est la suite des différences des termes suc-
cessifs de la série.

1—gott gt -1
4. Siq=1 alors S, =p+1, sinon : Sp = T _ 4
1—gq q—1

La définition qui suit donne un sens aux sommes infinies comme limite de sommes finie :

Définition 2 (Convergence des séries)
Soit (uy) € CV.
La série Zun est dite convergente lorsque la suite des sommes partielles (Sy,),, oy ['est.

» En ce cas, la somme de la série est la » Lorsque la suite des sommes partielles est
limite des sommes partielles. On note divergente vers £oo, on dit que la série

+00 n est divergente vers +oo.
Z u, = lim S, = lim Z UL
n—-+0o n—-+0o , 3 L.
n=0 k=0 » Déterminer la nature de la série Z Up,,

» Dans le cas contraire, on dit que la série c’est déterminer si elle est convergente
est divergente. ou divergente.

Remarque : Une série étant convergente si et seulement si la suite des sommes partielles est
convergente, tous les théoremes sur les suites peuvent se traduire en des énoncés sur les séries.
Il suffit d’appliquer ces résultats a la suite des sommes partielles.

Exercice 2 (Un premier exemple de référence)

gy . . 1
Considérons la série : Z ok
1. Montrer que la suite des sommes partielles de cette série est majorée.
N 1
Indication : On pourra commencer par remarquer que : ¥n =2, — < ﬁ
n n(n —

1
2. En déduire que la série Z —5 converge.
n
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Exercice 3 (Convergence de la série harmonique alternée)

1)
Considérons la série dite série harmonique alternée : Z (=1) .
n=1 n
(=D)*
k

n

Notons pour tout entiern € N*, S, = Z
k=1
1. Démontrez que les suites extraites (Son),cn« €t (S2nt1)pen+ SONt adjacentes.

la somme partielle de rang n de cette série.

Rappel : deux suites sont dites adjacentes lorsque ['une est croissante et l'autre décrois-
sante, et que leur différence tend vers 0. Deuz suites adjacentes sont convergentes et de
meéme limite.

Calculons, pour n € N :

1 1 1

- = — <0
2n+2 2n+1 (2n+2)(2n+1)

So(nt1) — Son =

et
1 1 1
g _s _ - >0
2(n+1)+1 2n+1 on+3 * 2n+2  (2n+3)(2n+2)
et aussi :
Sont1 = Sm = =5 =7 =0

On en déduit que les suites (Son)nen+ €t (San+1)nen+ sont respectivement décroissante
et croissante, et que leur différence tend vers 0. Ce sont donc, par définition, des suites
adjacentes.

2. En déduire que la série harmonique alternée est convergente.
Les suites adjacentes sont convergentes de méme limite, donc la suite (S,) des sommes
partielles est convergente, d’aprés le théoréme de complémentarité (Chapitre 9 §3.4 Pro-
position 7).
La série harmonique alternée est donc convergente.

Proposition - Définition 1 (Restes d’une série convergente)
Soit E Uy une série convergente.

+oo
On définit pour tout entier p € N le reste d’ordre p de la série Zun par : R, = Z U
n=p+1
+oo
de sorte que : Vp € N, Zun:Sp-i-Rp.
n=0

La suite (Rp) e est convergente de limite nulle.

Remarque : En d’autres termes, si E uy, est une série convergente, de somme S, S, est une
approximation de S a R, pres. Il sera donc particulicrement utile de connaitre une estimation
du reste, aussi fine que possible.

Lycée Sainte-Anne Brest 3 avec corrigés et démonstrations
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Exercice 4 (Estimation du reste de la série harmonique alternée)
Reprenons la série harmonique alternée définie précédemment.
Soit p € N. On note R, le reste d’ordre p de cette série convergente.

1. Démontrez que pour tout entier p € N*, |R,| < PR

+oo
1"
Soit keN* e S= Z (=1) la somme de la série harmonique alternée.
n

n=1

D’apres le théoréeme sur les suites adjacentes :

Sok41 < 8 < Sy soit  Sopy1 — Sop < Rop <0 d’ot | Rok| < 2]4:14- ]
de méme :
Sop—1 <8 < Sy soit 0 < Rgp1 < Sop — Sap—1 d’ot |Rop—1| < i
On en conclut que quel que soit ’entier naturel non nul p on a : |R,| < pj- 1
ooy

2. Comment suffit-il de choisir lentier p pour que S, soit une valeur approchée de Z

n=1 n

a 1073 prés ?
On sait que le reste de rang p d’une série convergente donne [’erreur quand on approxime
une suite par sa somme partielle de rang p. Dés lors il suffit d’avoir :

1 -3 ’ N
?glo c’est a dire :  p = 999
p

1l suffit donc de choisir par exemple p = 999.

Théoréme 1 (Opérations sur les séries)
Soit Zun et Z v, deux séries et A € C*.

1. Multiplication par un scalaire : Zun et Z Au, ont méme nature.

2. Somme : Siles séries Zun et Zvn convergent, la série Z(un + vp) converge et
—+o00o

“+oo “+oo
D (un+vn) =3 unt) vn
n=0 n=0

n=0

Si la série Z“” converge et que la série Zvn diverge, la série Z(un + vp) diverge.

3. Parties réelle et imaginaire : La série E Uy, converge si et seulement si les séries

Z Re(uy) et Z Im(uy,) convergent.

Théoréme 2 (Condition nécessaire de convergence)
Soit (uy) € CN.

St Zun converge alors (uy) est convergente de limite nulle.

Lycée Sainte-Anne Brest 4 avec corrigés et démonstrations



PCSI CHAPITRE 25. SERIES NUMERIQUES

Définition 3 (Divergence grossiére)

Soit (uy) € CN.
On dit que la série Zun diverge grossiérement lorsque (u,) n’admet pas 0 pour limite.

Exercice 5 (Divergence de la série harmonique)
1
Considérons la série Z — appelée série harmonique, et notons, pour tout p € N*, S, la
n>1
somme partielle de rang p de cette série.
S2n - Sn P i

1. Prouvez pour tout entier n € N* [’inégalité : 5
2. En déduire que la série harmonique est divergente. Est-elle grossierement divergente ¢

Théoréme 3

. 2"
Pour tout z € C, la série E — converge et :
n!
n=0

Démonstration. Soit z € C. Considérons
f R
t

f est de classe CT° sur R et pour tout n € N :
f . R — C

n,tz

t — z2"e

Alors, par I'inégalité de Taylor-Lagrange entre 0 et 1, pour N € N :

1(1 —0)V*! I
s ( N )l [ sup <]3A\+1Cu‘>
(N+DE e

ie
N _n ,
=) i: < % sup <]2N+10[Z\>
o (N + D! iepo,

Soit (a,b) € R? tel que z = a +ib. On a :

(‘f((1+1!))| — |eta Ou‘,b| — ota

1‘,‘ _

(§]

Ainsi
‘ . | N+1
< ~ . ta
——— sup (e

SN 41! te[0,1]

or
1sia<0
((\fa) _ { - = max{1,e%}

sup _
t€[0,1] e’sia>0
On obtient
N _n IN+1
e — < 2 max{l, e
”z:% n!| (N +1)! { !

U

V]

Par croissances comparées, m — 0, ce qui permet de conclure.

avec corrigés et démonstrations
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2 Séries a termes positifs

Dans cette section nous nous intéressons au cas particulier de référence des séries dont le terme
général u, est un réel positif :
Vn e Nu, >0

Comme la nature d’une série ne dépend pas des premiers termes, les résultats de cette partie
s’adaptent aux séries numériques dont le terme général est positif @ partir d’un certain rang.
Puisque la nature d’une série est inchangée par multiplication par un scalaire, les résultats de
cette partie s’adaptent aux séries numériques dont le terme général est négatif ¢ partir d’un
certain rang.

Théoréme 4 (Théoréme de la limite monotone adapté aux séries)
Soit Zun une série a termes positifs. On note (Sy,) la suite des sommes partielles :
La suite (Sy,) est croissante.

Z“” est convergente si et seulement si (S,) est majorée.

+oo
» FEn cas de convergence : Z Uy = SUp Sy,.
n=0 neN
+o0
» En cas de divergence, la suite (Sy) diverge vers +00, on note : Z Up = +00.
n=0

Théoréme 5 (Comparaison par des inégalités)
2
Soit (u,v) € (RN> deuzx suites réelles da termes positifs.

On suppose de plus que :
VneN, 0<u, <o,

+o0o “+00
» Sila série Zvn converge alors Zun converge aussi et Z Up < Z Up -
n=0 n=0

» Sila série E uy, diverge alors E vy, diverge aussi.

Théoréme 6 (Comparaison par des équivalents)
Soit Zun et Zvn deux séries a termes positifs. On suppose que : Uy ~ Vp.

Alors les séries g Uy, et E v, sont de méme nature (I'une converge si et seulement si l'autre
converge).

Comparaison série-intégrale

Proposition 1 (Comparaison série/intégrale)
Soit f: [1,+00[ = RT une fonction continue, positive et décroissante.

n
Alors la série Z f(n) converge si et seulement si la suite (/ f(t) dt) converge.
1 neN

n=1
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Théoréme 7 (Séries de Riemann)

Soit a € R. Alors la série E — converge si et seulement si  « > 1.
n=1 n
Ces séries sont appelées séries de Riemann, et le cas particulier o o = 1, donc la série

1 ;o
Z —,  est appelé série harmonique.
n=>1

o dt
/T.

‘N fl*(\ n l
In(a)= [ t@dt= = l—a
(@) /1 ‘ L(\]l 1 -« <” >

1
”(\71
La suite (I,,())nen+ converge donc par somme et produit.

Démonstration. Soit neN* et I[,(a)= /
Sia# 1 alors :

Sia > 1 alors n!=® = — 0 par quotient.

= 5 100,

La suite (I,,(«))pen+ diverge donc par somme et produit.

A l'inverse, si v < 1 alors n

Enfin
, nodt .
I,(1) = o In(¢)]} =In(n) = +oo
J1
La comparaison série/intégrale permet de conclure. L]
A On veillera a ne pas confondre les sommes de Riemann et les séries de Riemann.

Remarque : Lien suite-série

On peut ramener ’étude d’une suite (u,) € CN, & Pétude d’une série en procédant de la maniére
suivante :

Posons pour, pour tout n € N* : Up = Gp — Qp_1-

On vérifie par télescopage que Vn € N* S, =a, —ap.

De sorte que la série Zun et la suite (a,) sont de méme nature, c’est-a-dire toutes deux
convergentes ou bien toutes deux divergentes et le cas échéant :

“+o0

Zun = lim a, — ao.
n—-+oo

n=0

3 Séries absolument convergentes

Définition 4 (Absolue convergence)
Soit (uy) € CN.

On dit que Z u, est absolument convergente lorsque la série Z|un| est convergente.

niqu &V ées au paragr récédent n iquent qu’aux séries a termes ré
Les tech es développées au paragraphe précédent ne s’appliquent qu’aux séries a termes réels
positifs. La convergence absolue permet de ramener 1’étude de la nature d’une série a termes
quelconques (complexes ou de signe non constant) a celle d’une série a termes positifs.

Lycée Sainte-Anne Brest 7 avec corrigés et démonstrations
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Théoréme 8 (Condition suffisante de convergence)
Soit (uy) € CN. Si Zun est absolument convergente, alors Zun est convergente.

+00 +00
Dans ce cas : Z Up | < Z\un\
n=0 n=0

Démonstration.

» Supposons (u,) € RN et posons, pour tout n € N,

. 0 siu, <0 _ 0 siup >0
U, = ) et wu, = )
Up  siu, >0 —Up  Siu, <0

On a, pour tout n € N,

0<ul <|un| et 0<u, < |uy

n

Par le théoreme de comparaison des séries a termes positifs, puisque § |uy| converge, on
, . - U .
déduit que g u,, et g u, convergent.

Par ailleurs, pour tout n € N,

+

n — U

Up = U "

On en déduit, d’apres 1 que E Uy converge.

» Supposons (u,) € CN Pour tout n € N, on a 0 < |[Re(un)| < |un

, or la série Z]un|
converge, donc la série Z\Re(un)\ est convergente, donc Z Re(uy,) est absolument conver-
gente, donc convergente d’apres le premier point. De méme Zhn(un,) est convergente
donc Z Uy converge

» Soit p € N, on a, par I'inégalité triangulaire,

P “+oo

p
Up| < Z ‘Un‘ < |u7z‘
0 0

n= n=0 n=

L]

Définition 5 (Semi-convergence)

Soit (uy) € CN.

On dit que la série Zun est semi-convergente lorsqu’elle est convergente sans étre absolu-
ment convergente.
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Théoréme 9 (Convergence absolue par domination)
Soit (un)nen € CN et s0it (vy)nen € RY d termes positifs.
Si up, = O(vy,) et si qun converge, alors Z u, converge absolument (et donc converge).

Remarque : Nous savons que si u, = o(vy,), alors u,, = O(vy,). Ainsi, le théoréme de comparaison
par domination est souvent utilisé avec des petits o sans revenir a des grands O.

Démonstration. Supposons u, = O(v,) et g v, converge. Il existe un réel positif M et un rang

ng tels que
<M )

. N N e , .
Puisque (1?,,,),]EN e RN est & termes positifs, on en déduit que pour tout n > ng,

Un

Vn € N, <n >ny —

)
Un

0< ‘Un‘ < Un

Par le théoreme de comparaison des séries a termes positifs, puisque E vy, converge, on déduit

que g u, converge absolument. L]
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