PCSI TD n°26 : Espaces préhilbertiens réels Corrigés

Exercice 1 — Soit n € N.
Prouver que les applications suivantes sont des produits scalaires sur R, [X] :

1. Pour (g, z1,...,2,) € R"! deux & deux distincts : ¥ : (P,Q) Z P(z)Q(z).

2. Pour (ag,ai,...,a,) ER" & (P,Q) Z PO (a,)Q™ (ay).
k=0

Exercice 2 —
Montrer que I'application ¢ définie ci-dessous est un produit scalaire sur €1 ([0, 1], R).

o (¢(01R) — R

(he) o 1000+ [ f

Exercice 3 —
1
Soit f :[0,1] — R continue et positive. Pour tout k£ € N, on note I}, = / R £(t) de.
0
Montrer : ¥(n,p) € N?, I,2L+p IonIop

Si f est la fonction uniformément nulle, I'inégalité est une égalité triviale.
Supposons pour la suite que f n’est pas la fonction nulle.

Soit E = %[0, 1] 'espace vectoriel des fonctions continues sur U'intervalle [0, 1].
On montre sans soucis que 'application ¢ définie de F x F vers R par

ol = [ arn s ar
est un produit scalaire.
Alors, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
(p(id",1d")* < (p(id",id™))* x ((id?,id"))*

c’est a dire :

In+p I%I?p
Vv1—e 2
Exercice 4 —  Montrer que : / Vree fdr < ——r7— 5 ©

Dans 'espace vectoriel €([0, 1],R), considérons le produit scalaire de référence des fonctions
continues sur un intervalle :

(F19)= [ f@ote)dr

Soit f et g les fonctions définies sur [0,1] par f(z) = Vet g(x) =e ",
Ces fonctions sont continues, et la famille (f,g) est libre. Donc d’apres 'inégalité de Cauchy-
Schwarz :

(FlgP<(f1H)x(glg)
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PCSI TD n°26 : Espaces préhilbertiens réels Corrigés

avec

T e R e N

0

On obtient donc, en appliquant la fonction racine carrée a chaque membre de 'inégalité de
Cauchy-Schwarz :

0.4
1 V] —e2
/ \/Ee_z dx - % P /_\
0

f
0 02 04 06 08 1

Exercice 5 —
) 2
1. Montrer que Y (Cg ([o, 1],R))

— R
1
(fo = [ UOe+ o) a
définit un produit scalaire sur €2([0, 1], R).

2. Soit f € €%([0,1],R) telle que £(0) = f(1) = 0. Montrer que :

/01 f(t)?dt — </01 f(t) dt)2 > /01 F@O) () dt

Exercice 6 —

- n
Mont tout n € N, <\/20(n+1
ontrer que pour tout n kz:%) <k (n+1)

Rn+1

Considérons le produit scalaire usuel de et appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz aux

deux vecteurs

Exercice 7 —  Dans R® muni du produit scalaire canonique, orthonormaliser en suivant le
procédé de Gram-Schmidt, la famille (u, v, w) avec
u=(1,0,1), v=(1,1,1), w=(-1,1,0).
2
Ona: |ul=Vv2 Posons |z = \qu .
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Soit y* =v— (v | xz)r avec:
2 2
wle)=Lwlw="2xa=va
2 2
Donc  y* =v—+v2zx=v—u=(0,1,0). Posons y = (0,1,0).
Soit z* =w — (w | )z — (w | y)y.
Calculons :  [jy*]|*> = 2(1 — v2)* + 1

Exercice 8 —  Soit F le sous-espace de R? engendré par (1,0,1) et (1,2, —1)
1. Donner une équation de F'.
On a:

F = Vect (1,0,1), (1,2, -1) = {a(1,0,1) + b(1,2, ~1), (a,b) € B} = {(a + b,2b,a — b), (a,b) € R?}

Ainsi,
r=a+b
(z,y,2) €F <= 3(a,b) eR?|{y=2b = r—z=y
z=a—>

F est donc un plan vectoriel de R? (un hyperplan) d’équation :

r—y—2=0

2. Déterminer une base de 'orthogonal de F'.

F est de dimension 2 dans R® donc son orthogonal est de dimension 1. On sait que
le vecteur normal au plan d’équation ax + by + cz = 0 est 77 = (a, b, ¢) donc :

F+ = Vect ((1,—1,-1))

Autre méthode : On pouvait aussi, plus basiquement, déterminer les vecteurs (x,y, z) tels
que

qui conduit d Vect ((1,—1,—1)).
3. Déterminer le projeté orthogonal de (1,1,1) sur F.

Nommons les vecteurs u = (1,0,1), v = (1,2,-1), n = (1,—1, —1).

La famille (u,v,n) est libre, ¢’est donc une base de R3.

Considérons la décomposition du vecteur (1,1, 1) dans cette base en définissant trois réels
x, y et z tels que :

r+y+z=1 r=1

(LLl)=zu+yv+2n < 2y —z=1 = 1
Yy=3

r—y—z=1 3
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Le projeté orthogonal de (1,1,1) sur F' est donc le vecteur :

1 422
1,0,1) +=(1,2,-1) =|(=,=,=
(77)—1_3(7? ) (37373)

Autre méthode : Construire une base orthonormale de F, et utiliser [’expression des pro-
jections orthogonales (proposition 14)

On utilise le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt (méme si dans ce cas il suf-
fit d’une normalisation, utilisons cette occasion pour s’entrainer d la mise en oeuvre de
Ualgorithme).

2
S £(1,0, 1).
lull 2
Soit x5 = v+ (v | x1)xy = v (les vecteurs u et v étaient déja orthogonauz).
et x9 = T w 7(1,2, —1)
@3]l 6
La famille (x1,x2) est une base orthonormée de F'.

Soit x1 =

Alors le projeté orthogonal de x = (1,1,1) sur F est :

p=($\!ﬂ1)x1+(xx2)x2=\/§><\f(l,o,l)Jr\géx\gé(l,z,—l): (4 2 2)

Exercice 9 —  Soit B la base canonique de R*, muni de sa structure euclidienne canonique.
Déterminer la matrice dans B de la projection orthogonale p sur le plan F' d’équations :

z4+y+z+1t=0
z—2y+z=0.

r+y+z+t=0 t=—x—y—2z=-3y
<~
r—2y+2=0 z=—-x+2y

Donc
F= {(as,y, —z+ 2y, —3y), (x,y) € R2} = Vect ((1,0,-1,0),(0,1,2,-3))

Autre méthode : F est un sous-espace vectoriel de dimension 2 contenant les vecteurs non
colinéaires (1,1,1,-3) et (1,0,—1,0).
Ces deuz vecteurs ont le bon gott d’étre orthogonauz, donc la famille (xy,x2) avec

1
1 =——=(1,1,1,-3) et T

2V3

est une base orthonormale de F'.

— L0210
_\/§ )M )

Lycée Sainte-Anne Brest 4



PCSI TD n°26 : Espaces préhilbertiens réels Corrigés

Soit (e1, e, e3,e4) la base canonique de R*. On a :

1 1 1 1 21 2 1
- o=y + ——wy = (1, 1,1, -3) + =(1,0,1,0) = (2,2, 5, —=
pler) = (e1 | z1)z1 + (e1 | z2)wo 2\/§x1+\/§x2 6(’ .1, )+2(, ,1,0) (3’6’3’ 2)

—

1
plea) = (e2 | z1)z1 + (€2 | z2)ra = —= 21 + 0 22 = =(1,1,1,-3)

2v/3

(@]

(e5) = (es | @1)as + (e5 | a2)as = — o= g (LLL=3) — 5(L0.1.0) = (~5. 5. 5.5 )

e3) = (es | ¢1)x e3 | o)ty = —=1] — —=29 = — —3) — = =(—-= = —Z —=

ples 3 1 1 3 2)L2 2\/§ ﬂ 2 6 s Ly by 2 y Uy by 3767 37 2
V3 1

pleq) = (eq | z1)x1 + (€4 | m2)xo = —7x1 = —1(17 1,1,-3)

On en déduit :
4 1 -2 —-1/2

111 -1
Ms) =514 1 -2 —1)2
~3 -3 -3 3/2

Construisons une base orthonormée de F' : ...

Exercice 10 — On considére R* muni de sa structure euclidienne canonique et F le sous-espace

vectoriel de R* défini par
F:{(x,y,z,t)€R4 : a:—l—y—i—z—i—t:m—y—i-z—t:O}

1. Déterminer une base orthonormale du supplémentaire orthogonal de F'.
2. Ecrire la matrice dans la base canonique de R* de la projection orthogonale sur F.

3. Ecrire la matrice dans la base canonique de R* de la symétrie orthogonale par rapport &
F.

4. Calculer d(u, F') oun u = (1,2,3,4).

Exercice 11 —  Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Montrer que toute famille orthonormée de n vecteurs de E forme une base de E.

Exercice 12 —
Dans chacun des cas suivants, donner une base orthonormée du sous espace vectoriel F' de F,
muni du produit scalaire (. | .).

1. E=R3 F = Vect((1,0,-2,),(1,1,1)) muni du produit scalaire canonique.
1
2. E=F=RX], (P|Q) = [ P(Q()at

Soit e; = 1R[X], eo =X et e3 = X? les vecteurs de la base canonique de Ry[X].

"1
Calculons : leill = 1// 12dt = V2.
-1

2
Posons |z = <f,0,...> .

2

2 2 1
Soit $§=€2—(€2|$1)$1=X—{(Xll):X—\g/ X.

! 81t 2
Calculons : |5l = / 2dt =1/2 [} = /2.
—1 3 0 3
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3
Posons To = §X .

2 3
Soit xh=e3— (e3 | x1)x1 — (e3 | w2)xe = X — \2/(X2 |1) x1— \/;(X2 | X)X
2

On a : ()(2\1):§ et (X%|X)=0.
2
Donc x§:X2—\3[.

2
Calculons : x5 = $/_11 <t2 - ?) dt = ...
3. E=M(R), F = Vect(( )(é g) : G _12>> (4| B) = tr("AB)

4. E=R* F = Vect((1,0,1,0),(1,1,0,1),(2,0,1,1)), produit scalaire canonique.
Soit e = (1,0,1,0), e2 = (1,1,0,1) et e3 = (2,0, 1,1).
Soit trois réels «, B, v tels que :  «aey + fBea + ves = 0p.

la famille (eq, es, e3) est donc libre.

2
Calculons : e = V12402 +12 + 02 = V2. Posons |x1 = {(1,0, 1,0) |
Soit x5 =eg— (€2 | x1)x1 = ...
] 3
Calculons : |5l = ... Posons  xg = w——...
5]
Soit xy =e3— (e | x1)xr — (e3 | x2)xe =

5. E=R[X], F=Vect(X? +1,X*+1) , (P | Q) = /1 P(t)Q(t) dt.
0

Exercice 13 — Le passage a I'orthogonal renverse les inclusions

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace préhilbertien réel F.
Montrer que si F' C G, alors on a G+ C F*.

Exercice 14 — Soit E un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace vectoriel de dimension

. 1\+
finie de E. Montrer que F' = (F )

Exercice 15 — Inégalité de Bessel

Soit E un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. On
note pr la projection orthogonale sur F'.

Montrer que pour tout = € E, ||pp(z)| < ||z|.
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