PCSI TD n° 27 : Fonctions de deux variables réelles % k%

Exercice 1 — Ensembles de définition

Déterminer I'ensemble de définition &; de chacune des fonctions de deux variables f définies
ci-dessous :

L (z,y) = In(z) +Vy 4. (z,y) —» /22 +y>+2y—3
2. (z,y) — In(2® + y* — 16) 5. (z,y) » In(2z +y —2)
3. (z,y) — In(xy) 6. (z,y) — 1 —uzy

Exercice 2 — Démontrer que la fonction f : R? — R définie par :

2932—|—y2—1 si ac2—|—y2>1

f(xay):{ 2

x° sinon

est continue sur R?.

Exercice 3 — Dérivées partielles Déterminer les dérivées partielles des fonctions f suivantes
définies sur R? par :

L fley)=2*+y’ +ay+n 4. f(z,y) = cos(z —y)
2. f(z,y) = sin(2zy —y) 5. f(z,y) =1+ a2y
3. f(z,y) =y Arctan(2z + y) 6. f(z,y) = zcos(e™)

Exercice 4 — Continuité et dérivation

" N . o . 2 322 + zy
On s’intéresse & une fonction f définie sur une partie de R* par :  f(z,y) = \/562:+y2
1. Déterminer I’ensemble de définition Z; de f.
2. Justifier que %y est un ouvert de R2.
3. Déterminer les dérivées partielles de f dans Z;.
4. Prolongement par continuité

a. Majorer 22 et |zy| par des expressions en fonction de ||(z, ).
b. En déduire : V(z,y) € Zf : |f(z,y)| < 4||(z,y)|l2
c. En déduire un prolongement par continuité f de f.

5. Soit k € R et le vecteur 4 = (1, k).
Etudier la dérivabilité de f au point O = (0, 0) selon la direction du vecteur . x*

Exercice 5 — Points critiques Déterminer les points critiques des fonctions f suivantes définies
sur R? et déterminer la nature de ces points critiques :
Cflry) =2+ +ay—3z—6y  x
(z,y) = 2* + y* + doy — 2
(z,y) = 2%+ 23 — 20y — 2y + 1
(z,y) =2’ +y°
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Exercice 6 — Continuité Etudier la continuité des fonctions suivantes :

1. f: R — R 2. g : R — R
L i(z, 0,0 ny .
@) o (Ve V700 () — |z @9 # 0.0
0 si(z,y) = (0,0) 0 si(z,y) =(0,0)

Exercice 7 — Composées R? R — R

Soit f : R — R une fonction de classe €.
Déterminer les dérivées partielles des fonctions suivantes :

1. o : R — R *
(z,y) — [f(3z—2y)

2. ¢ : R® — R
(z,y) — f(e" —ay)

Exercice 8 — Composées R —+ R? - R et R? - R? - R

Soit f : R? — R une fonction de classe €.
Déterminer les dérivées des fonctions suivantes :

1. a. f1 : R — R b. f2 : R — R C. f3 : R — R
t —  f(t,1) t — fE3 1) t — f(0,¢)
2. a. ¢ : R — R b. v : R*> — R
(a,) — [f(2a—35,5) (a, ) +—> f(Sin(a-i-?/B),g)
Exercice 9 — Soit f:R* =R ; (z,y) = " ¥ (z —y+1).

1. Justifier que f est de classe €' et calculer le gradient de f en (0,0).
2. Déterminer I’équation du plan tangent de f en (0,0).

3. La fonction f possede-t-elle un plan tangent paralléle au plan d’équation z =y + 27
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