
PCSI TD no 27 : Fonctions de deux variables réelles Corrigés

espace
Exercice 1 — Ensembles de définition
Déterminer l’ensemble de définition Df de chacune des fonctions de deux variables f définies
ci-dessous :

1. (x, y) 7→ ln(x) + √
y

2. (x, y) 7→ ln(x2 + y2 − 16)

3. (x, y) 7→ ln(xy)

4. (x, y) 7→
√
x2 + y2 + 2y − 3

5. (x, y) 7→ ln(2x+ y − 2)
6. (x, y) 7→

√
1 − xy

Exercice 2 — Démontrer que la fonction f : R2 → R définie par :

f(x, y) =
{

2x2 + y2 − 1 si x2 + y2 > 1
x2 sinon

est continue sur R2.

Exercice 3 — Dérivées partielles Déterminer les dérivées partielles des fonctions f suivantes
définies sur R2 par :

1. f(x, y) = x2 + y2 + xy + π

2. f(x, y) = sin(2xy − y)

3. f(x, y) = yArctan(2x+ y)

4. f(x, y) = cos(x− y)

5. f(x, y) =
√

1 + x2y2

6. f(x, y) = x cos(exy)

Exercice 4 — Continuité et dérivation

On s’intéresse à une fonction f définie sur une partie de R2 par : f(x, y) = 3x2 + xy√
x2 + y2 .

1. Déterminer l’ensemble de définition Df de f .
2. Justifier que Df est un ouvert de R2.
3. Déterminer les dérivées partielles de f dans Df .
4. Prolongement par continuité

a. Majorer x2 et |xy| par des expressions en fonction de ‖(x, y)‖2.
b. En déduire : ∀(x, y) ∈ Df : |f(x, y)| ⩽ 4‖(x, y)‖2.
c. En déduire un prolongement par continuité f̃ de f .

5. Soit k ∈ R et le vecteur u⃗ = (1, k).
Étudier la dérivabilité de f au point O = (0, 0) selon la direction du vecteur u⃗.
Considérons la fonction

φ : R −→ R

t 7−→ f((0, 0) + tu⃗) = f(t, kt) = 3t2 + kt2√
t2 + k2t2

= 3 + k√
1 + k2

|t|

Pour toute valeur de k autre que −3, la fonction f n’est pas dérivable en O selon le vecteur
(1, k).

Remarque : En (0, 0), seule les dérivées selon les directions de (1,−3) et de (0, 1), à
savoir la deuxième dérivée partielle, sont définies.
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Exercice 5 — Points critiques Déterminer les points critiques des fonctions f suivantes définies
sur R2 et déterminer la nature de ces points critiques :

1. f(x, y) = x2 + y2 + xy − 3x− 6y

La fonction f est polynomiale donc elle admet des dérivées partielles en tout point et

∀(x, y) ∈ R2 : ∇f(x, y) =
(

2x+ y − 3
2y + x− 6

)

Résolvons

∇f(x, y) = 0⃗ ⇐⇒
{

2x+ y − 3 = 0
2y + x− 6 = 0

⇐⇒
{
y = 3 − 2x
6 − 4x+ x− 6 = 0

⇐⇒
{
x = 0
y = 3

La fonction f possède donc un unique point critique A = (0, 3).

On a : f(A) = −9 et, ∀(h, k) ∈ R2 :

f(A+ (h, k)) − f(A) = h2 + (3 + k)2 + h(3 + k) − 3h− 6(3 + k) − (−9) = h2 + k2 + hk

Or ∀(h, k) ∈ R2, (h+ k)2 ⩾ 0, donc h2 + k2 + hk ⩾ −hk.
Si hk ⩽ 0 alors f(h, 3 + k) ⩾ 0 et si hk > 0 on a aussi, par somme de nombres positifs :
f(h, 3 + k) ⩾ 0.

On en conclut que f admet un minimum en A.

2. f(x, y) = x2 + y2 + 4xy − 2
3. f(x, y) = x2 + 2y3 − 2xy − 2y + 1
4. f(x, y) = x3 + y3

La fonction f est polynomiale donc elle admet des dérivées partielles en tout point et

∀(x, y) ∈ R2 : ∇f(x, y) =
(

3x2

3y2

)

Ainsi
∇f(x, y) = 0⃗ ⇐⇒ (x, y) = (0, 0)

La fonction f possède donc un unique point critique O = (0, O).

La fonction partielle x 7→ f(x, 0) = x3 n’admet pas d’extremum en 0, donc la fonction f
n’admet pas d’extremum en O.
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Exercice 6 — Continuité Étudier la continuité des fonctions suivantes :

1. f : R2 −→ R

(x, y) 7−→


xy√
x2 + y2 si(x, y) 6= (0, 0)

0 si(x, y) = (0, 0)

2. g : R2 −→ R

(x, y) 7−→


x2y

x2 + y2 si(x, y) 6= (0, 0)

0 si(x, y) = (0, 0)

Exercice 7 — Composées R2 → R → R
Soit f : R → R une fonction de classe C 1.
Déterminer les dérivées partielles des fonctions suivantes :

1. φ : R2 −→ R
(x, y) 7−→ f(3x− 2y)

La fonction φ est composée de fonctions de classe C 1 donc elle admet des dérivées par-
tielles. D’après le théorème sur la dérivé des fonctions composées :

∀(x, y) ∈ R2 : ∂φ

∂x
f(x, y) = 3f ′(3x− 2y) et ∂φ

∂y
f(x, y) = −2f ′(3x− 2y).

2. ψ : R2 −→ R
(x, y) 7−→ f(ex − xy)

La fonction ψ est composée de fonctions de classe C 1 donc elle admet des dérivées partielles.
D’après le théorème sur la dérivé des fonctions composées :

∀(x, y) ∈ R2 : ∂ψ

∂x
f(x, y) = 3f ′(3x− 2y) et ∂ψ

∂y
f(x, y) = −2f ′(3x− 2y).

Exercice 8 — Composées R → R2 → R et R2 → R2 → R
Soit f : R2 → R une fonction de classe C 1.
Déterminer les dérivées des fonctions suivantes :

1. a. f1 : R −→ R
t 7−→ f(t, t)

b. f2 : R −→ R
t 7−→ f(t2, t3)

c. f3 : R −→ R
t 7−→ f(0, t)

2. a. φ : R2 −→ R
(α, β) 7−→ f(2α− 3β, β)

b. ψ : R2 −→ R

(α, β) 7−→ f

(
sin(α+ 2β), α

β

)

Exercice 9 — Soit f : R2 → R ; (x, y) → ex+y(x− y + 1).

1. Justifier que f est de classe C 1 et calculer le gradient de f en (0, 0).
2. Déterminer l’équation du plan tangent de f en (0, 0).
3. La fonction f possède-t-elle un plan tangent parallèle au plan d’équation x = y + z ?

∼
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