PCSI 13 octobre 2023 Durée : 1h30

DS 2 de mathématique

PROPOSITION DE CORRIGE (avec commentaires)

Exercice

1. Donner, sans justification, les formes trigonométriques de

a. —3i b. —4 c. 1+V3i d.i—1
3e ! 4e'T 2¢i3 V2elT

P

2. Déterminer les racines carrées de 1 + 3.
i
Ona: 1+4+i=+2e1.
D’apres les propriétés de racines carrées on sait que le nombre

Yvads

et son opposé sont les racines carrées de 1 + i, c’est a dire :

\4/561% et — {“/iei% .

Autre méthode : Soit x + iy la forme algébrique d’une racine carrée de 1+ 1.

On a alors :
22—y =1 202 =142
x2+y2:\/§ <~ 2y2:\/§—1
zy >0 zy >0

e {Wﬁ;#ﬂ;) | (‘Wgzﬂ"wﬁa_l)}

Les racines carrées de 1 +1 sont donc les nombres :
V2+1 V21 V2+1 V21
5 TN I A

T
Les deux méthodes permettent d’obtenir les valeurs exactes du cosinus et du sinus de 3

Remarque :

3. Résoudre dans C Déquation z* = i.
N1 x
On a : (e1§> =e'2 =1.
Donc €' est une solution de I’équation.
En multipliant cette solution par chacune des racines quatriemes de 'unité on obtient

I’ensemble des solutions de ’équation :

T s . jr §8m 9w ;13w iz j5m _y3m 7w
S:{elsjlelsj—els,—lels}:{els’els ,e's ,el’s }:{618’618 ,e s e 18}
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Autre méthode : Soit peie une écriture exponentielle de z. Des lors :

On en déduit : S =..

4. Soit (a,b) € R?. Recopier et compléter

a. cos(a) + cos(b) = ... c. tan(a+0b) =...
b. cos(a)cos(b) = ... d. tan(2a) =...

-b b
a. cos(a) + cos(b) = 2 cos <a 5 ) cos (a;— >

b. cos(a)cos(b) = % (cos(a + b) + cos(a — b))

tan(a) + tan(b)
1 — tan(a) tan(b)
s . T
avec la condition que a, b, et a + b ne soient pas congrus a 5 modulo .

c. tan(a+b) =

2tan(a)

d. tan(2a) = m

.. . NS s
avec la condition que a ne soit pas congru d 1 modulo 5
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\ . . T
Probléme — Cosinus et sinus de 5
1. Donner (sans justification) les valeurs exactes du cosinus et du sinus des nombres 7, 5
T
-, —et —.
374 6

2.

cos (m) =—1 cos (;) =—-1 cos <F> = \;[ COoS <W> = V2 COS <7T> — V3
(T T - (7 1
sin (2> =0 sin (3) = 73 sin <4> — \f sin (6) =3

Ce probléme vise a déterminer une expression des valeurs exactes du cosinus et du sinus

v
de T
“%

Racines cinquiemes de 1'unité

a. Donner Pensemble solution de I'équation d’inconnue complexe : 2% = 1.
(on pourra utiliser directement un résultat de cours)
L’ensemble des solutions de cette équation est constitué, par définition, des racines
cinquiémes de 'unité :
S:@%?kemﬁﬂ

Autre méthode : Soit pe une écriture exponentielle de z. Dés lors :

. . = P
P=1 = pPdl=" = P — o
50 =0 [27] 0=0 { }

On en déduit :

47
b. Rappeler les trois formules de duplication pour le cosinus, puis exprimer cos (5>

2
en fonction de cos (;)

Pour tout réel a :  cos(2a) = cos?(a) — sin®(a) = 2cos*(a) — 1 = 1 — 2sin?(a).

En particulier :
4 2
cos <57r> = 2 cos? (;) -1

c. En utilisant le résultat du cours sur la somme des racines cinquiémes de 1'unité,
27
montrer que le nombre cos (5 est solution de I’équation 4z2 + 2z — 1 = 0.
On sait que la somme des racines n'*™® de l'unité vaut zéro, ce qui donne pour

n=>5:
s AT

j2r jir —j2z —idr
l1+e5 435 4+e '35 +e '35 =0

En identifiant les parties réelles on obtient :

1+ cos (27T> + cos (M) + cos (_277) + cos (—47r> =0
5 5 5 5)
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Puis par parité de la fonction cosinus :

2 4
1+ 2cos <57r> + 2cos (;) =0

47
Enfin, en remplacant cos <5> par ’expression trouvée a la question b. :

2 2
1+ 2cos (;) +2(2c052 (;) —1) =0

2w
En posant x = cos (5) on obtient la condition :

1420 +2222-1)=0 <= 42°+2r—-1=0

2
3. Cosinus de ?ﬂ

a. Résoudre dans R l'équation 422 + 22 — 1 = 0.

2
Le discriminant du trinome est : A = 22— 4x4x (~1) = 4+16 = 20 = (2v5) > 0.

L’équation admet donc deux solutions :

_—2-2y5 -1-+5 V-1

1T T T 4 e M=
b. En déduire : cos <27r> = V5 - 1.
5 4
2 2
La solution x; est négative, or % € [0, g} donc cos (;) > 0.

On en déduit :

(Qw) V5 —1
COsS | — =
5 4

2
4. Sinus de g

a. Justifier que le résultat du cours sur la somme des racines cinquiémes de 1'unité ne

, . . (2w
nous permet pas de déterminer sin = )

m
Le nombre sin (5> intervient en identifiant les parties imaginaires de 1’équation

complexe obtenue a la question 1.c. :

0+ si <27r>+, (47T)+, ( 27T)+, < 47T)_0
sin 3 sin 3 sin 3 sin =)=

L’imparité de la fonction sinus entraine des simplifications qui font disparaitre toute

. . [ 2m , . ) m
condition sur sin 5 ) On ne peut donc déterminer sin 5 par ce moyen.

b. Montrer : sin <2ﬂ> = s \/5
5 8
2 2
On sait que :  cos? <57T> + sin? (;) =1, donc

an () = e () = 1 (BY) = Lo 2
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On en déduit :

2 1 5+ 5
sin<;>:4\/10+2\/5= +8f

T
5. Cosinus et sinus de 5

j2m
On considéere le nombre complexe z =1 +¢'5 .

a. A l'aide de la formule de factorisation par I’exponentielle imaginaire de I’angle moitié,
donner une écriture factorisée de z.

On a:

27 27
s 2m . s2m 00— =28 L0+ T 7
2=1+¢e35 =% +¢5 :2cos< 25>e‘ P :2cos<5>el5.

Remarque : 1l s’agit méme de ’écriture exponentielle de z.

b. En déduire que cos (75r> est la moitié du module de z.

Les modules de deux nombres complexes égaux sont égaux donc :

2 cos (W> els cos <W>
5 5

s s s m s
De plus : — — - -l = — .
e plus 56{0,2] donccos<5>>0et 005(5)‘ cos<5>

On en déduit : .
|z| = 2cos (g) soit cos (g) = §|z]

c. A laide des résultats précédents, déterminer une expression de la valeur exacte de

o (7).

2| =

Or e'5 € U donc |e'5| = 1.

On a:
o 9 9 51 5+ 5
z:1+6125:1+cos<7r>+isin<7r>:1+\f T + V5
5 5 4 8
Deés lors :
2
) V5—1 5+5
= (1
|2 ( + 1 ) + 3
2
—1+<\/5_1) pYEo1, 54 V5
- 16 2 8
1
:1—6(16+5+1—2\/5+8\f—8+10+2\/5>
1 3
=542
2‘[+2
D’ou

<7r) 1 1 /[V5+3 V5+3
cos|—|)=zlz| ==
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2
d. Calculer (1 + \/5) . En déduire une écriture plus simple de cos ()
On a:

(1+\/5)2:1+5+2\/5=2(\/5+3).

2
' 5) 8 16 4 4
e. Déterminer une expression de la valeur exacte de sin ()
On a: /5 5
Lo (T o (T 5+3 5—-+5
it (D) 1ot (T) =1 VEED 3
Et parce que le sinus de T st positif :

6. Un peu de géométrie

On a:

227
On nomme I, A et B les points du plan complexe d’affixes respectives 1, a = €'5 et
s 4w
b = €'5 . On utilisera les nombres complexes pour répondre aux questions.
a. Déterminer la distance I A.

[A=|a—1|= \ei?—1].

D’apres factorisation par 'exponentielle imaginaire de I’angle moitié on obtient :

1S ( — | e =481 | — | =
5 5 V2

b. Déterminer la mesure de 'angle géométrique @, qui est la valeur absolue de la
—
mesure principale de 'angle de vecteurs ( AI, AB).
On a :

1A =

(A1 4B) = arg (1—2)
Or

—a
Am 227 A 3T
b—a €35 —e'5 2isin (¥)e's (2m J1m i
= o = — - 11:—e5:e5:e 5 .
1—-a 1—els 2isin (—%)e's
On obtient donc :

TAB = 3?” rad = 108°

—

c. Déterminer la fonction complexe associée a la rotation de centre A et d’angle ( 1, A_B)) .
C’est la fonction qui a tout complexe z associe
e T (z—a)+a=eF

s j2m
5 (z—e 5)+e

5.
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