Chapitre 15 - Probabilités finies

Table des matieres

U — l

2 Mesure de probabilité

B Probabilitd 6 s

[4 Indépendance)

11

17



1 UNIVERS ET EVENEMENTS

§ 1. L’objectif est de modéliser rigoureusement une expérience aléatoire, c’est-a-dire une expérience
pour laquelle plusieurs issues sont possibles.

En particulier il s’agit de mesurer les "chances" qu’une issue, ou plus généralement un événement,
puisse se réaliser.

On se limite cette année aux expériences qui ont un nombre fini d’issues possibles.

1 Univers et événements

§ 2. Nous considérons une expérience aléatoire (£). Voici quelques exemples courants dans les
exercices :
— Lancer un ou plusieurs dés
— Effectuer des tirages simultanés ou successifs dans une urne
— Tirer un nombre fini de fois a pile ou face

Définition 1.[univers]
% L’ensemble des issues de 'expérience aléatoire (&) est appelé univers, noté Q dans ce cours.

Exemple 1.

1. Pour l'expérience consistant a lancer un dé ordinaire (ie avec 6 faces numérotées de 1 a 6),
0 ={1,2,3,4,56}

2. On tire 5 fois de suite & pile ou face. Pour cette expérience, Q2 = {pile, face}®. (pile, pile, face, face, pile
est une des issues de 'expérience.

3. On tire successivement et sans remise trois boules dans une urne contenant 10 boules (disons
numérotées de 1 a 10). Dans ce cas €2 est 'ensemble des triplets d’entiers 2 a 2 distincts de
[1,10]. Ainsi (2,9,7) est une des issues de l'expérience.

4. € peut étre un singleton (ie réduit a un élément), ce qui signifie que I'expérience £ n’est pas
vraiment aléatoire !

5. Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire £ a deux issues « succes »et « échec ».
Pour une telle expérience, card()) = 2

6. Soit n € N*. Un schéma de Bernoulli est 'expérience qui consiste a répéter n fois une épreuve
de Bernoulli, dans des conditions indépendantes. Pour un tel schéma, 2 = {succes, échec}"

§ 3. Dans la suite de ce cours, I'univers () est supposé fini (non vide!). Nous noterons souvent

Q:{I'l,l'g,"' al‘N}

ou N = card(f2) est le nombre d’issues de l'expérience et xy,--- ,zx sont les différentes issues de
I’expérience.

Remarque. Attention a ne pas confondre 'univers €2, qui est un ensemble souvent assez complexe,
et son cardinal card(€2) (qui est un entier naturel mais contient peu d’information sur I’expérience
aléatoire...)

§ 4. En pratique, nous étudierons des énoncés, vrais ou faux selon le résultat de I'expérience £.
Par exemple pour le lancer d’un dé, I’énoncé « le nombre obtenu est pair » est vrai pour les issues
2,4,6 et faux pour les issues 1, 3, 5.

En théorie des probabilités, nous identifions cet énoncé et 'ensemble {2, 4,6} :
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1 UNIVERS ET EVENEMENTS

Définition 2.[événements]

Les parties de €2 sont appelées événements

@ est appelé événement impossible, () est appelé événement certain.

Pour toute issue x € €, le singleton {x} est appelé un événement élémentaire.
Soit A un événement. Les éléments de A sont appelés issues favorables a A.
Des événements A, B disjoints sont dits incompatibles.

Le complémentaire Q \ A d’un événement A est appelé le contraire de A. On le note A.

% 6 % % %

Remarque.
— Si A, B sont des événements, alors AN B et AU B sont aussi des événements, que nous
appellerons aussi respectivement (A et B) et (A ou B)
— L’ensemble des événements associés a l'expérience est P(£2). Le nombre total d’événements
est donc 2%, ce qui est trés supérieur aux nombre N d’issues de Iexpérience...
Exemple 2. On lance un dé
— L’univers associé est Q = {1,2,3,4,5,6}
— Nous définissons des événements A =« obtenir un nombre pair » B =« obtenir 1 ou 3 »et C' =
« obtenir au moins 5 »
— Nous avons A = {2,4,6}, B={1,3} et C = {5,6}
— A et B sont incompatibles. B et C' aussi
— ANC = {6} est un événement élémentaire; A et C' ne sont pas incompatibles.
— Le contraire de A est A = « obtenir un nombre impair » = {1,3,5}.
Exemple 3.
— Pour tout événement A, A et A sont incompatibles.
— L’événement & est incompatible avec tout autre événement.
Ezercice 1. On effectue 3 tirages successifs avec remise dans une urne contenant 4 boules numérotées
de 1 a 4. Une issue de 'expérience est par exemple (2,2, 1)

1. Quel est I'univers €2 de cette expérience ? Quel est son cardinal ?

2. On considere les événements A = « obtenir la boule numéro 1 au premier tirage » B =
« obtenir la boule numéro 1 au deuxieme tirage » et C' = « toutes les boules tirées ont le
méme numéro ». Décrire tous ces événements en extension (ie en donnant la liste de leurs
¢éléments),

3. Décrire en extension les événements AN B, ANBNC, (AUB)NC

reponse :

1) Q=1{1,2,3,4} et card(Q) = 4°.

2) A={ (Li,j) / (i.5)€[1AP }={1} x[1,4]°
B=[1,4] x{1} x [1,4]
C=1{(1,1,1),(2,2,2),(3,3,3), (
3) ANB={1} x[2,4] x[1,4
ANBNC ={(1,1,1)}
(AUB)NC ={(1,1,1)}

4,4,4)}
I

Définition 3.[systeme complet d’événements]
* Un systéme complet d’événements est une famille (A4, ..., A,) d’événements deux a deux
incompatibles tels que




2 MESURE DE PROBABILITE

Exemple 4.

— Soit A C Q. Alors (A, A) est un systéme complet d’événements.

— La famille ({x;})ic[1,n7 des événements élémentaires est un systeme complet d’événements.
FEzxercice 2. Une urne contient 3 boules numérotées de 1 a 3.
On tire a pile ou face. Si on obtient pile, on choisit une boule dans I'urne. Si on obtient face, on tire
simultanément 2 boules dans I'urne

1. Quel est 'univers €2 associé a cette expérience ?

2. Décrire en extension les événements A = « La piece tombe sur pile »et B =« 'une des boules
tirées porte le numéro 3 »

3. Pour i € {1,2,3,4,5} on note E; 'evenement« la somme des numéros obtenus est égale & i ».
Montrer que (E,, Es, E3, Ey, E5) est un systeme complet d’evenements.

réponse :

1) Notons E = {1,2,3} (qui représente 'ensemble des boules de 'urne) et F' l'ensemble des 2-
combinaisons de F, ie I'ensemble des parties de £ a deux éléments. Avec ces notations, Q2 = {pile} x
EU{face} x F

2) A = {pile} x E = {(pile, 1), (pile,2), (pile,3)}

B = {(pz'le, 3)7 (face7 {17 3})7 (facev {27 3})}

3) La somme des numéros a lissue de I'expérience est toujours un entier compris entre 1 et 5, donc
Ei1UE,UFE;UE UE; =4

Il reste & montrer que ces événements sont deux a deux incompatibles. Soient ¢ # j. La somme des
numéros obtenus a l'issue de I'expérience ne peut pas étre égale a la fois a i et a j. Donc E;NE; = @.

O
Proposition 1.
B Soit (Ay, -+, A,) un systéme complet d’événements, et soit B un événement quelconque.
% Les événements A; N B,---, A, N B sont deux a deux incompatibles
* B=[J(4NDB)
i=1
démonstration :
-Soient ¢ # 7. On calcule
(ANB)N(A,NB)=(ANA)NB=8NB=0
A;N B et Aj N B sont incompatibles.
-JAinB) (UA)HB:QHB:B
=1
O

2 Mesure de probabilité

§ 5. Soit  un ensemble fini non vide, univers d'une expérience aléatoire £.

Nous souhaitons attribuer, & tout événement A, un nombre P(A) (appelé probabilité de A) qui va
mesurer les chances que A se réalise.

Il s’agit donc de définir et d'utiliser une fonction

P:P(Q) —-R

Deux problemes se posent alors :
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2 MESURE DE PROBABILITE

1. La fonction P doit-elle satisfaire des regles particulieres ?
2. Comment définir précisément P pour une expérience aléatoire donnée ?

§ 6. La réponse a la premiere question est affirmative, voici les regles qui ont été retenues :

Définition 4.[mesure de probabilité]
% Une mesure de probabilité, ou une probabilité, sur 2 est une application P : P(Q2) — R qui
vérifie toutes les conditions ci-dessous :

— VAeP(Q) PA) >0

— P(Q2)=1

— V(A,B) e P(Q)? (ANB=9)=PAUB)=P(A)+P(B)
% Le couple (2, P) est appelé un espace probabilisé fini.

Remarque. Pour un univers € tel que card(€)) > 2, nous verrons qu'il existe une infinité de telles
mesures de probabilités sur (2. En pratique, on devra choisir P selon I'information dont on dispose
sur l'expérience aléatoire...

Voici un exemple (a connaitre absolument!) que nous utiliserons souvent (mais pas toujours...)
FEzercice 3. Montrer que I'application P : P(2) — R définie par

VAeP(Q) P(A)= m

est une probabilité sur 2. On l'appelle probabilité uniforme sur €.
réponse :
-Pour toute partie A de 2, P(A) = Card(4) - )

T Card(Q) &
Card($2
_P(Q) - CardEQ% =1

-Soient A, B des parties de 2 telles que AN B = &,

card(AU B)
card($2)
~ card(A) + card(B)
card(2)
_ Card(A) N Card(B)
Card(Q2)  Card(Q)
=P(A) +P(B)

P(AUB) =

La fonction P est bien une probabilité sur (2.
O

Exemple 5. En pratique, cette probabilité est choisie lorsque toutes les issues de 1'expérience ont
les mémes chances de se réaliser. Par exemple :

— Lancer d'un dé non truqué ou équilibré

— Tirage a pile ou face avec une piece non truqué

— Tirage(s) dans une urne contenant n boules indiscernables
Exercice 4. On lance un dé truqué : une face porte le numéro 1, deux faces portent le numéro 5 et
les autres faces portent le numéro 6.

1. Quel est I'univers associé a cette expérience ?

2. Proposer un choix cohérent de probabilité pour chacun des événements élémentaires de cet
univers.
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2 MESURE DE PROBABILITE

réponse :

1) Q={1,5,6}

2) Intuitivement, la probabilité d’obtenir 5 (rep. 6) vaut 2 fois (resp. 3 fois) la probabilité d’obtenir
1 : cela se traduit par

P({5} = 2.P({1}) et P({6} = 3.P({1})
De plus on doit avoir
P({1}) + P({5}) + P({6}) = P(?) =1

Le seul choix possible est donc

P =: PU5)=2= P(6)=0=

§ 7. Dans toute la suite du cours on se donne un espace probabilisé fini (€2, P).

Définition 5.

B Soient A, B des événements.

* A est dit négligeable lorsque P(A) = 0

% A est dit presque sir lorsque P(A) =1

% A et B sont dits équiprobables lorsque P(A)

— P(B)

Proposition 2.

B Soient A et B des événements.
P(@) =0

P(B\ A) =P(B) —P(ANB)
P(A)=1-P(A

AC B=PA)
0<PA) <1
P(AUB) =P(A)+P(B) -P(ANDB)

)
<P(B)

% % ¢ %

démonstration :
-2ZNY =, donc
P(o) =P(oUw) =P@)+P(2)

donc P(@) = 0.
- Les événements AN B et B\ A sont incompatibles, donc

P(B) = P((ANB)U(B\ A)) = P(AN B) + P(B\ A)

donc P(B\ A) =P(B) —P(AN B)
- Appliquons cette relation avec B = (), on obtient

P(A) =P(Q) —P(QNA) =1-P(A)
-Si AC B, alors A= AN B, donc
P(B)—P(A)=P(B\A) >0

- En particulier, puisque A C Q, P(A) < P(Q) =1
- Les événements A et B\ A sont incompatibles, donc

P(AUB) =P(AU(B\ A)) = P(A) + P(B\ A) = P(A) + P(B) — P(AN B)
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2 MESURE DE PROBABILITE

O
Corollaire 3.
B Soit (Ay,---, A,) une famille finie d’événements.
* P <U Ai> <D _P(4)
i=1 i=1
% avec égalité lorsque Ay, --- , A, sont deux a deux incompatibles.
* Si(Ay, -+, Ay) est un systeme complet d’événements, alors
> P(4;) =1
=1
démonstration :
-Les deux premiers points se montrent par récurrence sur n. -Supposons (Ay, - -+, A,) est un systéme
complet d’événements. D’abord 2 = (J; A; donc
1= (@) =P A)
De plus (4, - -+, A,) sont deux a deux incompatible donc P(|_J 4;) = > P(A,)
O
§ 8. Un systeme complet d’événement (Aq,---, A,) de (2, P) pourra étre représenté par un arbre

pondéré :

Ay

Ay

P(A)) +P(Ay) +---+P(A4,) =1

Ezercice 5. On tire simultanément trois boules dans une urne qui contient 4 boules blanches et 3
boule noire. Pour k € {0, 1,2,3} on note By, =« obtenir exactement k boules blanches ».

1. Calculer P(By) pour tout k

2. En déduire les probabilités des événements :
(a) A = « Obtenir au moins une boule blanche »
(b) C = « Obtenir au moins une boule noire »

(¢) D = « Le nombre de boules blanches obtenues est pair »
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2 MESURE DE PROBABILITE

(d) E =« Tirer au moins une boule de chaque couleur »
réponse :
1) Le tirage est simultané, donc €2 est ’ensemble des 3-combinaisons de I'urne, muni de la probabilité
uniforme. En passant card(§2) = (;) = 35.

Pour k£ < 3,
card(By)
P(B;) =
(Br) card(S2)
_ W6
35
On trouve :
k 0O(11]2]3
P(Be) |35 | 5 [ 5 | 55
O
1) A= By donc P(A) =1 — (B):
2.2) C = By donc P(C) =1 —P(B;) = 2
3) D= B[) U B2 dinC ]P( ) ( ) + ]P)(BQ) — ]P)(Bo N Bg) 35
4) E=ANC = ByN By = By U Bs, donc
P(E)=1-P(ByU B3) =1~ (P(By) + P(B3) — P(By N B3)) =
O

§ 9. Il reste le probleme de la définition une mesure de probabilité adaptée a une expérience aléatoire.
Commencons par le cas le plus simple :

Proposition 4.
% [P est la probabilité uniforme sur € si et seulement si les événements élémentaires sont deux
a deux équiprobables
% Le cas échéant, Vo € Q@ P({z}) =

card(Q)
démonstration :
Supposons P uniforme, autrement dit VA P(A) = zz:flgég Pour A = {z} evenement élémentaire, on
a donc P(A) = ZZ;?ES% = carcll(ﬂ)' Les evenements élémentaires ont tous la méme probabilité, ils sont
équiprobables.

Réciproquement, supposons les evenements élémentaires tous équiprobables. Notons Q = {z1,- -+ ,zx}.
Il existe donc une constante a > 0 telle que

Vie [Il,LN] P({x;}) =«

P
Soit A CQ, A= {x;,, -,z } avec p = card(A). Nous avons A = | J{z;,} donc

J=1

p

P(A) => P({z;,}) = a=pa=card(A)a
s i=1
en particulier pour A = Q, 1 = card(Q)a donc a = WI(Q). Finalement P(A) = 23:3%3%
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2 MESURE DE PROBABILITE

FEzercice 6. Une urne contient 2 boules vertes (numérotées de 1 a 2) et 4 boules rouges (numérotées
de 34 6).

On effectue 5 tirages dans cette urne, et on s’intéresse a 1’événement A =« obtenir en tout 2 boules
vertes et 3 boules rouges ».

Proposer un modele pour cette expérience et calculer P(A) dans chacun des cas suivants :

1. le tirage est successif avec remise
2. le tirage est successif sans remise
3. le tirage est simultané

Réponse :

1)tirage successif avec remise : on choisit le modele © = [1,6]° muni de la probabilité uniforme,
ot B(A) = i) — e

I reste a compter le nombres de 5-listes de [1,6] contenant exactement 2 boules vertes. Pour
construire une telle liste :

-on choisit la position des 2 boules vertes dans le tirage : (g) possibilités

-Pour chaque boule verte il y a 2 possibilités

-Pour chaque boule rouge il y a 4 possibilités

Donc card(A) = (2)22.43 et

U

2)tirage successif sans remise : cette fois {2 est 'ensemble des 5-listes sans répétition (arrangements)
. s N d(A (A

de [1,6], muni de la probabilité uniforme, d’ott P(A) = =2 dEQ; = Frex 4(X3)X2.

Il reste a compter le nombres de 5-arrangements de [1,6] contenant exactement 2 boules vertes.

Pour construire un tel arrangement :

-on choisit la position des 2 boules vertes dans le tirage : (g) possibilités

-On choisit la premiére boule verte (2 possibilités) puis la seconde (1 possibilité)
-On choisit les 3 boules rouges (distinctes) : 4 x 3 x 2 possibilités

Donc card(A) = (;) X (2x1)x(4x3x2)et

5
IED(A):(2)><(2><1)><(4><3><2):2
6x5x4x3x2 3

O

3)tirage simultané : cette fois 2 est I’ensemble des 5-combinaisons (ie des parties a 5 éléments) de
[1,6], muni de la probabilité¢ uniforme, d’ott P(A) = <rdA) _ cordd),

card(Q) (g)
Dans ce cas, card(A) = (§>(§) et

O

§ 10. Dans des situations non uniformes, on pourra par exemple s’appuyer sur la propriété suivante :
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2 MESURE DE PROBABILITE

Théoréme 5.[construction d'une mesure de probabilité finie]

B On note Q = {xy,--- ,xn}, avec N = card(12)
N

B Soit (py1,--- ,py) une famille de réels positifs tels que Zpi =1
i=1
% 1l existe une unique mesure de probabilité P sur €2 telle que

Vie[I,N] P{x}) =p

% Pour tout événement A C (),

P(A) = Z bi

i tel que x;€A

démonstration rapide :

Par analyse-synthese :

-Analyse : Soit P une mesure de probabilité sur €2 qui a la propriété souhaitée, et soit A C €. A est
'union finie disjointe des singletons ({x;}); tel que z;c.4, donc

PA)= > PHzh= > m

i tel que z;€A i tel que x;€A

Il y a donc au plus une fonction P possible.
-Synthese : on vérifie que cette fonction P satisfait a la définition d’une probabilité sur 2

O

Exemple 6. On retrouve la probabilité uniforme lorsque p1 = ps = -+ = py = %

Exemple 7. Un sac contient 5 jetons, 2 verts et 3 rouges. On choisit un jeton au hasard. Soit V'
I’événement « le jeton tiré est vert ». Voici deux facons de modéliser cette expérience et de calculer
P(V) :

— Premier modele : 2 est 'ensemble des jetons, muni de la probabilité uniforme. V' est alors
I’ensemble des jetons verts et
card(V) 2

= @) 5

— Second modele : Q) est 'ensemble des couleurs que 'on peut obtenir : Q = {vert, rouge}
et V' = {vert} est maintenant un événement élémentaire. La mesure P est alors définie par
P({vert}) = 2 (et donc P({rouge}) = 1 —P({vert}) = 2 ), de sorte que les deux modeles sont
équivalents.

Ezercice 7. On considére deux urnes; I'urne 1 contient 3 boules rouges et 2 boules vertes; 'urne 2
contient 3 boules rouges et 4 boules vertes.

On tire alors une fois a pile ou face avec une piece non truquée; si on obtient pile, on pioche une
boule dans I'urne 1. Sinon on pioche une boule dans I'urne 2

1. Proposer un modele (ie un espace probabilisé (€2, P)) pour cette expérience
2. Ecrire Pevenement A = « tirer une boule rouge »en extension et en déduire sa probabilité.

réponse :
1)Un univers possible est Q = {pile, face} x {rouge,vert}. Pour définir P on peut raisonner ainsi
-la piéce est non truquée, donc la probabilité de tirer pile (resp. face) est % Donc

P({(pile,rouge)}) + P({(pile,vert)}) = P({(face,rouge)}) + P({(face,vert)}) = ;
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3 PROBABILITES CONDITIONNELLES

P({(pile,rouge)}) __

-1l y a 3 boules rouges et 2 vertes dans I'urne 1, donc P pilewerD)) = % De méme en considérant

P({(face,rouge)}) _ 3

I'urne 2’ IP’({(]\”a(se,q)E’r.‘t)}) 4
-Le seul modele raisonnable est donc :

P({(pile,rouge)}) = ; P({(pile,vert)}) = 120

10
3 4
P({(face,rouge)}) = — P({(face,vert)}) = —
14 14
NB : nous éviterons a 'avenir ce genre de raisonnement (particuliérement lourd!). Dans ce type de
situation, on s’appuiera plutot sur la notion de probabilité conditionnelle sans définir précisément
(Q,P) , voir suite du cours.

U
2) A = {(pile,rouge), (face,rouge)}, donc

3 3 18
P(A) =P 1 P - = 4 -
(A) ({(pile, rouge)}) + P({(face, rouge)}) h + T
NB : ld encore, la notion de probabilité conditionnelle donnera un calcul plus élégant de P(A), sans

avoir besoin d’expliciter (2, P)

4

3 Probabilités conditionnelles

§ 11. Imaginons une expérience £ composée de deux expériences successives & et &;.
Intuitivement les chances de succes d’'un événement lié a & peuvent dépendre (ou pas) de ce qui s’est
passé lors de l'expérience &;.

Nous allons modéliser ces situations par la notion de probabilité conditionnelle.

Exemple 8. On lance un dé (expérience &) on obtient un numéro k ; puis on tire simultanément k
jetons numérotés de 1 a 10 dans un sac (expérience &)

L’événement B =« tirer le jeton numéro 10 » concerne 'expérience 2, mais dépend intuitivement du
nombre obtenu avec le dé.

Exemple 9. On joue trois fois de suite a pile ou face, et on pose B =« obtenir pile au troisiéme
tirage ». Intuitivement la réalisation de B ne dépend pas des résultats des premier et second tirages.

§ 12. Soit (€2, P) un espace probabilisé fini.

Définition 6.
B Soient A, B € P(Q2), P(A) > 0,
% La probabilité conditionnelle de B sachant A, notée P(B|A) ou P4(B), est définie par

P(AN B)
P(A)

P(B|A) =

Remarque. Si A C B (autrement dit si B se réalise toujours lorsque A se réalise), alors P(B|A) = 1
Si A et B sont incompatibles, alors P(B|A) =0

FEzxercice 8. On lance deux dés ordinaires non truqués.

Soient les événements A = « le plus grand nombre obtenu est 5 »et B = « la somme des nombres

11/ 0]



3 PROBABILITES CONDITIONNELLES

obtenus est supérieure ou égale a 10 ».
Calculer P(A|B) et P(B|A).
réponse :
-modele : © = [1,6]” muni de la probabilité uniforme.
-Nous avons
card(A) 25

A=[1,5]% P(A)= card(Q) 36

B = {(4,6),(5,5), (5,6), (6,6)}, P(B)— 22:2255 _ ;6
ANB=1{(55)}, P(ANB)= W :31
donc
P(A|B) = W -1
P(B|A) = W - 215

l

Exemple 10. On tire deux fois, successivement et sans remise, dans une urne contenant 4 boules
blanches et 7 boules noires.
— Modele : € est I’ensemble des couples de boules distinctes, muni de la probabilité uniforme
— Considérons les événements A =« la premiere boule tirée est blanche »et B =« la seconde
boule tirée est blanche » ; nous avons

card(A) 4% 10 4
]PD = e = —
(4) card(2) 11 x 10( 11)
card(AN B) 4 %3 6

(4N B) card(SY) 11 x10 55
P(AN B 1o 3
]P;(BlA) — ( ) — 141;1100 _ E

P(A)

11x10

— On retrouve P(B|A) sans calcul (et on fera ainsi en pratique!) en disant que, si A est supposé
vrai, alors B se réalise lorsque, au second tirage, on tire une des 3 boules blanches restantes
parmi les 10 boules encore présentes...

§ 13. On peut représenter les probabilités conditionnelles associées & deux événements A, B (et leurs
contraires) par un arbre pondéré :

ANB




3 PROBABILITES CONDITIONNELLES

§ 14. Sur cet arbre on observera que la somme des valeurs des branches issues d’'un méme noeud
est égale a 1.
Selon les circonstances on pourra complexifier cet arbre :
— En remplacant (A4, A) par un systéme complet d’événements; le nombre de branches issues
d’un noeud est alors augmenté;
— En ajoutant aux événements "successifs' A, B d’autres événements C, D, etc. Dans ce cas la
profondeur de I'arbre est augmentée.
Exercice 9. On effectue deux tirages successifs sans remise dans une urne contenant 2 boules jaunes,
3 boules vertes et 5 boules rouges.
Représenter 1’espace probabilisé correspondant par un arbre pondéré. On prendra soin de définir
clairement les événements qui correspondent aux divers noeuds de I'arbre.
réponse :
Pour k£ € [1,2], nous appelons respectivement Jy, Vi et Ry I'événement « tirer une boule jaune
(resp. verte)(resp. rouge) au tirage k »

Ji Ny
JiNVy
J1 N Ry
VinJs
Vinv,
ViNnRy
RinNJy
RNV,
RiN Ry
O
Proposition 6.
B Soit A € P(Q) tel que P(A) > 0.
% L’application
Ps: B~ P(BJA)
est une mesure de probabilité sur €2
démonstration rapide :
En utilisant la définition, on montre successivement :
-VBCQ Pu(B)>0
-PA(Q) =1
- Pour tous By, By C Q tels que By N By = &, Py(By U By) =P(By) + Pa(B2)
O

Théoréme 7.[probabilités composées|
B Soient A, B des événements, P(A) > 0
* P(AnB)=P(A)P(B|A)
B Plus généralement, soient Ay, Ay, - -+ A, des événements tels que P(A;N---NA,1)>0
*
P(A;N---NA,) =P(A;) P(Ax|A;) P(A3|A1 N Ag) - - P(A|A1 N - N A, q)
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3 PROBABILITES CONDITIONNELLES

démonstration :
P(ANB
- P(A)P(B|A) = P(A) gp(%f ) — P(AN B)
- la seconde formule se déduit de la premiere par récurrence.

O

§ 15. Illustration avec un arbre pondéré (n = 3) : la probabilité de A; N Ay N A3 est le produit des
valeurs des branches conduisant a cet événement

A NAsNA;s

§ 16. Attention : dessiner un arbre ne constitue pas une démonstration!

Dans un exercice, il conviendra d’utiliser la formule des probabilités composées avec des événements
A, B (ou Ay, -+, A,) clairement définis.

Exemple 11. On effectue 3 tirages successifs sans remise dans une urne contenant 4 boules blanches
et 5 boules rouge, calculons la probabilité de ' = « toutes les boules tirées sont blanches ».

Pour i € {1,2,3} notons A; =« la boule obtenue au tirage numéro ¢ est blanche ». Avec ces notations,
nous avons £ = A; N Ay N A3 donc

P(E) =P(A; N Ay N Aj3)

= P(A;) P(A5|Ay) P(A3] A1 N Ay)
4 3 2

=9%3%7

B 1

21

Théoréme 8.[formule des probabilités totales]
B Soit (Ay,...,A,) un systeme complet d’événements de probabilités non nulles.
B Soit B € P(Q).

P(B) = Y. P(A:N B) = Y. B(A) B(BI4)

i=1 i=1

démonstration :
Les événements (B N A;)1<i<pn sont deux a deux incompatibles et leur réunion est B, donc

B(B) =Y P(BN A) = 3" B(A) B(B|A,)

i—1 i=1
U

§ 17. lllustration (n = 3). La probabilité de B est la somme des probabilités des "chemins" conduisant
a la réalisation de B; la probabilité d’un chemin est le produit des valeurs des branches qui le
constituent

14/



3 PROBABILITES CONDITIONNELLES

Exercice 10. Une urne contient 1 boule blanche et 6 boules rouges.

On lance un dé ordinaire non truqué, on obtient un nombre k.

On pioche alors simultanément &k boules dans 'urne.

Quelle est la probabilité de B =« la boule blanche a été tirée » 7

indication : un arbre peut aider mais n’est pas une preuve. Utiliser les événements Ap = « le dé est
tombé sur le nombre k »

réponse :
La famille (A, Ay, -+, Ag) est un systeme complet d’événements, donc
6
P(B) = ) P(Ax) P(B|A)
k=1
1\( 6
-y 1 (W6
=6 ()
ﬁ

O

§ 18. Tres souvent les probabilités conditionnelles sont liées & un lien de "cause" a "effet" entre deux
événements.
Imaginons un événement A qui se produirait "avant" un événement B :

— le nombre P(B|A) indiquerait les chances que B soit la "conséquence" de A.

— le nombre P(A|B) mesurerait alors les chances que la "cause' A ait eu lieu sachant que B s’est

réalisé

La formule de Bayes (aussi appelée formule des causes) établit une relation simple mais remarquable
entre ces deux probabilités :

Théoréme 9.[formule de Bayes]
B Soient A, B € P(2), P(A) >0, P(B) > 0.
* (Bl]A) P(A)
P(B|A)P
P(A|B) = —————
(A1) -~
démonstration :

Nous avons P(A N B) = P(BN A). 1l suffit alors d’appliquer la formule des probabilités composées,

ce qui donne :
P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B)
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3 PROBABILITES CONDITIONNELLES

4

Remarque.  On utilise souvent cette relation avec la formule des probabilités totales. Si A un
événement de probabilité autre que 0 ou 1 on a en effet, avec le systéme complet d’événements
<A7 Z)? J— J—
P(B) =P(A)P(B|A) + P(A)P(B|A)
donc
P(B[|A) P(A)
(B|A)P(A) + P(B|A) P(A)

On généralise facilement a un systeme complet d’événements quelconque :

P(A|B) =

Corollaire 10.

B Soit (Ay,...,A,) un systeme complet d’événements de probabilités non nulles.
B Soit B € P(2) tel que P(B) > 0 et soit j € [1,n].
* A A
P(B|A;)P(A;
P(A”B) = — ( ‘ J) ( J)

> B(BIA) P(A)

démonstration :
On applique la formule de Bayes :

P(B|A;) P(A))

P(AIB) = =5

puis la formule des probabilités totales :

P(B) = Zn: P(BJA;) P(A;)

i=1
U

Exemple 12. On effectue un test de dépistage d’un virus. On dispose des informations suivantes :
— 1% de la population est malade
— Pour 95% des personnes malades le test est positif
— Pour 2% des personnes saines le test est positif
On veut calculer la probabilité pour qu'une personne testée positive soit effectivement malade.
Soit €2 la population étudiée (muni de la probabilité uniforme) notons
— P =« l'individu choisi est testé positif »
— M =« T'individu choisi est malade »
Les hypotheses se traduisent P(M) = 0,01 P(P|M) = 0,95 P(P|M) = 0,02 On peut donc
appliquer la formule de Bayes :

P(P|M).P(M)
(P|M).P(M) + P(P|M).P(M)
B 0,95 x 0,01
0,95 %x0,0140,02 x 0,99

B(M|P) = -

~ 0,324

Contrairement aux apparences, ce test n’est pas vraiment fiable !
FExercice 11. Une urne contient 1 boule blanche et 6 boules rouges.
On lance un dé ordinaire non truqué, on obtient un nombre k.

On pioche alors simultanément k& boules dans 'urne.
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4 INDEPENDANCE

On apprend que la boule blanche fait partie des boules tirées. Quelle est alors la probabilité d’avoir
obtenu un 6 avec le dé?

réponse :

Soit Ax =« le nombre affiché par le dé est k ». Soit B =« la boule blanche fait partie des boules
tirées ». Il s’agit de calculer P(Ag|B). D’apres la formule de Bayes ( et un des exercices précédents)

4 Indépendance

§ 19. Soit (2, P) un espace probabilisé fini.

Définition 7.
B Soient A, B € P(Q)
% On dit que A et B sont indépendants lorsque

P(AN B) = P(A).P(B)

Remarque. SiP(B) > 0, alors A et B sont indépendants si et seulement si P(A|B) = P(A).

Dans ce cas, et si P(A) > 0, on aura aussi P(B|A) = P(B)

Exemple 13. On lance un dé ordinaire non truqué. On a 2 = [ 1,6 ] et P est la mesure de probabilité
uniforme.

Soient A =« obtenir un nombre pair » et B =« obtenir au moins 5 ».

Ona AN B = {6} donc

1 1

On constate que P(AN B) =P(A).P(B), donc A et B sont indépendants.

Exemple 14. On tire a Pile ou Face deux fois de suite et on suppose 'expérience équiprobable.
L’univers est ici Q = {pile, face}?, muni de la probabilité uniforme.

Considérons les événements A =« obtenir pile au premier tirage » et B =« obtenir pile au deuxieme
tirage ». Alors

P(A) =

N | —

Card{(pile, face), (pile, pile 2 1
p(a) = Sl 4)( )}:4_2
P(B) — Card{(plle,plli), (face, pile)} _ i _ ;

pan ) - Codilpepie)) 1

On observe que P(AN B) =P(A).P(B), donc A et B sont des événements indépendants.
En pratique on admettra I'indépendance de A et B en disant que les deux tirages s’effectuent dans
des conditions indépendantes.
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4 INDEPENDANCE

Remarque. En général des événements incompatibles ne sont pas indépendants.

Exercice 12. Soit A un événement tel que 0 < P(A) < 1. Montrer que A et A ne sont pas indépen-
dants.

réponse :

Supposons A et A indépendants. Nous avons donc

P(ANA) = P(A) P(A)

donc

P(A)(1-P(A) =P(@)=0
donc P(A) =0 ou P(A) =1 : contradiction

Exercice 13. Soit A, B des événements indépendants.

1. Montrer que A et B sont indépendants.
2. Montrer que A et B sont indépendants.

réponse :
1) On calcule

(

( P

(B) —P(A)P(B) par indépendance de A et B
(

donc B et A sont bien indépendants.
2) D’aprés la question 1 (appliquée & A et B), B et A sont indépendants. Appliquons encore la
question 1, avec B et A : B et A sont indépendants.

O

Définition 8.
B Soient Aq,..., A, des événements.
% On dit que Ay, ..., A, sont mutuellement indépendants lorsque pour toute partie J C [1,n],

P (ﬂAa’) =11P(4))

jeJ

jeJ

Remarque. On ne confondra pas l'indépendance mutuelle avec I'indépendance deux a deux, qui
s’écrirait :
L’indépendance mutuelle entraine 'indépendance deux a deux, mais la réciproque est fausse.

§ 20. En pratique on obtient souvent des événements indépendants en effectuant plusieurs expé-
riences aléatoires successives, dans des « conditions indépendantes » (au sens intuitif du terme)
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4 INDEPENDANCE

Théoréme 11.[modélisation d'une suite d’expériences indépendantes]

B Soit une expérience £ consistant a effectuer des expériences aléatoires £ et & 1'une apres
I'autre dans des « conditions indépendantes »

B Soient (21,P;) et (2, Py) des espaces probabilisés finis associés a & et & respectivement.
L’univers associé a £ est donc 2 = €y x )y

% On définit une mesure de probabilité P sur €) par

V(z,y) € xQy P{(z,9)}) = Pr({z}). P2({y})

B Soient A C )y et B C ().
* P(Ax B)=Pi(A)P(B)
% Les événements A x Qy et 7 x B sont indépendants (dans 'espace probabilisé (€2, P)).

démonstration rapide :

On pose O = {z1, 22 an |, Qo= {y1, -, ym b pi = Pi({ai}) et ¢; = Pi({y;}).
1) Les nombres (p;q;)i<n, j<n, sont positifs et leur somme est

dopigi=Qp)(Qq) =1x1=1

donc on définit bien une mesure de probabilité P sur Q par P({(z;,y,)}) = pig;
2)Notons]:{i / xieA}etJ:{j / vy, €B },nousavons:

P(AxB)= > P{(y)t)= > pig

(4,5)EIxJ (i,7)EIxXJ
= O_pi)(O_qj) =Pi(A)Py(B)
el jed

3) Notons U = A x Qg et V = Qy x B. D’apres le point (2), P(U) = Py(A) P2(Qy) = P1(A) et de
méme P(V') = Py(B). De plus UNV = A x B donc

PUNV)=P(Ax B)=P,(A)Py(B) =P(U)P(V)
U et V sont bien indépendants.
O

Remarque. Intuitivement A X Qy (resp. €; X B) est un événement qui ne dépend que du résultat
de & (resp. &)

Remarque. Plus généralement, si on effectue une suite d’expériences &1, - - - , &, dans des conditions
indépendantes, et si U; est un événement qui ne dépend que du résultat de &;, alors Uy, --- , U, sont
mutuellement indépendants.

Cette remarque s’applique en particulier aux schémas de Bernoulli :

Exemple 15. On tire a pile ou face (expérience &) puis on lance un dé (expérience &,).

— Les expériences sont a priori indépendantes. Les univers sont Q; = {pile, face} et Qy =[1,6]
munis des probabilités uniformes

— Considérons les événements (de I'expérience complete) U = « la piéce tombe sur pile »et
V =« le dé donne un nombre pair ». Formellement, U = {pile} x Qs et V = Q; x {2,4,6},
P(U) = Pl({pile}) = % et P(V) = PQ({27476}) = %

— Le théoreme assure que U et V sont des événements indépendants
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4 INDEPENDANCE

Définition 9.

B Soit p € [0,1] et n € N".
% Une épreuve de Bernoulli de parametre p est une expérience a deux issues "succes" et "échec',
et telle que la probabilité P({succes}) = p

% Un schéma de Bernoulli de parametres (n, p) est la répétition de n épreuves de Bernoulli de
parametre p dans des conditions indépendantes.

Exemple 16.
— Un tirage a pile ou face avec une piece non truquée est une épreuve de Bernoulli de parametre
1

— éonsidérons une urne contenant 1 boule rouge et 10 boules blanches, disons qu’un succes
consiste a tirer la boule rouge. On effectue 7 tirages successifs avec remise dans l'urne : il
s’agit d’'un schéma de Berboulli de paramétres (7, 1)

Exemple 17. Pour un schéma de Bernoulli de parameétre (n,p),

— L’univers est {succes, echec}”. La mesure P n’est en général pas uniforme, sauf si p = %

— Pour k € [1,n]), soit Ay = « obtenir un succes lors de la k-iéme expérience ». Les événements
(A, -+, Ay,) sont mutuellement indépendants (et leurs contraires aussi) et P(Ag) = p.

— La probabilité d’obtenir un succes lors de la premiere épreuve et des échecs a toutes les
épreuves suivantes est

P(A1N Ay NN Ay) = P(A) P(As) - P(A,) = p(1 —p)"

Exercice 14. On considere un schéma de Bernoulli de parametre (n,p), et un entier k € [0,n].
Quelle est la probabilité de I’événement E) =« obtenir exactement k succes » ?

réponse :

Notons Q = {s, e}"; une issue de 'expérience est une suite de n valeurs égales a e ou s.

- B} est Uensemble des n uplets qui contiennent exactement k fois la lettre s (et donc n — k fois la
lettre e. Donc card(Ey) = (Z)

- Par ailleurs, chaque événement élémentaire dans Ej, a la méme probabilité p*(1 — p)"~* (on utilise
ici 'indépendance mutuelle de Ay, Ay, --- A,,)

- Donc P(Ey) = (Z)pk(l —p)F
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