Espaces vectoriels
PCSI



Dans tout ce chapitre
= onnote K=R ou C.

= on se donne n € N*



1. Structure d’espace vectoriel



2. Sous-espaces vectoriels



3. Familles de vecteurs libres et génératrices, bases



4. Applications linéaires



Plan de cette partie :

@ Définition des applications linéaires (AL), caractérisation,
vocabulaire et exemples

® Opérations sur les AL : combinaisons linéaires, composition

© Effet d'une AL sur un sous-espace vectoriel : noyau et image.
Caractérisation des AL injectives ou surjectives

O Effet d'une AL sur une famille de vecteur



Soient E et F des K-espaces vectoriels et f : E — F une application.



Définition 1

% f est dite linéaire lorsque :
= V(a,b) e EXE f(a+b)="Ff(a)+f(b), et
= V(A a) e KxE f(\.a) = \.f(a)

% Lorsque F = E on dit que f est un endomorphisme de E.

% Une application linéaire bijective E — F est appelée un isomor-
phisme (automorphisme lorsque F = E).

%* S'il existe un isomorphisme de E dans F on dit que E et F sont
isomorphes.




Notation.
= L’ensemble des applications linéaires E — F est noté L(E, F) (ou
L(E)si F=E).
= L'ensemble des automorphismes de E est appelé groupe linéaire de
E, noté GL(E)



Exemple

L'application nulle E — F, x — Of est linéaire.
L'application identité Idg est un automorphisme de E

Soit A € K. L'homothétie de rapport A est I'endomorphisme x — Ax
de E, on la note AIdg

La dérivation P +— P’ est un endomorphisme de K[X]

La rotation d'angle # € R : z +— ez est un endomorphisme du
R-espace vectoriel C.

L'application (x,y) — (x,0) est un endomorphisme de R?
(projection orthogonale sur I'axe des abscisses)

L'application (x,y) — (y, x) est un endomorphisme de R? (symétrie
orthogonale par rapport a la droite d'équation y = x)

Soit A € M, »,(K). L'application ua : M, 1(K) — M, 1(K) définie par
ua : X — AX est une application linéaire dite canoniquement
associée a A.



Proposition 1  Soit f : E — F linéaire. Alors
= f(0g) = Of.
= Vx€E f(—x)=—f(x)







Proposition 2 [caractérisation d'une application linéaire]
% Les propositions suivantes sont équivalentes :

@ f est linéaire
O V(N x,y) EKxE2 f(Ax+y)=M(x)+f(y)







Proposition 3 [combinaisons linéaires d'applications linéaires]
% L(E,F) est un sous-espace vectoriel de F(E, F)(= FFE).




démonstration :

- L'application nulle est linéaire, donc Oe € L(E, F).

- Soient f,g € L(E, F) et soit « € K. Montrons que f + ag est linéaire.
Soient (x,y,\) € E2 x K. On a

(F+ag)Mx+y)=Ff(Ax+y)+ag(Ax+y)
= M(x) + f(y) + arg(x) + ag(y)
= M(x) + Aag(x) + f(y) + ag(y)
= Mf + ag)(x) + (f + ag)(y)

donc f + ag est linéaire.
En conclusion £(E, F) est un sous-espace vectoriel de FE.



Proposition 4 [composition d'applications linéaires]

B Soient E, F et G des K-espaces vectoriels.

B Soient f € L(E,F) et g € L(F, G) des applications linéaires.
% gof:E — G est linéaire

% Si f est bijective, alors f~1: F — E est linéaire (bijective)




démonstration :
1) Montrons que g o f est linéaire. Soient x,x” € E et A € K. On calcule

(g0 A)(x+Ax') = g(f(x + AxX)) = g(f(x) + (X)) = g(F(x)) + Ag(f(x))
= (go)f(x) + A(g o F)(x)

Donc g o f est linéaire.

2) Supposons que f est un isomorphisme. Alors f est une bijection et f~!
aussi. On doit donc montrer que £~ est linéaire.

Soient y,y’ € F et soit A € K. Comme f est linéaire on a

FENy) + M) = F(FH ) + AMF(FHY) =y + Ay

Donc f~Y(y) + AF1(y") = f~1(y + \y’). Donc f~1 est linéaire.



Proposition 5

B Soient E, F, G des K-espaces vectoriels.

B Soient f,g € L(E,F) et h,j € L(F, G) des applications linéaires
et soit \ € K.

* (h4+j)of=hof+jof

* ho(f+g)=hof+hog

* (Ah)of =ho(Af)=A(hof)




démonstration :
- Les formules

(h—|—j)of:hof—|—jof
(Ah)o f = A(hof)

sont vraies pour toutes applications h, j, f; elles résultent de la définition

de I'addition et du produit externe dans I'ensemble GF des fonctions
F—G.
- Les formules

ho(f+g)=hof+hog
ho(Af)=MAhof)

résultent de la linéarité de I'application h.



Remarque. Le triplet (L(E), +, o) est donc un anneau, non commutatif
en général.

Les régles de calcul habituelles (développements, factorisations,
puissances) s'appliquent; en particulier les identités remarquables " — g
et (f + g)" sont valables pour des endomorphismes f et g qui
commutent, ie lorsque fog=gof

n



Exercice 1. Soient f,g € L£(R?) définis par

fx,y)=(y,—x) et g(x,y)=(x—2y,5x —y)

@ Montrer que f et g sont linéaires
@® Donner I'expression de f o g(x,y) et g o f(x,y) pour tout
(x,y) € R?
© Montrer que f et g sont bijectives, donner |'expression de =1 et de

g



Réponse :
1) Montrons que f est linéaire. Soient (x,y) € R?, (x,y’) € R? et
A € R, nous calculons

FOACGy) + (X Y1) = F(Ax + X Ay + )

= (/\y + ylv _()‘X + X/)) = )‘(yv _X) + (y/’ _X/)
= M(xy)+f(x.y)

donc ’ f est une linéaire. ‘ La démonstration est semblable pour g
2) Soit (x,y) € R?,

fog(x,y)="f(x—2y,5x —y) = (5x —y,—x +2y)
gof(x,y)=gly,—x) = (y +2x,5y +x)



3) Montrons par exemple que g est bijective. Soient (x,y) € R? et
(a, b) € R?, considérons I'équation d'inconnue (x, y) :

_ _ —a+2b
x—2y=a o X—ET
bx —y =

g(x,y) =(a,b) & {

Nous trouvons une solution unique, donc ‘g est bien bijective ‘ et

1 _(—a+2b —5a+b
e = (T

On trouve de méme f~1(a, b) = (—b, a), autrement dit 1 = —f



Exercice 2.
@ Montrer que tout endomorphisme de K est de la forme f, : x — ax
(ot @ € K)
@ Pour (a, 8) € K2, que dire de f,, + f3? de f, 0 f3?
© Pour quelles valeurs de « la fonction £, est-elle bijective ?



Réponse :
1) Soit f : K — K linéaire. Pour tout x € K, nous avons donc

f(x) =f(x.1) = x.f(1) = ax = f,(x)

ol a = f(1). Inversement pour tout o € K, on vérifie facilement que f,
est une application linéaire.
2) Pour tout x € K,

(fa + f5)(x) = ax + Bx = (a + B)x
(fa 0 f3)(x) = a(Bx) = (af)x

donc | fo + fy = farg | et | oo fy = fug |
3) fy est la fonction nulle et n'est donc pas bijective. Mais pour a € K*,

foofi =f =Idk

donc | f, est bijective ssi o # 0, d'inverse f1




Proposition 6

B Soit f € L(E,F)

B Soient A un sous-espace vectoriel de E et B un sous-espace vectoriel
de F.

* L'image directe f(A) = { f(x) / x €A } est un sous-espace
vectoriel de F.

* L'image réciproque f}(B) = { x€ E / f(x)€ B } est un
sous-espace vectoriel de E.




démonstration :
1) Montrons que f(A) est un sous-espace vectoriel de F.
Og € A donc f(0g) € f(A) donc f(A) # @.
Soient x,y € f(A) et soit A € K. On a donc x = f(a) et y = f(a’) avec
a,a’ € A. Comme A est un sous-espace vectoriel de E, ona a+\a’ € A
donc

x4+ Ay = f(a) + M (d') = f(a+ \a') € f(A)

Donc f(A) est bien un sous-espace vectoriel de F.

2) Montrons que f~1(B) est un sous-espace vectoriel de E.

On a f(0g) = O € B, donc O € f~1(B), donc f~1(B) # @.

Soient x,y € f~1(B) et soit A € K. Alors f(x) € B et f(y) € B. Comme
B est un sous-espace vectoriel de F, on a f(x) 4+ Af(y) € B, donc
f(x+Ay) € B, donc x + \y € f~1(B).

Donc f~1(B) est bien un sous-espace vectoriel de E.



Définition 2 [noyau et image]

B Soit f € L(E, F).

% On appelle image de f, et on note Im(f), I'ensemble f(E). C'est
un sous-espace vectoriel de F

% On appelle noyau de f et on note Ker(f) I'ensemble =1 ({0f}).
C'est un sous-espace vectoriel de E




Remarque.
« Im(f)={ f(x) / x€E}
» Ker(f)={ xeE /| f(x)=0F }



Exemple

= Le noyau (resp. I'image) de la fonction nulle 0 : E — F sont
respectivement E et {0f}

= Le noyau (resp. I'image) de la fonction identité Idg : E — E sont
respectivement {Og} et E

= Soit f : R? — R? définie par f(x,y) = (x,0).
Ker(f) = { (x,y) €R? / (x,0)=(0,0) } ={0} xR

Im(f) ={ (x,0) / xeR } =Rx{0}



Exercice 3. Soit f € L(R? R?) définie par
fi(x,y,z2)~ (2x —y,x + z)
© Montrer qu'il existe un vecteur a € R3 (a préciser) tel que

Ker(f) = Vect(a)
® Montrer que Im(f) = R?



Réponse : 1) Soit (x,y,z) € R>. Nous avons

2x—y =0 @{y:2x

(x,y,z) € Ker(f) & f(x,y,z) = 0pe & {
x+z=0

Par conséquent
Ker(f)={ (x,2x,—x) / xeR }={ x.(1,2,-1) / xeR }
= Vect{(1,2,-1)}

Nous pouvons donc poser [ a = (1,2,—1) |

remarque : le vecteur a obtenu n'est pas unique, tout vecteur de la forme
Aa avec A # 0 convient !



2) Il est immédiat que Im(f) C R?, montrons que R?> C Im(f). Puisque
RR? est engendré par la base canonique i = (1,0),/ = (0,1), il suffit de
montrer que i € Im(f) et j € Im(f). Or nous observons que

£(0,—1,0) = (1,0) = i et £(0,0,1) = (0,1) = j

Donc i et j sont dans Tm(f) : |Im(f) = R?




Exercice 4. Trouver le noyau et I'image de I'endomorphisme de K[X]
défini par f : P — P’



réponse :
Soit P € K[X]. P appartient au noyau de f si et seulement si P’ =0,

autrement dit lorsque P est constant : | Ker(f) =K
N
Soit P = Z axX*¥ € K[X]. P appartient a I'image de f si et seulement si

k=0
il existe Q € K[X] tel que Q = P. Or un tel polyndme existe, il suffit de

N xk+l
poser Q = Z W1 Donc | Im(f) = K[X]
k=0



Proposition 7 [caractérisation de I'injectivité et de la surjectivité]
B Soit f € L(E,F).

% f est surjective si et seulement si Im(f) = F

% f est injective si et seulement si Ker(f) = {0g}




démonstration :
1) f est surjective & f(E) = F < Im(f) = F.
2) Si f est injective, alors O a au plus un antécédent par f dans E, donc
Ker(f) = {0g}.
Réciproquement supposons Ker(f) = {0g} et montrons que f est
injective. Soient x, x’ € E tels que f(x) = f(x’). Comme f est linéaire on
peut écrire

fix —x")=f(x)— f(x')=0¢

donc x — x’ € Ker(f) = {0g}, donc x — x’ = 0g. Donc f est injective.



Exemple f:P — P’ est un endomorphisme surjective mais non injectif
de K[X] (voir exercice précédent)



Exercice 5. Etudier I'injectivité et la surjectivité de f : R? — R? définie
par f : (x,y) — (x — 3y, 6y — 2x)



Réponse :
f(3,1) = (0,0
(

) donc (3,1) € Ker(f) donc f n'est pas injective.
Le vecteur (1,0)

n'est pas dans I'image de f; en effet si on suppose

—3y=1
6y —2x=0
facilement que ce systéme est incompatible : contradiction. Donc f n’est
pas surjective.

(1,0) = f(x,y) avec (x,y) € R?, alors , Or on vérifie



Proposition 8 [image d'une famille de vecteurs par une AL]

B Soit f € Lcal(E,F)

B Soit & = (e, -+ ,e,) € E" une famille de n vecteurs de E. On
note F = (f(e1), -+ ,f(en)) : c'est une famille de vecteurs de F, dite
image de & par f

% Si f est injective et & est libre, alors F est libre

% Si f est surjective et £ est génératrice, alors F est génératrice

% Si f est bijective et £ est une base de E, alors F est une base de
F

% Si & est une base de E, alors

Im(f) = Vect(F) = Vect(f(e1), - ,f(en))




démonstration :
1) Supposons f injective et £ libre. Soit (A1,---, ;) € K" tel que

2”: )\,-f(e,-) = OF
i=1

Comme f est linéaire,

f (zn: )\,’6,‘) = OF
i=1

n
Or f est injective, donc Z)\;e,- = 0g. Or & est libre donc \; = 0 pour

i=1

tout i € [1,n]. Donc F est libre.

2) Supposons f surjective et £ génératrice. Soit y € F. Comme f est
surjective il existe x € E tel que f(x) = y. Comme & est génératrice dans

E, il existe (\;) € K" tel que x = Z/\,-e,-. Alors
i—1

y = f(X) =f (Z /\;6,‘) = Z/\,f(e,)

Donc F est bien génératrice dans F.



3) est la conjonction de (1) et (2)
4) f induit une surjection de E sur Im(f) et (eq, -, e,) est une famille
génératrice de E, donc F est une famille génératrice de Im(f).



Remarque. Les réciproques sont vraies : si I'image d’une famille libre
(resp. génératrice) par f est encore libre (resp. génératrice), alors f est
injective (resp. surjective)



Exercice 6. Soit f : R? — R> définie par
f(x,y)=(x+y,2x —y,3x +y)
@ Vérifier que f est linéaire
@ Préciser I'image par f de la base canonique de R?
® Trouver une base de Im(f)

O Montrer que f est injective mais pas surjective.



réponse :
)
2) Posons i = (1,0) et j = (0,1) (base canonique de R?). Nous obtenons
f(i)=1(1,2,3) et f(j) = (1,-1,1)

3) Notons e; = (i) et e; = f(j). D'apres le théoreme précédent,
Vect(er, &2) = Im(f) donc (er, &) est une famille génératrice de Im(f).
Nous vérifions facilement que cette famille est aussi libre, donc

[y

’ (e1, e2) est une base de Im(f) ‘

4) Etudions I'injectivité de f en calculant son noyau. Soit (x,y) € R?,

x+y=0
f(x,y)=0ps & <2x—y =0 < (x,y)=(0,0)
3x+y=0

donc Ker(f) = {(0,0)} : [ f est injective |

Pour la non surjectivité, montrons que Tm(f) # R>. Il suffit de trouver un
vecteur e3 € R® qui n'est pas combinaison linéaire de e; et e,. Par
exemple e3 = (1,0,0) ¢ Vect(er, &) (cela se démontre facilement par

I'absurde). Donc ‘ f n'est pas surjective‘




5. Construction d’applications linéaires



Outre les opérations (addition, composition...) vues dans la partie
précédente, nous allons présenter deux procédés pour construire des
applications linéaires E — F :

@ En utilisant des sous-espaces supplémentaires
® En utilisant une base de E et une famille de vecteurs de F



Théoréme 9 [recollement d’applications linéaires]

B Soient £, E; des sous-espaces supplémentaires de E (ie E4®E; = E,
voir partie I1)

B Soient @7 : Ey — F et ¢y : E — F des applications linéaires.

% |l existe une unique application linéaire f € L(E, F) telle que

fie, = pret fig, = @2

% De plus pour tout (xi,x2) € E1 X B, f(x1 +X2) = @1(x1) + p2(x2)




démonstration :

Par analyse-synthese.

-Soit f € L(E, F) qui vérifie toutes les conditions voulues, alors pour tout
(x1, %) € E1 X B,

fa +x) = f(xa) + f(x) = p1(x1) + p2(x2)

Comme E; @ E; = E, |l existe une unique fonction f qui vérifie cette
condition.

-1l reste & montrer que f convient.

D’abord pour tout x; € Ey, f(x1) = f(x1 +0) = ¢1(x1) + ¢2(0) = ¢1(x1)
donc fig, = ¢1. De méme fig, = .

Enfin on vérifie que f est une application linéaire (en utilisant la linéarité
de ¢ et de ).



Exercice 7. Soient E =R’ F=R, i ={ (x,.0) / (xy) R},
E;={ (0,0,z) / ze€R }.On pose pi(x,y,0) =x+y,
WZ(OaOaZ):?)Z-

© Montrer que E; et E, sont des sous-espaces supplémentaires de R>
® Montrer que @1 et , sont linéaires

© Donner I'expression de f : R® — R obtenue par recollement de p1 et
P2.



réponse :

1) On vérifie facilement que E; N E; = {0}. De plus

Ei+E=1{ (x,y,0)+(0,0,2) / (x,y,z) €R® } =R’ donc E; et
E, sont supplémentaires.

2) Montrons que (, est linéaire. Soient (0,0, z) et (0,0, z’) dans E, et
AER,

©2(A(0,0,2) +(0,0,2")) = ¢2(0,0,\z + Z')
=3\z+Z2Z)=X3z+7
= A\p2(0,0,z) + ¢2(0,0,2")
donc ¢, est linéaire. Démonstration semblable pour 1.
3) Soit (x,y,z) € R®,
f(x,y,z) = f((x,y,0) +(0,0,2)) = f(x,y,0) + £(0,0, z)
= 901(X7}/70) =+ @2(05 072)

~[riyi3



Théoréme 10 [construction d’AL par I'image d'une base]

B Soit £ = (e1, - ,e,) une base de E

B Soit F =(f1,---,f,) une famille quelconque de F.

% |l existe une unique application linéaire ¢ : E — F telle que

Vie[l,n] o(e)=*f

% est injective (resp. surjective) (resp. bijective) si et seulement si
F est libre (resp. génératrice)(resp. une base).




démonstration rapide :

Par analyse-synthese.

- Soit ¢ une application linéaire qui convient et soit x € E. Décomposons
x dans la base (e1, -+ ,e,) :

n
X = ZX,‘G,’
i=1
donc
n n n
() =0 (D> xe | = xiple) = xif
i=1 i=1 i=1

cette relation détermine la fonction ¢ de facon unique.
- Il reste a constater que cette fonction ¢ est linéaire, et que I'image de
€; par p est bien f;



Exemple

= |l existe une unique application linéaire ¢ : R? — R telle que
f(1,0) =(2,3,4) et f(0,1) = (-7,1,0)
= Pour tout (x,y) € R on a

f(x’y) = f(X(l,O) +y(07 1))
= x(2,3,4) + y(~7,1,0)
= (2x — 7y, 3x + y, 4x)

= La famille ((2,3,4),(—7,1,0)) est libre, non génératrice dans R,
donc ¢ est injective et non surjective.



Exercice 8. Dans R> on appelle (i,j, k) la base canonique et e; =i — J,
e =i+2j, e3=2k
@ Montrer que (er, e, €3) est une base de R3. On donnera |'expression
des vecteurs i, j et k dans cette base.
@ Soit € L(R?) défini par f(e1) = —e1, (&) = 0 et f(e3) = 4es.
Calculer f(i), f(j) et f(k)
© En déduire f(x,y, z) pour tout (x,y,z) € R®



réponse :
1) Montrons d'abord que (e, e, e3) est libre. Soit (A1, A2, A3) € R tel
que A\1e1 + Axex + Aze3 = 0, nous avons donc

M —J)+ X (i +2j) + A2k =0
donc ()\1 + /\Q)i + (—)\1 + 2/\2)j +2X3k =0
AM+A=0
donc ¢ —A\; +2X =0
203 =0
dOnC>\1:)\2:)\3:0
La famille (e, e, e3) est bien libre.
Il reste a montrer que cette famille génératrice. Puisque

R3 = Vect(/, ], k), il suffit de montrer que les vecteurs i, j et k sont tous
dans Vect(er, ez, e3). Or on voit aisément les relations :

1 1 1
i: §(261 + e2), _/: 5(62 — 61)7 k = 563

donc (e1, &, e3) est une famille génératrice. C'est une base de R*



2) On calcule

(i) = F(5 (201 + &) = 3 (2f(e1) + F(e2))

1 2
= 5(—261 + 0) = —ge].

1
On trouve de méme |f(j) = Z ¢ = §(i —j) et ‘ f(k) =2e3 = 4/(‘
3)

f(x,y,2) = f(xi + yj + zk) = xf (i) + yf(j) + zf (k)
2x y

=5 (=) + 30 —))+4zk

—2x+y 2x—y
=\\——,—5,4z
3 3




6. Projecteurs et symétries



Les projecteurs et les symétries sont des endomorphismes particuliers
d'un espace vectoriel. Dans cette partie :

® Nous donnons deux définitions équivalentes (algébrique puis
géométrique) d'un projecteur, puis des exemples

® Nous faisons de méme pour les symétries



Soit E un K-espace vectoriel.



Définition 3 [projecteurs, description algébrique]
% On appelle projecteur (ou projection) de E tout endomorphisme
p € L(E) vérifiant po p = p (on dit aussi que p est idempotent).




Exercice 9.
= Vérifier que O () et Ide sont des projecteurs de E

» Montrer que p € L(R?) défini par p: (x,y) — (x,0) est un
projecteur de R

= Montrer que p € L(R®) défini par p: (x,y,z) — (x,y,x) est un
projecteur de R3.



réponse :

1) Il suffit d'observer que 000 =0 et Idg o Idg = Idg

2) Pour tout (x,y) € R?, pop(x,y) = p(x,0) = (x,0) = p(x, y), donc
pop = p et pest bien un projecteur de R?

3) Pour tout (x,y,z) € R?,

pop(x,y,z)=p(x,y,x) = (x,y,x) = p(x,y,z), donc pop=p



Exercice 10.
@ Pour quels A € K I'application AIdg est-elle un projecteur ?

® Soit p un projecteur de E, montrer que Idg —p est aussi un
projecteur de E

© Soient p et g des projecteurs de E tels que pog=qgop=0.
Montrer que p + g est un projecteur.



réponse :

1) (AMdg)? = A?Idg donc AIdg est un projecteur ssi A2 = )\, c'est-a-dire
A=0ouA=1

2) Puisque Idg et p commutent, nous avons

(Idg —p)? =1dz —21dg op+ p? = Idg —2p + p = Idg —p

donc Idg —p est bien un projecteur.
3) (p+9)=p>+poqg+qop+q>=p+gq, donc p+qestun
projecteur



La propriété fondamentale suivante donne une autre définition, de nature
géométrique, des projecteurs :



Théoréme 11 [projecteurs, définition géométrique]

B Soit p € L(E)

% Les propositions suivantes sont équivalentes :
@ p est un projecteur

® |l existe deux sous-espaces vectoriels supplémentaires F et G de
E tels que

Vx e F p(x)=x
Vxe G p(x)=0

F =Im(p) = Ker(Idg —p) et
G = Ker(p) = Im(Idg —p)
% On dit alors que p est le projecteur sur F parallélement a G.

% Le cas échéant, {




Démonstration rapide :

(1) = (2) : Supposons (1), c'est-a-dire p> = p. Posons F = Im(p) et
G = Ker(p). On montre successivement :

- Vx € F p(x) = x : pour cela on écrit x = p(y) (définition de I'image)
d'ot p(x) = p?(y) = p(y) = x. En passant on a montré que

F C Ker(Idg —p)

- Vx € G p(x) = 0 : par définition du noyau de p
-FNG={0}:pour x € FN G, on a en méme temps p(x) = x et
p(x) =0donc x =0

- F+ G=E : pour x € E, on observe que x = p(x) + (x — p(x)). On
vérifie alors que p(x) € F (trivial) et x — p(x) € G (en utilisant p> = p!)
- F = Ker(Id —p) : Il suffit de montrer que Ker(Id —p) C F. Or pour
x € Ker(Id —p) on a x = p(x), donc x est dans I'image de p
- G =TIm(Id —p) : se montre de méme par double inclusion (ou en
appliquant ce qui précéde au projecteur Id —p...)



(2) = (1) : Supposons (2), et montrons que p? = p. Soit x € E. Comme
F® G=E,onpeutécrirex=y+zavecy € Fetze G.D'ou:

p(x) =p(y +2z)=p(y) +p(z) =y

et
p*(x) = p(p(x)) = p(y) = y = p(x)

Donc p? = p et p est bien un projecteur. [



Notation. Dans ce cours, le projecteur sur F parallelement a G sera
noté pr/¢



Remarque. Un projecteur est donc caractérisé géométriquement par son
noyau (G) et son image (F) et ceux-ci sont des sous-espaces
supplémentaires.



lllustration : un vecteur x € E et son projeté pg,g(x) sur F
parallelement 3 G :

G




Remarque. Avec les notations du théoréme :
= g = Idg —p est alors le projecteur sur G parallélement a F.

= Tout vecteur x € E se décompose, de facon unique, sous la forme
x=u+vavecu€ FetveG,etdeplus: u=p(x)etv=gqg(x).



Exemple
@ L’'endomorphisme nul 0 est le projecteur sur {Og} parallélement & E
® Idg est le projecteur sur E parallélement a {Og}.
© Dans R, le projecteur sur R? x {0} parallelement 3 {(0,0)} x R est
p:(xy,2) = (x,y,0)



Exercice 11. Dans R?, on pose F = Vect{(1,3)} et
G={ (x,y)€R* / x+4+2y=0 }-
® Montrer que F ® G = R2. Représenter F et G sur un méme dessin.

® Soit p le projecteur sur F parallélement a G. Représenter
graphiquement les vecteurs a = (9, —2) et p(a)

® Donner (sans calcul) la valeur de p(1,3) et p(—2,1)

@ En déduire la valeur de p(1,0) et p(0,1), puis I'expression de p(x,y)
pour tout (x,y) € R2.



réponse :
1) et 2) laissés en exercice

3) (1,3) € F et F =1Im(p), donc|p(1,3) =(1,3)|

(=2,1) € G et G = Ker(p), donc ‘ p(—2,1) = (0,0)‘

4) p(1,0) = p(3((1,3) =3.(=2,1))) = 7(p(1,3) = 3p(-2,1)) = %(1,3)

p(0,1) = p(3(2.(1,3) + (=2,1))) = 7(2p(1,3) + p(-2,1)) = ;(173)

plx,y) = xp(1,0) +yp(0,1) =| =—=—(1.3)

En particulier p(a) = p(9, —2) = %(17 3), a vérifier sur le graphique fait a
la question 21




Remarque. Un projecteur autre que 0 et Idg n’est ni injectif, ni surjectif.



Définition 4 [symétries, définition algébrique]
% On appelle symétrie de E tout endomorphisme s € L(E) tel que
sos =1Idg.




Exemple
= Idg et — Idg sont des symétries de E.
» s € L(R®) définie par s(x,y, z) = (—y, x, z) est une symétrie de R>.
= P P(—X) est une symétrie de K[X].

= Si s est une symétrie de E alors —s aussi.



Exercice 12.  Soit p un projecteur de E. Montrer que s = 2p — Idg est
une symétrie de E



réponse :
On effectue le calcul suivant, et on utilise la relation p?> = p :

(2p—1d)> =4p®> —4p+Id=4p —4p+1d=1d



Remarque. s € L(E) est une symétrie si et seulement si s est bijective
et sl =s.



Théoréme 12 [symétries, définition géométrique]

B Soit s € L(E)

% Les propositions suivantes sont équivalentes :
@ s est une symétrie

@ |l existe deux sous-espaces vectoriels supplémentaires F et G de
E tels que
Vx e F s(x)=x
Vx e G s(x)=-—x

% Le cas échéant, F = Ker(s —Idg) = Im(s + Idg) et G = Ker(s +
IdE) = Im(s - Id[_:)

% On dit alors que s est la symétrie par rapport a F parallélement a
G (notée sg/ dans ce cours)




idée de la démonstration :
On peut se ramener au théoréme correspondant en posant p = %(Id +s)
et en observant que

s?=Ide p’=p

De plus Ker(p) = Ker(Id +s) et Im(p) = Ker(Id —p) = Ker(Id —s) O



lllustration : un vecteur x € E et son symétrique sg,g(x) par rapport a
F parallélement a G :

G

5F/G(X



Remarque. Etant donnés F et G supplémentaires,
" SG/F = —SF/G
" SF/G = PF/G — P6/F = 2pFjc — Ide



Remarque. —1Idg est la symétrie par rapport a {Og} parallélement 3 E



Exercice 13. Dans R?, on pose F = Vect{(1,3)} et
G= { (x,y) eR?® /| x+42y=0 } (qui sont supplémentaires, voir
un des exercices précédents)

@ Soit s la symétrie par rapport F parallelement a G. Représenter
graphiquement F, G et les vecteurs a = (9, —2) et s(a)

@® Donner (sans calcul) la valeur de s(1,3) et s(—2,1)
© Trouver I'expression de s(x, y) pour tout (x,y) € R?.



réponse :
1) laissé en exercice

2) (1,3) € F et F = Ker(s — Idg), donc|s(1,3) = (1,3) |
(~2,1) € G et G = Kex(s + Idg), donc | s(2,1) = —(~2,1) = (2,~1) |

3) Nous calculons alors :

1

s(1,0) = s(3((1,3) = 3.(=2,1))) = 7(s(1,3) = 35(~2,1)) = | 5(-5,6)
s(0,1) = s(3(2.(1,3) + (-2,1))) = 3(2s(1,3) + s(-2,1)) = ;(4,5)

1
S(x.) = x6(1,0) + y5(0,1) =| 7 (~5x + 4y, 6x + 5y)
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