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(%) Démontrer que les formules suivantes définissent des produits scalaires sur I'espace vectoriel associé :

L(P| Q)=

P(ar)Q(ay) sur R,[X], ot ag, - ,a, sont des réels deux a deux distincts.

¢ L0

Pk)Q(K)

2 (P Q)=3 =5

sur R[X] (montrer d’abord que la série converge)

B
Il
o

3. ((v1,29,73) | (Y1,Y2,¥3) ) = 211 + 222y2 + T3y2 + T2y3 + 3w3y3 sur R

1
401 1) = [ 2O s c(o.1R)
5.(f | g)=F(0)g(0)+ [} f'(£)g(t)dt sur C*([0,1],R);
REPONSE :
1.

2. Soient P,Q, R € R[X] et A € R. Soit d un entier > max(deg(P), deg(Q)), on a

P(k)Q(k) k2 1
' o o\ ) T
donc la série )| % est absolument convergente.

-linéarité & gauche :

+oo
(P+XQ | R)=Y (P(k) + AQ(k))R(k)

k!
k=0
X PRRK) | X QUR)R(K)
7;6:0 k! +’\k§ k!

=(P [ R)+XMQ | R)

-symétrie :
+oo +oo
Q(k)P(k) P(k)Q(k)
(QIP)=) (= —5-=(P|Q)
k=0 k=0
-positivité :
+oo 2
P
(P | P)= Z (]fl) > 0 (somme de réels positifs)
k=0
de plus :

X P(k)?
(P | P):O(:)kzzo k!) =0

&VkeN P(k)=0

< P =0 (seul le polyndme nul a une infinité de racines)

Finalement l'application (P, Q)+ ( P | Q) est bien un produit scalaire sur R[X].
3. Vérifions les axiomes de positivité et de séparation. Soit z = (x1,x2,z3) € R3,

(x| o) =23+ 225 + 2wow3 + 305 = 23 + 23 + 225 + (w2 +23)* > 0

et de plus :
22 =0
2:0
(z | z)=0at+a3+202 +(za+23)’ =05 m; 0 sx=0
x5 =
(:)J2+IE3)2—0

1/ i3
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4. Vérifions I'axiome de séparation. Soit f € C([0,1],R) :

(F1F) —0@/t2 2dt =0

&Vt e[0,1] t*f(t)* = 0 (intégrale nulle d'une fonction continue et positive)
<Vt el0,1] f(t)=0

< Ve [0,1] f(t) =0 (f est continue en 0)

< =0

5. Vérifions I'axiome de séparation. Soit f € C*([0,1],R) :
(1 s=0e 502+ [

< f(0) = / f'(t)%dt = 0 (somme nulle de termes positifs)
0

& f(0) =0et Vt € [0,1] f'(t)> = 0 (intégrale nulle d'une fonction continue et positive)
< f(0) =0 et f est constante sur [0, 1]
< f=0

(x) Dans R® muni du produit scalaire canonique, orthonormaliser en suivant le procédé de Schmidt la base
(u,v,w) avec : u = (1,0,1), v=(1,1,1), w = (-1,-1,0)

REPONSE :  Soit (a
- D’abord a = %+ =

¢) Porthonormalisée de Gram-Schmidt associée a (u, v, w).
’

e
Iul V2
- Ensuite b = T=T ol

T =0~ Pyect(w)(V) =v—(v | a)a=(1,1,1) = (1,0,1) = (0,1,0)
donc b = (0,1,0).

- Enfin ¢ = HZH ol

1 1
yZU)_pvect(a,b)(w):u}_<w | (1,>CL—<U) | b>b:(_15_170)+5(1;071)4_(07170):5(_1,071)

donc ¢ = %(—1, 0,1)
(x) Proposer une base orthogonale de Ry[X]| muni du produit scalaire ( P | Q ) = P(0)Q(0)+ fol P'(t)Q'(t)dt

REPONSE :  Appliquons le procédé de Schmidt; soit (Py, Py, P3) 'orthogonalisée de Schmidt de la base
canonique (1, X, X?) :
pP=1
Py :X_pvect(l)(X) =X - <H L 12 : 1=X

1] x2 X | X?
P3 = X2 7p1)e(:t(1,X)(X2) :X27(< 12 >1+ < IIx H2>

(1,X,X? — X) est une base orthogonale de Ry[X].

(*x) Montrer que Vn € N* V(zy,--- ,z,) € (R})" n? < (Z > (Z xk)

k=1

X)=X2-X

REPONSE : R" étant muni du produit scalaire canonique, posons x = (\/Z1, -+ ,1/Zn) € (R})" et y =
(\/%, cee \/%) Appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(z [y <=yl
n 1 2 n 1 n
e (v ) < (55 (2
done n? < <i ) <Z xk)
=1 Uk

2/[13]
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(%) Montrer que pour toute fonction continue d’un segment [a, b] dans R, on a

b 2 b 9
(L ﬂﬂﬁ> S(b‘“)L (1)) ar

Pour quelle(s) fonction(s) a-t-on I'égalité ?
REPONSE : L’espace E = C([a,b],R) est muni du produit scalaire
)
o) € B (f | g)= [ ft(o

Soit f € E et g = 1, appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(FlaP<IfIFlgl?

e (F (o) )
done ( / f(t dz‘) —a) ! (f(t))th

@ (%) Ro[X] est muni du produit scalaire ( P | Q) f P()Q(t)dt.

(b

1. Déterminer A € Ry[X] telque (1 | A)=1et (X | A)=(X?| A)=0
2. Calculer || A ||
3. Montrer que sup P(0) =3
Il P i<t
REPONSE :

1. Posons A = aX? +bX +c,

(1] A)=1 a4bye=1 a =30
(X | A)=0 ©2+24+c=0 <b=-36
(X2 ] A)= 24049 c=9

donc A =30X2%2—-36X +9

2. AP =(A| A)=(A]| 30X>-36X+9)
I All=3.

30(A | X2)—-36(A | X)+9(A | 1)=9donc

3. Les applications linéaires P — P(0) et P +— ( A | P ) prennent les mémes valeurs sur la base canonique
(1, X, X?), donc sont égales sur Ry[X].
Soit P € Ro[X] tel que || P || < 1. Alors (inégalité de Cauchy-Schwarz)
PO =(A | P)y<[AlllPI<3

avec égalité lorsque P = i ﬁ T Donc sup P(0)=3

Il Plist

(x) Soit E un espace euclidien de dimension 4, B = (eq,...,e4) une base orthonormée de E, et F le
r+y+z2z+t=0

sous-espace vectoriel d’équations dans B :
T+2y+32z+4t=0

1. Trouver une base orthonormée de F'.

2. Calculer d(ey, F).

REPONSE :

3/[13
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1. On commence par chercher une base de F. Soit a = xeq + yes + zez +teg € E.

r+y+z+t=0 r=z+2t
aceF & &
r+2y+32+4t=0 y=—2z—3t

donc F' = Vect(uy,us) avec
up = ey — 2eq + eg, Us = 21 — 3ex + €4

Soit (v1,v9) orthonormalisée de Gram-Schmidt associée a (ug, usz) :

Uuq

1
M = — = — (€ —2 <
U= g = veler — 262 +es)
p — w N
V2 = T O

1
W= Uz — Pyect(vy) (U2) =u2 — (uz | v1)v1 = 5(261 — ey — deg + 3ey)

donc vy = \/%(2(31 —eg — 4deg + 3ey).

(v1,v2) est une base orthonormale de F'.

d(er, F)* = || ex —pr(er) ||”
=l er |* = [ pr(er) ||* (Pythagore)

=1—|(er | v1)vi+ (e | va)vy|® (expression du projeté orthogonal)

=1-({er | )+ (er | 2)*) (Pythagore)

(it
N 6 30

donc d(ey, F) = /&

(*) Pour chacun des exemples suivants, donner une base orthonormale de F, de F'* et calculer la matrice
de la projection orthogonale pr dans la base canonique :

1. F=Vect{(-1,1,2),(1,1,1)} c R?
2. F={ PeRy[X] / P(1)=P'(0)=0 }, Ry[X] est muni du produit scalaire

2 2 2
< > an X" | ) b X" > = anbn.
n=0 n=0 n=0

3. F est I’ensemble des matrices réelles symétriques d’ordre 2. M2 (R) est muni du produit scalaire ( A | B ) =
Tr(*AB)

REPONSE :
1. Notons e; = (—1,1,2), ea = (1,1,1) (base de F).

« BON de F : Soit (fi, f2) Porthonormalisée de Gram-Schmidt associée a (eq, e2). On calcule :
fi=ray =L

a

fo= TaT ol a = ey —pe,(€2) = %(4,27 1), donc fy = \/%(472, 1).

+ BON de F- : Posons maintenant b = (z,y,2) € R® :

bEFL<:>{<b| y=0 @{—x—i—y—i—Zz:O @{y:—?)x
—0

€1
(b | e2) r4+y+2z=0 z =2z

donc F*+ = Vect((1,-3,2)). En posant f3 = ﬁ(l., —3,2) on obtient une base orthonormale de F*

4/[13
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« Matrice de pp dans la base canonique B = (i, j, k) : on calcule

pr(@)=(i | fi)fi+ (i f2>f2:i

pr(G) =3 | fV i+ (i | f2) fo = 1(3,5,6)

pr(t) = Ck | i) fut (K | f2) fo = 15(-2,6,10)

(13,3,-2)

13 3 -2
donc Mp(pr) = ﬁ 3 5 6
-2 6 10

2. Une base orthonormale de F' est (f1) = (X\ngl ). Une base orthonormale de F*- est (fa, f3) = (X, X 2“),

On calcule ensuite :
pr() = (1] fi) i = 5(1- X%
pr(X)=(X | f1)fi=0

pr(X?) = (X7 | fi) fi=5(X* 1)

1 0 -1
donc Myp,se Canonique(pF) - % 0 0
-1 0 1

3. base orthonormale de F' : (f1, fo, f3) = (<(1) 8) , (8 (1)) ,% <(1) (1)>>

0 1
1. — 1
base orthonormale de F'+ : f, = NG (_1 ())

base canonique de M3(R) : B = (Eq1, E12, E21, F22) (matrices élémentaires)
projections :

1/0 1
pr(En) = B, pr(E22) = By, pr(Er2) = pr(Ea) = 2 (1 0)

2 0 00
donc Mg (pr) = 3 8 1 } 8
00 0 2
@ (%) Soit E un espace euclidien de dimension 3 muni d’une base orthonormale B = (ey, ea,e3). Soit f € L(E)
lendomorphisme de matrice Mp(f) = % —52 _22 ; . Montrer que f est une projection orthogonale sur un
sous-espace F' dont on donnera une base. ! 20
REPONSE : Notons A = Mp(f). On voit facilement que A? = A donc f est un projecteur de E, sur

F = Im(f) parallélement & G' = Ker(f). Nous allons déterminer des bases de F et G et montrer que G = F*.
Notons C4, Cs, C3 les colonnes de A

- base de F : la matrice A est de rang au moins 2 (les deux premiéres colonnes sont indépendantes) et rg(A) < 3
(sans quoi on aurait f = Idg) donc (Cq, C3) est une base de Im(A) et donc une base de F' est

(ul, UQ) = (561 — 269 +e3,—e1 +e9 +e3

-base de G : d’apreés le théoréme du rang dim(G) = 1. De plus on observe la relation C; + 2C5 — C3 = 0 donc
1
2 | € Ker(A) et donc ug = e1 + 2e5 — e3 constitue une base de G.
—1

-orthogonalité : la base (eg, s, e3) est orthonormale donc

(uy | ug)=(be1 —2es+e3 | e1+2e2—e3)=5x1—-2x2—-1x1=0

(
et de méme (wug | ug) =0

5/ 3
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donc G C F+, puis G = F* pour des raisons de dimension.
(xx) Soit E un espace euclidien, et (eq, ..., e,) des vecteurs unitaires vérifiant :

n

VeeE |zl =) (z.e)?.

i=1

Montrer que (ey, ..., e,) est une base orthonormale (NB : on ne suppose pas que la dimension de I’espace est n.)

REPONSE : D’abord pour tout j € [1,n],

n

2 2 2 2
lej IIP =" (ejoen)” =1l e; II°+ > (ej.es)

i=1 i#]
donc pour tout i # 7, (e; | e; ) = 0. De plus avec z = i ;’ T
- J
n e 2
2 j 2
1= el =Y (2 pe) =le
i=1 ~J
donc (e1,- -+ ,e,) est une famille orthonormale.
Montrons que c’est une base. Soit F' = Vect(er, -+ ,e,), € Eety=z—pp(x)=x—> (x| € )e;:
n 2 n
2 2 2 2
lylP=lal>=||> (= [e)e| =lal*=> (| e) =0
i=1 i=1
donc y =0, donc z € F. Finalement F' = E et (e1,--- ,e,) est une base orthonormale.

(%*) Soit E preéhilbertien. Montrer qu'un projecteur p de E est un projecteur orthogonal si et seulement
siVe € B || p(z) | <[ |

REPONSE : Soit p un projecteur de E tel que
*: VzeE |p) <=z

Notons F = Im(p) et G = Ker(p), et montrons que les sous-espaces F' et G sont orthogonaux.
Soit (z,y) € F x G (y # 0) et soit A € R. Appliquons * au vecteur = + Ay :

I ple+Ag) | < [l 2+ Ay |
done || & || < || =+ Ay |

done | & P < [l + hy |

done |z [P < e P +2x{x | y)+ X[y
donc 0 <A@ (x | y)+Aly[?)

La fonction polynéme du second degré A — A2 (z | y )4+ M| y ||°) est positive sur R, donc a au plus une racine
Az |y)
(S
donc G = F+ et p est le projecteur orthogonal sur F.

(%) Soient E espace vectoriel euclidien, a € E et (a, 8,7) € R®. Résoudre 'équation

réelle, donc 0 = — donc (x | y) = 0. Par conséquent F et G sont orthogonaux et supplémentaires,

alz [ z)+p(x [ a)+y=0

REPONSE : Notons (E) I'équation étudiée et S I'ensemble de ses solutions. -Si « =0 et (8 =0o0u (8 #0
eta=0): (F)ey=0.S=2siy#0,S=F sinon.
Sia=0et f8#0et as#0: Puisque a # 0, la forme linéaire x +— (a | ) est surjective donc il existe b € E
tel que (a | b) = —7%. Donc

(E) & (z | a>:f%@<%b | a) =0 2—be Vect(a)"

6/ [13]
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donc S = b+ Vect(a)™*.

-Sia#0:
B o lalf+2 e a)y+ 2 =0
< m+;;12—£iﬂa2+zzo

nous avons donc les cas suivants :
oo 2
> Sifa||"—4ay<0:S=0

VB2 a ||?—4ay

2]
(%%) Soit A la matrice d’'un endomorphisme f d’un espace euclidien E dans une base orthonormale B.
Montrer que f est un projecteur orthogonal si et seulement si A2 = A et AT = A.

->Si 82| al||® —4ay = 0: S est la sphére de centre —%a et de rayon

(%*) Soient p et g des projecteurs orthogonaux d’un espace euclidien E. Montrer que pog=0< gop =0

(*) On munit £ = R,,[X] du produit scalaire : Pour P =Y. a; X" et Q =3, b; X", (P | Q) =", asb;.
Soit H = {P € E tq P(1) = 0}.

1. Trouver une base orthonormale de H.

2. Calculer d(X, H).

(x%) Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace préhilbertien F.
1. Montrer que : (F+G)t =FtnGtet Ft+GHCc (FNnG)*t

2. Montrer que ce sont des égalité lorsque E est de dimension finie.

REPONSE :

1. Inclusions (F + G)* Cc F- NGt et FX +GL C (FNG)* vues en cours.
Soit z € FX NG et soit 2 € F + G. Posons z = a + b avec (a,b) € F x G. On a donc

(z | z)=(z|a)+(x|[b)=0+0=0
donc x € (F+ G)*t. Donc (F +G)* = F-nG+
2. Supposons dim(E) < 4o00. Nous avons d’abord (question 1) :
(FY 4+ Gt = (FYHL n (Gt
Or pour tout sous-espace H de E, (H+)*+ = H, donc
(Ft+GH*t=FnaG

et
(FﬂG)L:((FL—f—GL)l)L:Fl—Q—GL

(%) On munit R[X] du produit scalaire (P | Q) = fol P)Q(t)dt. Soit f : P — P’(1). Montrer qu’il
n’existe aucun polynome A € R[X] tel que VP e R[X] (A | P )= f(P)

REPONSE : Raisonnons par I’absurde en supposant qu’un tel polynéme A = ag + --- +any X" existe. On a
donc

VneN f(X")=(X"] A)

N

donc Vn € N n:Z
k=0

ay
n+k+1

7/[13
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Notons M = maxy|ag|. On a donc pour tout n € N,

M M(N+1)

On+1_ n+1

n <
k

N

et quand n — +oo 00 < 0 : contradiction.
(¥x) On munit R[X] du produit scalaire ( P | Q) = fol P()Q(t)dt.

1. Déterminer une base orthonormale de R;[X]

1
2. Calculer inf / (t? — at — b)%dt
(a,b)eR? J

REPONSE :
1. (P, Py) = (1,V/3(2X — 1)) est une base orthonormale de R;[X]

2. Le nombre & calculer est d(X?, Ry[X])? :

A(X? Ry [X])? = || X2 = pp, g (X) |

| X2 (X | PYP—(X* | )R |
= x* H2*<X2 | Py >2*<X2 | P, >2 (Pythagore)

Sl
1

180

(% x %) Soit F un espace euclidien et f : E — E une application vérifiant f(0) = 0 et qui conserve les

distances : V(z,y) € E%, || f(z) — f(y) || = |  — v || (on ne suppose pas f linéaire)

1. Montrer que f conserve le produit scalaire :V(z,y) € E? (f(z) | f(y))={(z | y).

2. Que dire de I'image par f d’une base orthonormale de E 7

3. Montrer que f est linéaire

(% % %) Soit A une matrice carrée réelle, montrer que rg(A4) = rg(AT A) = rg(AAT)

(x % %) On note £? I'ensemble des suites (a,), de réels telles que la série Z a? converge.

1. Donner un exemple de suite positive (a,), qui appartient & 2 mais telle que la série >, an diverge.

2. Soient (an), et (by), dans ¢2, montrer que la série Y, a,b, est absolument convergente. Sa somme est

notée ( (an) | (bn) ).
3. Montrer que £2 est un sous-espace vectoriel de RY.

4. Montrer que (. | .) est un produit scalaire sur ¢2.

5. Soit F' I'ensemble des suites réelles a support fini (ie des suites (an)n

Montrer que F' est un sous-espace vectoriel strict de ¢2.

telles que 3k € NVn > k a,, = 0).

6. Pour tout entier k € N on note e, = (0g,n)n. Montrer que (ey)x est une base orthonormale de F. Montrer

que F+ = {0}.

. L, . a
7. Soit (ay,) € £2. Montrer que la série E — converge et que
n
n>0




PCSI1 TD 31 - ESPACES PREHILBERTIENS 2019-2020

REPONSE :
1. ( :) € (% mais Z 7 diverge.

2. Pour tout n, |an,b, < 5(a?2 +062). Or 3" a? et Y b2 convergent, donc > |a,b,| converge.

)

3. 02 #+ @. De plus si (a,), (b,) € £2 et X € R, alors pour tout n,

(an 4 Abp)? = a2 + Xapb, + b2 < a2 + |N|anb,| + b2
Or Y a2, Y |anby| et Y b2 convergent, donc Y (a,, + Aby)? converge, ie (a, + Ab,) € 2

(n+1) € (?\ F donc F est un sous-espace strict de £2.

5. Pour tous 4, j,
61 | ej § 577L5J77*5Lj
n=0

donc (ey)r est une famille orthonormale. Vect(ey), = F donc (ey) est une base de F.
Soit u = (u,) € F+. On a donc (u | e, ) = 0 pour tout k € N, ie u, = 0 pour tout k¥ € N. Donc u = 0.
Donc F+ = {0}. On en déduit (F+)t =2 #F

1

0sin=0
6. Soit b, = { 51.n . Appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz :
=+ sinon

[Ca [ o)I<Ilalllbl

+ooa
donc \Z—n| < ||
n

n=1

donc | Z —|

<

7

(% % *) R[X] est muni du produit scalaire { P | Q) /
1. Proposer une base orthonormale de Ry[X]

2. Pour a € R montrer qu'’il existe un unique P, € Ry[X] tel que : V P € Ry[X / P(t
Expliciter P,

1
3. Soit P € Ry[X] tel que / P%(t)dt = 1. Montrer que sup |P(a)| < i

—1 a€l-1,1] V2
REPONSE :

1. En appliquant le procédé de Schmidt & la base canonique (1, X, X?) on trouve la base orthonormale :

1 3,3V, ., 1
(Q1,Q2,Q3) = (\57\/;)(72\/5()( - 3)>

2. L’application P +— P(a) est une forme linéaire sur 'espace euclidien Ro[X], donc il existe bien un unique
P, € Ry[X] tel que VP € Ry[X] (P, | P) = P(a).
La base (Q1,---,®3) est orthonormale donc

Po=(Py | Qu)Q1+(Pa | Q2)Q2+ (P | Q3)Qs
=Q1(a)Q1 + Q2(a)Q2 + Q3(a)Qs3

9/[13
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3. D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout P tel que || P || = 1 et pour tout a € [—1,1]
[Pla)l=[(FPa | P)I<[PallllPll=1]Pall
donc

sup |[P(a)] < sup || Py |

—1<a<1 a€[—1,1]
Soit a € [—1, 1], nous avons
1P |* = | Qu(a)Q1 + Q2(a)Q2 + Qa(a)Qs |
= Q1(a)” + Q2(a)® + Q3(a)?
_ 1 32,3 2 Lo
BRI St 8 (o 3)
= ¢(a®)

ol ¢ it 34 3t + 2(t — )% est décroissante sur [0, 1] et croissante sur [£,1] donc maxjy )¢ =

5

max((0),¢(1)) = 5, donc
9
vae[-11), [P <5

finalement sup_;,<; [P(a)| <

(% % *)

1. Montrer que { f | g) = / f(cos®) g (cos)dh définit un produit scalaire sur £ = C ([—1,1],R).
0

Sk

2. Montrer qu’il existe une unique suite de polynoémes (7,) (polynomes de Tchebychev) vérifiant :

neN

V8 e R cos(nd) =T, (cosh)

On pourra commencer par déterminer les 3 premiers termes puis exploiter les formules trigonométriques
développant cos ((n + 1) 0) et cos ((n — 1) 6) ... Expliciter T,, pour n < 3. Préciser le degré et le coefficient
dominant de T,.

3. Montrer que (7},),cy est une famille orthogonale et calculer ||T},]|.

4. En déduire .
inf / (cos”@—i—an_l cos" 1O+ ... +a 0050+a0)2d0
0

(ao,a1,...,an—1)ER™

REPONSE :

1. Vérifions 'axiome de séparation. Pour tout f € F,

(f ] f>_0<:>/(:f'(0059)2d9—

< V0 € [0,7] f(cosf) =0 (intégrale nulle d’une fonction continue et positive)
e vte[-1,1] f(t)=0 (cos([0,n]) =[-1,1])
< =0

2. Unicité : deux polynomes qui conviennent prennent la méme valeur sur Pensemble infini [—1, 1], donc sont
égaux.
Existence : par récurrence double sur n. D’abord Ty = 1, 77 = X. Ensuite supposons T,,_1 et T}, connus
(n > 1). Pour tout 0 € R,

cos(n — 1)0 = cosnb cos O + sinnb sin 6

cos(n + 1)0 = cosnb cos O — sinnb sin 6
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Ajoutons ces égalités :

cos(n + 1)0 + cos(n — 1)0 = 2 cos  cosnd
donc cos(n + 1)0 = 2cosf cosnb — cos(n — 1)0
donc cos(n + 1)0 = 2cos 0T}, (cos ) — T,,—1(cos ) = T;,11(cos )

ou Ty,4+1 =2XT, —T,_1, ce qui termine la récurrence.
On calcule : Th = 2X2 — 1, Ty =4X3 - 3X
Par récurrence double on montre facilement que

VneN deg(T,) =net¥nec N dom(T,)=2"""

3. Soient (n,p) € N?, calculons

(T, | Tp>:/ T, (cos 0)T,(cosb)db
0
:/ cos nf cos pddo
0

— / %(cos(n& + pb) + cos(nd — pf))do
0

Sin=p=0: (T | T1>:]ST do ==

Sin=p>0: (T | Tn) = J7 §(cos(2n) + 1)db = 3([(G]5 +7) = §
Sin#p: (T, | T,)=1% [“HEZfI)p)G + meIn pp)g = 0 La famille (7},) est bien orthogonale, avec

™
| To || = V7 et ¥n >0 Tn||:\£

4. Le nombre cherché est d(X", R, _1[X])%. Considérons R,_1[X] comme un hyperplan de R, [X]; d’aprés
la question précédente T, est un vecteur normal de R,,_1[X] donc

(X" | T )|

d(Xn,R7L,1[X]) - H T ”

Comme la famille (T, - -+ ,T},) est une base orthogonale de R,,_1[X] on a

(Xm | Tk )
oy X Ty
k=0 | T ”

regardons le coefficient de X™ dans cette relation, nous obtenons

X" | T, X" | T,) .
1= 7< | 5 >.d0m(Tn) = 7< | 5 ) gn1
| T || | T ||
fone (X" | )| Tl
X" | T T, p
d(X",R,—1[X]) = = =g
( ) 1[ ]) H Tn ” on—1 \/g

(%% %) Soient a < b des réels et soit w € C([a,b], R) une fonction strictement positive sur |a,b[. On munit
b

R[X] du produit scalaire ( P | Q) = / P(t)Q(t)w(t)dt. Soit (Py,)nen la famille orthonormale obtenue a partir
de la base canonique (X™),ecn par le p;océdé de Schmidst.
1. Montrer que pour tout n, deg(P,) =net (P, | X™) > 0.

2. On veut montrer que P,, a n racines deux a deux distinctes dans ]a, b[. Pour cela on procéde par absurde
en supposant que P, s’annule en changeant de signe en p points a <t; <--- <t, < bavec p <n.

(a) Que dire du signe de t +— P, (¢)(t —t1)--- (t — tp) sur Ja,b[?
b
(b) Justifier I'égalité / Pa(t)(t — 1) -+ (t — ty)w(t)dt = 0

a
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(¢) Conclure.

3. Dans cette question on étudie le cas particulier a = —1, b = 1, w(t) = 1. Pour tout entier n on note
Lp= 57— (X% - 1)")(n) (polynomes de Legendre).

(a) Calculer P, et L, pour n < 2
(b) Quel est le degré de L,, ? son coefficient dominant ?

(¢) Soit n € N. En utilisant des intégrations par parties, montrer que :

1 1
VPeR[X] (L, | P)= ﬁll(l—tQ)"P(")(t)dt

(d) En déduire que pour tout n € N, L,, est orthogonal a R,,_1[X]. En déduire qu’il existe A\, € R* tel
que P, = A\, L,.

() Calculer ( L, | X™), || Ly ||* et An.

REPONSE :
1. Par définition du procédé de Schmidt,
VneN Vect(l, -, X") = Vect(Py, -+ ,Py) et (X" | P,)>0
On end déduit facilement deg(P,,) = n par récurrence.

2. (a) Ecrivons P, = A(X —t1)--- (X —t,).Q oit A € R* et Q est unitaire sans racine dans a, b[. Alors pour
tout ¢ €a, b,
Pu(t)(t —ta) - (¢ —tp) = At = t1)* -+ (t = 1,)*.Q(t)
est de signe constant (du signe de \) sur ]a, b.

(b) R=(X—t1) - (X—tp) € R,_1[X]. Or P, est orthogonal au sous -espace R,,_1[X],donc ( P, | R) =
b
0, Cest-a-dire / Pot)(t —t1) - (t — t,)w(t)dt = 0.

(c) La fonction ¢ + P, (t)(t —t1)--- (t — t,)w(t) est continue, de signe constant sur |a, b et d’intégrale
nulle. Donc
Vit €la,b] Po(t)(t—t1) - (t —tp)w(t) =0

on en déduit P, =0 : absurde. Donc P, a bien n racines deux a deux distinctes dans ]a, b[.
3. Notons A4, = (X2 —1)"

(a) On applique le procédé de Schmidt pour obtenir :

-
Py = % P = \/gx Py, = ;’g()(? - %)

Par calcul directe on trouve

3
Lo=1, Li=X, Ly=2(X*-<
0 ’ 1 ) 2 2( 3)

(b) deg(Ln) = deg(An) —n=2n—n=net

dom(Ly,)

= S (20)2n = 1) - (n+ Ddom(A,) = o
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(¢) Soit P € R[X], calculons avec n intégrations par parties :

(L, | P>:/1 L (t)P(t)dt

-1

— o | AP

= i (e wpr, - [ arvwe)

- 2”1n' <[A’(f—1)(t) (1) = A2 (1) P'( )]1_1+/_1A<n 2 (1) P"( ))
:2:”! [iA;n—J>()p<a>( / AP

Or 1 et —1 sont racines de 4,, = (X —1)"(X + 1)™ d’ordre n, donc

VE<n—1 A®1)=A4F(-1)=0

et
(Lo | P)= A PO = L [ (2P
" a 2"71' 2”7’1' -1
(d) Pour tout P € R,[X], P™ = 0donc (L, | P) = 5t [1,(1 = 2)"P™(t)dt = 0. Donc L, est

orthogonal a R,,_1[X]. En particulier L,, est orthogonal a PO, -+, P,_1 et donc :

n

Ln=Y (Ln | P.)Pyi={Ly | P,)P

k=0
De plus L,, # 0 donc ( L,, | P, ) # 0, il suffit donc de poser A, = L

(Lol Pn)
(e) D’apres Q3c,

1 1
(L, | X"):—/ (1 —t*)"at
2” —1

Posons u,, = f_ll(l —t2)"dt. On a ug = 2. En intégrant par parties on obtient :
1 1
Up = / L1 —tH"dt = [t(1 —t3)"]L, + 2n/ t2(1 — )"t = 2n(up_1 — up)
—1 -1

donc u,, = U,_1. Par une récurrence immédiate :

2n+1
(2n)---4.2 - 22n+1(pl)2
" @2n41).-- 530 (2n+ 1)
donc . 5
(L, | X")= 2" (nh)”
" (2n + 1)!

L

Soit a = dom(Ly), le polynome X" — == est de degré < n, donc est orthogonal a L,, donc

(X"—%L2 | L,)=0,donc

(2n)! 2"t (nl)2 2
20(n!)2" (2n+ 1)l 2n+1

2 n
| Ln [ =a (X" | Ln) =

Calculons A,,. D’abord ( P, | X™ ) > 0,donc ( AL, | X™)>0.0r (L, | X™)>0,donc A\, >0.
Deplus1=| P, || = || ML || = [An] ]| Ln ||, done

1 2n + 1
An = =/
C Ll 2
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