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(%) Calculer le déterminant des matrices suivantes, préciser lesquelles sont inversibles et calculer leur rang (si
nécessaire en fonction du parameétre a) :

1 3 0 1 a 1 1 -1 1 -1
.A=(0 1 -1 3.C=1(1 a 2 5E_121—1
11 1 1 a 3 T e -1 0 1
-2 a -2 1
2 0 3 01
0 1 0 1 0 -1 0 1 1 a 1 0 O
2.B=|1 2 -1 0 1 0 1 3 -1 1 a 1 0
0 -1 1 01 4'D_1002 6F_Olal
1 3 -1 11 1 1 1 3 0 0 1 a
REPONSE :
1. det(A) = —1 # 0 donc A est inversible et rg(A) =3
2. Calculons det(B) en appliquant quelques opérations élémentaires :
2 0 3 01 2 0 3 01
0 1 0 1 0 o 0 0 1 0
det(B)=1]1 2 -1 0 1 = 1 2 -1 01
0 -1 1 0 1] %) -1 1 01
13 -1 11 1 2 -1 11
2 0 3 1
1 2 -1 1 )
=lo -1 1 1 (développement selon Lo)
1 2 -1 1
21 2 1
B 1 3 -2 1
CoCatcy |00 0 1
C3+C3—Cy 1 3 _2 1
21 2
=—11 3 =2| (développement selon L3)
1 3 =2

=0 (deux lignes identiques)

La matrice B n’est pas inversible.
Pour trouver le rang de B on peut par exemple adapter le calcul précédent ainsi :

2 0 3 01
0o 1 0 10
rg(B)y=rg|1 2 -1 0 1
0 -1 1 01
1 3 -1 11
2 0 3 01
0 0 0 10
= rgll 2 -1 0 1
e Tl -1 1 01
1 2 -1 11
2 0 3 1
12 -1 1 . o S
=1+rg 0 -1 1 1 (C4 ne peut pas étre combinaison linéaire des autres colonnes))
1 2 -1 1
21 2 1
- L4t 13 -2 1
CQFEQ#’CX & 0 0 0 1
Gt 13 -2 1
21 2
=2+rg|1 3 -2 (4 ne peut pas étre combinaison linéaire des autres colonnes))
1 3 -2

=2+2=4 (deux lignes identiques)
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3. Les colonnes C etCy de la matrice C' sont liées donc det(C') = 0 : C' n’est pas inversible. De plus les colonnes
Cy et C5 sont indépendantes, donc rg(C) = 2.

4. det(D) = —8, D est inversible de rang 4

D.

det(E) =

E est inversible ssi a ¢ {0}

det(F) =

1 -1 1 -1
1 2 1 -1
a -1 0 1
-2 a -2 1
o -1 1 -1
o2 1 -1
Cnglfcg a _1 O 1
0 a -2 1
-1 1 -1
=a.|2 1 —1| (développement selon C)
a -2 1
0 1 0

= a.| 3 1 0
C1+C1+C5

C3+C3+C>2 a—2 =2 -1

— | 3. Y (devel t selon Ly)
=-a|. _9 _ éveloppement selon Ly
= 3a

a 1 0 0

1 a 1 O

0 1 a 1

0 0 1 a

a 1 0 1 0 0
a.|l a 1|—1|1 a 1| (développement selon C1)
01 a 0 1 a
21

F est inversible ssi a ¢ {\/372\/5, *\/372\/57 \/3+2ﬁ7 7\/3+2ﬁ}

(%) En calculant un déterminant, préciser si les familles suivantes sont des bases de E :

1. E=R3 (eg = (1,-1,1),e5 = (—1,1,0),e3 = (2,3,1))

2. E= R47 (61 = (Oa 1a la 1)762 = (1a07 ]-7 1)563 = (17 17()’ 1)764 = (1a la 1)0))

3. B =R3[X], (e1,e2,e3,e4) = (X3 +1,X% - X +1,2X +3, X3+ X +1)

4. E=Ro[X], (1 = X(X +1),e2 = X(X +2),e5 = (X + 1)(X +2))

REPONSE :

1. Soit B la base canonique de R?,

detB(el,eg,eg) =|-1

La famille (1, es, e3) est une base de R®.
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2. Soit B la base canonique de R,

01 1 1
1 0 1 1
detp(er,eq,e3,e4) = 110 1
1 1 1 0

1 1

=—11 -1 (développement selon C1)
1 0 -1

=-3#0

La famille (eq, es, €3, e4) est une base de R%.

3. Soit B = (1, X, X? X3) la base canonique de R3[X],

1 1 3 1
0 -1 2 1
detp(er,e2,e3,64) = o o0 o0 o~ 0 (L3 nulle)
1 1 01
La famille (eq, es, €3, e4) n’est pas une base de R3[X].
4. Soit B = (1, X, X?) la base canonique de Ry[X],
0 0 2
detB(61,62,63)= 1 2 3 :—27é0
1 1 1
(e1,e2,€3) est une base de Ry[X].
_ 11 1 a b c
(*) Soit (a,b,c) e C3et j=e . Onnote A= 1 j 42 |etB=| ¢ a b
1 52 4 b ¢ a

1. Calculer det(A)

2. Calculer BA et en déduire det(B) sous forme factorisée.

REPONSE : Rappelons d’abord que j est une racine cubique de 1'unité (ie j3 = 1) avec les formules suivantes :

327\[ 1+j+52=0 et j=j°

2 )
1. det(A) se calcul directement. Par exemple en développant selon la premiére colonne :
e 1 1 1 1 . . . . . . . .
det(A) = |5 = o | Bl =00 G-+ G- 5) =307 1) = -3iV3
J J J7 7 J 7
2. On calcule facilement
a+b+c a+bj+ci? a+bjZ+cj a+b+c a4+ bj + cj? a+bj% 4 cj
BA=|c+a+b ctaj+bj®? ct+aj?+bj| =|a+b+tc jla+bj+ci?) j%(a+bji?+ch)
b+c+a b+cj+aj® b+cj®+aj a+b+c jAa+bj+ci?)  jla+bi+cj)

On voit apparaitre un facteur commun sur chaque colonne de BA, donc son déterminant se factorise :
a+b+c a+ bj + cj? a+bj%+cj
det(BA) = |a+b+c jla+bj+ci?) j2a+bj%+cj)
at+b+c jAa+bj+ci?)  jla+bj*+cj)

1 1 1
= (a+b+c)(a+bj+cj®)(a+bj*+ch). |1 ]'2 52
Lg= g

= (a+b+c)(a+bj+ci?)(a+bj?+ cj)det(A)
Par ailleurs det(BA) = det(B). det(A) et det(A) # 0, donc
det(B) = (a + b+ c)(a + bj + cj*)(a + bj* + cj)
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(%) Soit A une matrice antisymétrique (ie AT = —A) d’ordre n. Montrer que n impair = A n’est pas inversible.

REPONSE : Supposons n impair. Par hypothése A7 = — A donc det(AT) = det(—A), donc det(A) = (—1)" det(A).
Or n est impair, donc det(A) = 0. La matrice A ne peut étre inversible.

(%) Soit A € M,,(Z) une matrice d’ordre n & coefficients entiers. Montrer que det(A) € Z. (indication : procéder
par récurrence sur n)

REPONSE : C’est évident pour une matrice d’ordre 1.

Supposons la propriété vraie pour toute matrice d’ordre n, et soit A = (a;;) € My41(Z). Notons A,J la matrice
d’ordre n obtenue en enlevant la ligne i et la colonne j de A (i,j € [1,n + 1]). Ces matrices 121” sont a coefficients
entiers, donc par hypothése de récurrence leur déterminant est entier. Or on a la formule de développement selon la
premiére colonne de A :

n+1

det(A) = (=1)"*a; 1 det(A; 1)

i=1
Tous les termes de cette somme sont entiers. Finalement det(A) € Z.
@ (%%) Calculer sous forme factorisée les déterminants suivants :

b c a+b b+c c+a
1. | ¢ a b 4. | a2+ B2+ A+a?
b ¢ a a4+ B+B E4dd
a —1 -1 a+b ab a®+b?
2. -1 a -1 5 | b+c be b2+
-1 -1 a c+a ca +d?
a2 b ab a—b—c 2a 2a
3.1 b2 ab d? 6. 2b b—c—a 2b
ab a®> b? 2c 2c c—a—b
REPONSE :
1.
a b c at+b+c b ¢
c a b = at+b+c a b
b ¢ o |9TOTOHG L Lhie ¢ oa
1 b ¢
=(a+b+c)|l a b
1 ¢ a
1 b c
(a+b+c¢)|0 a—b b—c
rertrn 0 c—b a—c
a—b b—c
=(a+b+c¢) b a—c
=(a+b+c)a®+b*+c* —ab—ac— be)
2.
a -1 -1 a—2 —1 —1
-1 a -1 = a—2 a —1
1 —1 q|OTOTetGl, o 1 g
a—?2 —1 —1
LT 0 a+1 0
Leci2ZI] 0 0 a+1

=(a—2)(a+1)?
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a2 b ab a2+ +ab b* ab

ab a®> b? =
C1+-C1+C2+C3

a?+b%>+ab a® b?

b2 ab a? a’?+b*+ab ab a?
1 b ab
= (a®+b*+ab) |l a® »?
1 ab a?
1 b2 ab
=  (a®+b*+ab)|0 a®>—b* b>—ab
fi:fi:ﬂ 0 ab—0b* a®—ab
= (a® 4+ b* 4 ab)(a — b) “ —;)_ b (a — b facteur commun sur Lo et sur L3, et développement selon L)

= (a® 4+ b* 4 ab)(a — b)*(a* + b* — ab)

4. Posons u = (1,a,a?), v = (1,b,b%) et w = (1,¢,c?). SOit B la base canonique de R3. On a:

a+b b+c c+a
a2+ b+ 2+a® | =detg(au+ b, bv + cw, cw + au)
ad+bv P+ AF+add

abe.det g (u, v, w) + aba.detg(u,v,u) + - - - + bea.det g (v, w,u) (multilinéarité)

= 2abc.detg(u, v, w) (le déterminant est alterné)

1 1 1
=2abcla b ¢
a? b2 2

= 2abe(b — a)(c — a)(c — b) (on reconnait un déterminant de Vandermonde, voir exercice 8)

5.
a+b ab a®+b? a+b ab a? 4+ b?
b+c be P+ = = c—a blc—a) c—a?
c+a ca A+a? fiifi:ﬂ c—b alc—b) -0

a+b ab a®+b?
=(c—a)(c=0b)| 1 b c+a
1 a c+b
a+b ab  a®+b?
— - —b 1 b +
. P
a+b ab a®+ b2
=(c—a)(c=Db)(a—b)| 1 b c¢+a
0 1 -1
a+b ab a®+b%+ab
(c—a)(c=Db)(a—0)| 1 b c+a+b
0 1 0
a+b a?+b2+ab
1 c+a+b
a+b —ab—bc—ac
1 0

CSHa%JrCQ

— —(c—a)(c—b)(a—b)

(développement selon L3)

Cy+Coy—(a+b+c)Cy (c (l) (c )(a )

=(c—a)(c—0)(b—a)(ab+ ac+ bc)
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6.

a—b—c 2a 2a at+b+c at+b+c at+b+ec
2b b—c—a 2b = 2b b—c—a 2b
2c 2c c—a—p | Frelatletls 2c 2¢c c—a—>b

1 1 1

=(a+b+c)|2b b—c—a 2b
2c 2¢ c—a—2>b

1 0 0
= (a+b+c)|26 —b—c—a 0
CQ<—CQ—C1
CasCa—C, 2c 0 —c—a—>
=(a+b+c)

(%%) Soit A, B € M,, (R) telles que AB — BA soit inversible et A2 + B2 = AB

1. On pose M = A+ jB,ou j = ¢ . On note ME matrice conjuguée de M, ie la matrice dont les coefficients
sont les conjugués de ceux de M. Vérifier que MM = j (BA — AB).

2. Calculer de deux fagons det (M M), en déduire que n est un multiple de 3.

REPONSE :
1. MM = (A+jB)(A+jB) = A?+jAB+jBA+B?>Or A2+ B2=AB=et 1+j = —j donc
MM = AB +jAB + jBA = —jAB + jBA = j(BA — AB)

2. Premiére méthode : det(M M) = det(M).det(M) = det(M)det(M) = | det(M)|>.
Deuxiéme méthode : det(M M) = det(j(BA — AB)) = j™ det(BA — AB)
Par conséquent : | det(M)|? = j" det(BA — AB). Or BA — AB est une matrice réelle supposée inversible, donc
det(BA — AB) est un réel non nul. De plus | det(M)|? est un réel. Donc j™ € R. On en déduit facilement que n
est divisible par 3.
(%%) Soient ay,...,a, € K. On définit le déterminant de Vandermonde associé par

1 (%} e a?_i
1 o e ag’_
V(al,...,an) = . .
1 o, an~1
1. Calculer ce déterminant pour n < 3
n
2. On suppose n > 3. Montrer que V(aq,...,a,) = (H(O‘k - a1)> Viag, -+, an).
k=2

(indication : on pourra commencer par effectuer les opérations Cj <— Cj — a1 Cj_1 pour tout j € [2,n] )

3. Etablir la formule de Vandermonde : V(ay, ..., a,) = H (aj—a;). A quelle condition le nombre V(avq, - -+, vy,
1<i<jgsn
est-il non nul ?

REPONSE :

1. On trouve V(al,as) = ag — ag et V(aq, as,a3) = (ae — aq)(ag — ag)(as — asz)

2. Appliquons a V(ay, ..., ay) les opérations élémentaires C; < C; — aC;—1 pour j allant de n a 2. On obtient :
1 0 e 0
1 ag—ay --- agfl — alagfz
V(a17 ce . 7a71) —
1 ap—a; - o t—oaan?

On développe selon la premiére ligne puis on factorise les lignes suivantes par a;; — o (2 < j < n) on trouve :

n

Viag, - an) = H(ozj —a1).V(ag, -, an)

j=2

3. On raisonne par récurrence a partir de la formule obtenue dans la question précédente.
V(ag, -+, ) est non nul ssi les nombres aq, -+, @, sont deux a deux distincts.

@ (xx) Calculez les déterminants des matrices d’ordre n suivantes :
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a b b 1 2 n 3. C = (min(i, j))1<ij<n
2 3 1
L A— b 2. B=
b 2 nol nel
REPONSE :

1. On applique successivement les opérations Cy < Cy + -+ C,, puis L; < L; — Ly (i € [2,n]) on obtient

det(A) = (a4 (n — 1)b)(a — b)"*

2. On applique successivement les opérations Cy < Cy +---+ C,, puis L; + L; — L;—1 (i € [2,n]). On développe
alors selon la premiére colonne :

R 1 1—n
1 1—n 1

det(B) = (1 42+ +n).

1—=n 1 - e 1

On peut alors se ramener au déterminant de la question précédente en effectuant les opérations C; <» C),_; pour

tout 7+ < Z. 11y a [ 251 échanges de colonnes & faire, donc

l-n 1 1
1 —
det(B) = %.(fm%J. L
1
1 1 1—n
n(n+1) n—1

= T‘(’m Tl (l-n+n-2)1—-n-1)""2
(fl)L%Jn”’l(nJr 1)

2
3. Tout d’abord :
1 1
2 ... 9
C f—
1 2 n

Efectuons dans det(C') les opérations élémentaires L; < L; — L;—1 (i € [2,n]) nous obtenons

1 e . 1
0 1 :
det(C) =11 .. .. =1
0 0 1
a b 0 0
c a b
(%) Soient (a,b,c) € C3, on pose Dy = a, Dy = ‘Z 2 et pourn >3:D, = | 0| (déterminant
b
0 0 ¢ a

tridiagonal).

1. Calculer D3 (on ne cherchera pas a factoriser)
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2. Soit n > 3. Etablir une relation entre D,,, D,_1 et D,,_s. En déduire comment calculer I'expression de D,, en
fonction de n

3. Calculer explicitement D,, lorsque b=c=1 et a =2cosf (§ € R).

REPONSE :

1. D3 = = a® — 2abe

S o 2
(SIS I~
L T O

2. Deéveloppons D,, selon la premiére colonne :

b 0 0 0
c a b

D, =aD,_1—c 0 e
: 0
: .. a b
0 P e 0 c a

[ordre n—1]
Nous développons alors ce déterminant ’ordre n — 1 selon sa premiére ligne, nous obtenons
Dn - aanl - bCDn72

La suite (D,,) est une suite récurrente linéaire double, il est possible d’expliciter D,, en exploitant les racines de
son polynéme caractéristique X2 — aX + be

3. Sur cet exemple, le polynéme caractéristique associé a (D,,) est
X2 —2cos(A)X +1= (X —e)(X —e™ %)
% ler cas les racines sont distinctes ie 6 # 0 et 6 # m modulo 27 : il existe des réels a, 8 tels que

Yn>1 D, = acos(nd)+ [sin(nd)

Or Dy =2cosf et Dy =4cos?60 —1; on en déduit o« = 1 et f = <9 puis

sin @’

cos(f)sin(nf)  sin(n + 1)0

VYn>1 D, = cos(nf " = -
" cos(nd) + sin 0 sin 0

x 2eme cas : # = 0 ou # = 7 modulo 27 : il existe des réels a, S tels que
Vn>1 D, = (a+ fn)em’

On trouve encore « et 8 en utilisant Dy et Dy : -si 0 = 0 modulo 27 : D,, =1+ n
-si @ = 7 modulo 27 : D, = (1 4+ n)(—1)"

En admettant que D,, est continue par rapport a la variable 0, il est possible de déduire le 2eme cas du 1er cas
en faisant tendre 0 vers 0 et vers ...

et b - b

(% x %) Soient (z1,--- ,¢n,a,b) € K", a # b. On souhaite calculer D = o o ()
(@ - b
a e a Cn

ci+xz b+x b+x

a+xz cat+ax (b+2a)

1. Montrer que la fonction f : x — est une fonction affine.

(a+ ) b+
a+x at+x c,+x

2. Calculer f(—a) et f(—=b). En déduire I'expression de D.

REPONSE :
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1. Soit & € R. On effectue sur f(x) les opérations C; < C; — C; (i € [2,n]) de maniére & faire disparaitre x des

colonnes Cs, -+ -, C,,. On développe ensuite selon la premiére colonne, ce qui donne
fx)=(c1 +x)M — (@a+z)Ag + -+ (=1)" a4+ )\,
ot A1, -, A, ne dépendent pas de x. Donc f est bien une fonction affine.

2. f(—a) et f(—0b) sont des déterminants triangulaires, leur calcul est immeédiat :

f=a)=[(ci=a) et f(=b)=]](ci—0)
k=1 k=1

Comme f est une fonction affine, elle est entiérement déterminée par la donnée des deux valeurs f(—a) et f(=b) :

wer {@-ICa) _fD) - f(a)

z—(—a) (=) = (-a)

11 suffit alors de prendre = 0 pour obtenir I’expression de D.

1 1 1 1 (11 l:t

a b ¢ d h R 2 12

(% x %) Calculer A = 22 B2 On pourra étudier le polynéme P (X) =| a® b
333

CL4 b4 C4 d4 24 24

utiliser la formule de Vandermonde.

REPONSE : Tout d’abord, avec les notations de 1’exercice 8,
P(X)=V(a,b,c,d, X) =ANX —a)(X = 0)(X —)(X —d)

ou A =V(a,b,c,d).
Par ailleurs en développant le déterminant P(X) selon la derniére colonne, on obtient :

P(X)=X*V(a,b,c,d) — X3 A +---
11 ne reste plus qu’a calculer le coefficient de X3 dans P(X). Il suffit de développer :

Finalement

o 0.0
=W N

A=(a+b+c+d)V(a,b,c,d)=(a+b+c+d)(b—a)ic—a)(d—a)(c—b)(d—0b)(d—rc)

(%% %) Soit E un K-ev (K =R ou C) de dimension finie n et (v1,va, ..., v,) une base de E.

et

1. On note pour k € N : wy, = v + kv +k*v3 + ...+ k" v,. Montrer que n éléments distincts de la famille {wy}, o

forment toujours une base de E.

2. En déduire que E ne peut s’écrire comme réunion d’un nombre finis de sous-espaces vectoriels stricts (ie distincts

de E).

REPONSE :

1. Soient kq,--- ,k, des entiers 2 a 2 distincts. Le déterminant de (wy,,- - ,wy, ) dans la base (vy,--- ,v,) est le
déterminant de Vandermonde V' (kq,- - , k). Or celui-ci est non nul, donc (wy,,-- - ,wg, ) est une base de E.

2. Supposons E = Fy U---U F, ot Fy,---,F), sont des sous-espaces stricts de E. Les vecteurs wy,ws,--- sont
en nombre infini, donc I'un au moins des sous-espaces F1,--- , F},, disons Fi, doit contenir une infinité de ces
vecteurs. On peut donc trouver des entiers ky < kg < --- < ky, tels que wy,, -+ ,wy, appartiennent tous a Fi.
Or (question 1) la famille (wg,, -+ ,wy, ) est une base de E. Donc Iy = E : contradiction.
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