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(¥) On lance deux dés simultanément.

1. Décrire de fagon ensembliste les événements suivants A :« On obtient deux fois le méme résultat »et B :« La
somme des deux chiffres est égale a 4 »

2. Calculer P(A), P(B), P(AUB), P(AN B). A et B sont-ils indépendants ?

REPONSE : L'univers choisi est 2 = [1,6]° muni de la probabilité uniforme.

1L A={ (4,59) / ie[1,6] }, B={(1,3),(2,2),(3,1)}

_ card(A) __ o
2. IP)(A) o (:ard((Q) - 3%3 - %7
card(B :
IP)(B) - card<(§2)) - dib - ﬁ
P(ANB) = P({(2,2)}) =
P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB) =2
Par ailleurs P(A).P(B) # P(AN B) donc A et B ne sont pas indépendants.

(%) Un coffre contient 10 diamants, 15 émeraudes et 20 rubis. On tire quatre pierres au hasard dans le coffre.
Calculer les probabilités des événements suivants :

1. A=« Les quatre pierres sont du méme type »
2. B=« On tire deux diamants et deux rubis »

3. C= « On tire autant de diamants que de rubis »

REPONSE : L’expérience est un tirage simultané de 4 éléments d’un ensemble a 45 éléments. Soit {2 ’ensemble
des tirages possibles (ie des parties a 4 éléments du coffre), muni de la probabilité uniforme.

1. Notons Ay :« tirer 4 diamants »et de méme A, et A,.. Ces trois événements sont deux & deux incompatibles et
A=A;UA.UA, donc

B(A) = PA)) + F(4) + F(a,) = CrfAA boondlh) podid) (4] 4 Ef% )

card 120 220

3. C=BUD ouon aposé D :« tirer 1 diamant, 1 rubis et 2 émeraudes ». Or B et D sont incompatibles donc

b0y m 4 oy~ (DE) | EE)

() (7)

(¥) Une urne contient n boules blanches et une boule noire (n > 2). On effectue I'expérience suivante :
-on lance d’abord un dé non truqué

- si le dé donne un 5 ou un 6, on pioche simultanément 3 boules dans 'urne.

- sinon on pioche 1 boule dans 'urne.

1. Déterminer en fonction de n la probabilité de tirer la boule noire

2. On apprend que la boule noire a été tirée. Quelle est alors la probabilité d’avoir fait 6 avec le dé?

REPONSE : Soit A : « obtenir 5 ou 6 avec le dé »et N :« tirer la boule noire »

1. Nous appliquons la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (A, A) :
n

2 (3)

P(N) = P(A) B(V|4) + P(4). P(N|4) = . @

4 1 5
6'n+1 3n+1)

2. Soit E :«le dé tombe sur 6 ». Il s’agit de calculer P(E|N). Nous appliquons la formule de Bayes :

|=

3
HJ;(E|N):P(N‘E)P(E) _ n+16 :i
P(N> 3(112—1) 10
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() On tire 5 cartes dans un jeu de 32 cartes.
1. Quelle est la probabilité d’obtenir les quatre as?

2. Un joueur dévoile deux cartes de son jeu qui sont des as. Quelle est maintenant la probabilité qu’il détienne
quatre as?

REPONSE : Soit {2 I'ensemble de tous les tirages possibles; ses éléments sont les 5-combinaisons du jeu de cartes.
On munit €2 de la probabilité uniforme.

4\ (28
1. Soit A :« obtenir 4 as ». P(A4) = f’;:g%é; = % ==

2. Soit B :« obtenir au moins deux as ». Il s’agit de calculer P(A|B). Par définition d’une probabilité conditionnelle,

P(AN B)

PAIB) = 5

Or AN B = A. Il ne reste plus qu’a calculer P(B). Ecrivons par exemple
B =By;UBsU By

oll By :« obtenir exactement k as ». Les evenements B, Bs, By sont deux a deux incompatibles, et pour tout

k<4:
4 28
card(By) = <k> (5 - k)
donc
4\ (28 4y (28 4y (28
B(B) (2)(3)+(3()3(2)2)+(4)(1) _ 771?;02
Finalement P(A) 1
]P’(A‘B) = ﬁ - ﬁ

(%) On lance deux dés ordinaires non truqués, on note A =« le premier dé donne un nombre pair », B =« le
deuxiéme dé donne un nombre impair »et C' =« les deux nombres obtenus ont la méme parité ».
Montrer que A, B, C sont deux & deux indépendants, mais pas mutuellement indépendants.

REPONSE : L’univers est [1,6]% muni de la probabilité¢ uniforme. Nous calculons :

card(A)  3x6 1 1
(4) card(Q) 62 2 (B) 2
() = card(C) 18 1
~card(Q) 36 2
_card(ANB) 9 1
P(ANB) = card(Q) 36 4
card(AnC) 9 1
P A = - = — = —
(4nc) card(€Y) 36 4
card(BNC) 9 1
P(BNC) =LA 2 2
(BNO) card(?) 36 4

P(ANBNC)=P@) =0

Nous voyons que P(ANB) = P(A).P(B) donc A et B sont indépendants. De méme, B, C (resp. A, C') sont indépendants.
En revanche P(AN BN C) #P(A)P(B)P(C) done A, B,C ne sont pas mutuellement indépendants.

@ (%) Soit (£2,P) un espace probabilisé fini, et A, B, C' des evénements. Démontrer les formules :
1. (ANB) =1-P(A) —P(B) + P(AN B)
2. PFAUBUC) =P(A)+P(B)+P(C) —-P(ANB) —-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)

REPONSE :
(xx) Dans une urne se trouvent 15 boules vertes et 10 boules blanches. On tire successivement sans remise 5 boules
dans 'urne. Calculer les probabilités suivantes :
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1. On obtient 5 boules vertes

2. On obtient une premiére boule verte, les deux suivantes blanches, les deux derniéres vertes
3. On obtient au plus une boule blanche
4

. On obtient en tout trois boules vertes et deux blanches.

REPONSE : Soit 2 ’ensemble des 5-arrangements de I'urne, muni de la probabilité uniforme. On note A, B, C, D
les événements proposés

1. IP’(A) __card(A) _ 15x14x13x12x11 _ 13

T card(Q2) T 25x24x23x22x21 T 230

__card(B) __ 15x10x9x14x13
2. ]P)(B) T card(2) T 25x24x23x22x21

3. C = (CyU (7 ou on note C}, :« obtenir exactement k boules blanches ». Cy N C7; = @ donc

card(Cy) + card(C 15x14x---x11)+5x(10) x (15 x 14 x 13 x 12
P(C) = P(Co) +P(C) = ( coa)rd(Q) ) - ( ) card((Q)) ( )

2) % (15x14x13)x (10x9)
4. P(D) = (2) card(§2)

(%) On répartit au hasard 4 jetons sur un damier de 4 x 4 cases. Calculer les probabilités des événements suivants :

1. A=« 1l y a exactement un jeton par ligne et par colonne »
2. B=« 1l y a au moins une colonne sans jeton »

3. C=« Il y a exactement une colonne sans jeton »

REPONSE :
@ (%) Dans une classe de 37 éléves, quelle est la probabilité que 2 éléves aient la méme date d’anniversaire ? (Pour
simplifier on supposera que personne n’est né un 29 février!)

REPONSE : Attibuer une date d’anniversaire a chaque éléve revient a constituer un 37-uplet de [ 1,365]. On pose
done © = [1,365]*" muni de la probabilité uniforme.
Notons A :« deux éléves au moins ont la méme date d’anniversaire ». L’événement A est alors I’ensemble des 37-
arrangements de [1,365] :
card(A) 365 x 364 x --- X (365 — 37+ 1)
card(Y) 36537

P(A) =

puis

P(A) =1—P(A) ~ 0,84

(%) Un tournoi de tennis international accueille 64 joueurs dont 8 francais. Le tirage au sort remplit le tableau
de facon aléatoire.

1. Quelle est la probabilité qu’au moins deux frangais se rencontrent dés le premier tour ?

2. Quelle est la probabilité que les frangais ne se rencontrent pas avant les quarts de finale ?

REPONSE : La principale difficulté de 'exercice est le choix d’'un modeéle. On ne s’int{eresse ici qu’aux joueurs
francais. On peut donc modéliser un tirage au sort ainsi : Chaque joueur francgais (appelons-les 1,2, --- 8) se voit

attribuer un numéro entre 1 et 64, de sorte que les matchs du premier tour sont : 1 contre 2, 3 contre 4, etc.
L’univers €2 est donc I'ensemble des 8-arrangements de [ 1,64 ], muni de la probabilité uniforme. Au passage card(§2) =
64 x 63 x -+ x 57.

1. Soit A :« au moins deux francais se rencontrent dés le premier tour ». Dénombrons 1’événement contraire A :« les
joueurs frangais ne se rencontrent pas au ler tous ».
Pour obtenir un tirage favorable & A, on choisit 8 matchs ((382) possibilités), pour chacun de ces matchs un des
deux numeéros correspondants (28 choix possibles), on attribut enfin un joueur frangais a chacun de ces numéros
(8! possiblilité). Donc

card(A) = <382> x 28 x 8!

donc o
_ card(A)

P(A)=1-P(A4) =1 card(9)

~ 0,3916
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2. Soit B :« Les frangais ne peuvent pas se rencontrer avant les quarts de finale ». B se réalise lorsque les 8 groupes
de numéros Gy = {1,2,3,4,5,6,7,8}, Go = {9,--- ,16} ... Gg = {57,--- ,64} correspondent chacun a un et un
seul joueur frangais. Pour obtenir un tirage favorable & B : on choisit un des numéros de G (8 possibilités) on
lattribut & un francais (8 possibilités), puis on fait de méme avec G5 (8 x 7 possibilités) et ainsi de suite jusqua

Gs (8 x 1 possibilités). Donc
card(B) = 88!

et
card(B)

P(B) = card(2)

~ 0,00379

(xx) On dispose de n urnes numérotées de 1 a n. Dans I'urne numéro k se trouvent k boules blanches et n — k

boules rouges. On choisit au hasard une urne puis on tire simultanément deux boules dans cette urne.
Quelle est la probabilité d’obtenir deux boules rouges ?

REPONSE : Notons R :« les deux boules tirées sont rouges », et Ay :« 'urne choisie est I'urne numéro k& ».

La famille (Aq,---, A,) est un systéme complet d’événements donc
n n 1 ('n,;k:)

P(R) = > P(A) P, (B) = 3 0

k=1 k=1 2

_i: (n—k)(n—Fk—1)
P n?(n —1)
n—1 ., .
ji+1)

—~—— (changement d’indice j =n — k)
= n?(n —1)

1 n—1 n—1

2 ‘

eyl DOURDIE
Jj=0 j=0

1 nn—1)2n—-1) n(n-1)
n?(n—1) < 6 T )
n+1

3n

(xx) Une compagnie aérienne étudie 1’évolution des réservations sur I'un de ses vols. Elle constate que I'état

d’une place donnée évolue ainsi :

- la place est disponible au jour 0 (jour d’ouverture des réservations).

- Si la place est disponible au jour n, il y a une probabilité % que quelqu’un la réserve au jour n + 1.
- Si la place est réservée au jour n, elle reste réservée au jour n + 1 avec une probabilité %.

Soit R,, = « la place est réservée au jour n »
1. Exprimer P(R,,+1) en fonction de P(R,,)

2. En déduire P(R,,) en fonction de n, et sa limite quand n — +o0.

REPONSE :

1. Nous utilisons le systéme complet d’événements (R,,, R,,) et la formule des probabilités totales :

P(Ry41) = P(Ry) PR, (Rn+1) + P(Fn) PE(RnH)
— P(Rn)% + (1 - ]P)(Rn))lio
2 1

2. la suite (P(R,,))nen est arithmético-géométrique. On trouve la formule explicite :

S+ o (B(Ro) — 3) = S(1— o

5 on 5 5 )

On en déduit lim P(R,) =

n——+oo

(LU=

(% *x x) Une guépe entre au temps n = 0 dans le séjour d’un appartement composé de deux piéces (chambre et

séjour). Elle se déplace alors selon le schéma suivant :
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x Si elle est dans le séjour a I'instant n : elle y reste avec probabilité % ou passe dans la chambre avec une probabilité

% a linstant n + 1

* Si elle est dans la chambre & l'instant n : elle retourne dans le séjour avec probabilité %, reste dans la chambre

avec une probabilité %, ou sort de 'appartement avec une probabilité }1 a linstant n + 1

* Si elle est dehors, elle y reste.

On note A,,, By, Cp, Pévénement « la guépe est dans le séjour (resp. la chambre) (resp. a Uextérieur) a Uinstant n ».

P(Ay)
On pose X, = | P(B,) | € M31(R)
P(Cy)
1. Calculer Xy, X7, Xo.
2. Montrer qu'il existe une matrice M € M3(R) telle que Vn € N X,,.y = M X,
3. Pour i € {1,2,3} on pose A\; =0, \y = % et A3 = 1. Déterminer Y; € M3 1(R) non nul tel que MY; = \;Y;
4. Soit P = (Y1 Yy Y3) € M3(R). Montrer que P est inversible. Calculer P~! et P~'MP
5. En déduire M™ pour tout n € N*, puis I'expression de X,, en fonction de n.
6. Que vaut lim X, ? Interpréter.
REPONSE :
1
1. Au temps 0, la guépe se trouve dans le séjour : Ag est certain, By et Cy sont impossibles. Donc Xy = | 0
0
1
Au temps 1 : d’aprés 1’énoncé (ler cas du schéma de déplacement de la guépe), X; = g
0
Au temps 2 : pour calculer P(A5), nous utilisons la formule des probabilités totales, avec le systéme complet
d’événements (Aq, By, C1) (un et un seul des événements Ay, By et C; se réalise) :
P(As) =P(A;)Pa, (As) + P(B1) Pp, (A2) + P(Cr N Ag)
_11o21 o
3’3 34
5
T8
De méme on calcule
P(By) =P(A1) P4, (Bs) + P(By)Pp,(Bs) + P(Cy N By)
_12 21 o
3’3 372
5
9
et
P(C2) =P(A1) Pa, (C2) + P(B1) Pp, (C2) + P(C1 N C2)
1 21
- 0+-.-40
3 + 34 +
1
6
%
donc X5 = %
6
2. Soit n € N fixé. Le triplet (A, By, C,) est un systéme complet d’événements donc (formule des probabilités

totales)

P(Arwl) = ]P(An) PAn (An+1) + ]P)(Bn) PB,L (AnJrl) + P(Cn) ]PCn (An+1)
1

1
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t

on procéde de méme avec By, 41 et Cp 41, d’oi :

1 1
P(A,41) = 3 P(A,) + 2 P(B,) +0.P(C,)
2 1
P(Bpt1) = 3 P(An) + ) ]P)(Bn) + O-P(Cn)
1
P(Cpy1) = 0. ]P(An) + 1 IFD(Bn) + 1.P(Cy)
110
autrement dit X,,11 = MX,, ot M = | 3 ? 0
0 7 1
a
On pose Y; = | b | ; il s’agit donc de trouver une solution non nulle du systéme :
c

ta+1b+0.c=Na

2a+1b4+0.c= )b
0.a + ;ib +1.c = N\

Apres calcul, on voit que ces trois systémes ont tous des solutions non nuls; on peut par exemple prendre pour
la suite :

3 1 0
Yi=|—-4 Yo=1 2 Ys=10
1 -3 1
3 1 0 2 -1 0
P =|-4 2 0. Aprés calcul (laissé en exercice) on trouve P! = 5| 4 3 0 | et PTIMP =
1 -3 1 10 10 10
0 0 0
0 2 0] (matrice notée N par la suite)
0 0 1

M"™ = (PNP~ 1" = PN"P~1. Or N est une matrice diagonale, donc pour tout n > 1 :

om0 0 i 4(5/6)™ 3(5/6)" 0
Mr=P(0 (2)" o|P'= o 8(5/6)" 6(5/6)" 0
0o 0 1 10 —12(5/6)» 10 —9(5/6)™ 10

(attention pour n = 0, M° = I3) puis

2.(5/6)™
vn>1 X,=M"Xy= - 4.(5/6)"
5—6.(5/6)"
0
lim X, = | 0| : au bout d’un certain temps, la guépe sort de 'appartement avec une trés forte probabilité. On
1

trouve par exemple :
P(Cy) 20,99 & n > 27

(% x %) Une boite contient n boules de couleurs différentes (n > 2. On effectue avec remise deux prélévements
chacun compremant au moins une boule, mais pas la totalité des boules.

Calculer la probabilité «, de I’événement A, = <« les échantillons n’ont aucune couleur commune ». Donner un
équivalent de a,, quand n — 400

REPONSE :
(% *x) On dispose de n boules vertes et n boules rouges numérotées que I'on dispose au hasard 2 par 2 dans n
emplacements numérotés.
Calculer la probabilité a,, de ’événement A,, = « chaque emplacement est occupé par une boule verte et une boule
rouge »

REPONSE :
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